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Lucrare prezentatd la Colocviul de teoria ecuafiilor cu derivate parfiale din 21—26 sepl. 1959

1. Si considersm (m'4- 1) (n + 1) puncte (a;,4;), 6 =1, 2, ..., m+1,
j=1,2,...,n + 1 in plan, formind o retea dreptunghiulard de noduri.
Pentru fixarea notatiilor vom presupune cid << < ... < @py1;
< Y2 ... < Ypuq. Permutarea P (v, oy -y Fir 5 S15 S2y oy Spy) @
retelei de noduri este definité de o permutare ry, 75, .., 7,4y @ indicilor
1,2,...,m-+1, de o permutare 8, S, -..,S,.; & indicilor 1,2, ...
..., n -+ 1 gi de renumerotarea coordonatelor nodurilor refelei astfel ca sa
avem m;=w,i, t=1,2,...,m+ 1, ygzysj, RS T LSS

84 introducem notatiile

i x, @ ool 71
D5 ] =[ Y ors KBTI I f] (1)
w? yu«{—]’ P o) yy,+j
pentru diferentele divizate pe punctele (w;ﬂ; y y;+g), e (L T

B=0,1,...,7 relative la functia f (@, y).
D.d. (= diferenta divizatd sau diferentele divizate)

Dy [fl,v=212,..., . m+1—d p=1,2,...,n+1—7j

A (S e T RS O S 1R 1 (2)
constituie tabloul d.d. corespunzitor permutarii

2 y 5
P11y gy ooy Tup1s 819 Say o0 vy Sp+1)

a retelei de noduri.

| 6549 . 46
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Sistemul de (m 4+ 1) (n 4 1) d.d.

formeazd un sistem nldnguit de d.d.

Dacd fiecare termen al unui sistem inlinfuit de d.d. apartine unui
aceluiagi tablon de d.d., vom zice ci sistemul inldntuit considerat apar-
tine acestui tablou de d.d. In particular, sistemul inldntuit (3) apartine
tabloului (2). Bineinteles, insi, sistemul inlantuit (3) aparfine in acelagi
timp i altor tablouri de d.d.

In particular tabloul (2) corespunzitor permutirii inifiale P (1,2, ...
vy m +15 1,2, ..., 0 4 1) a retelei de noduri, se va numi tabloul
normal de d.d. gi orice sistem inlintuit de d.d. apartinind acestui tablou

Se va numi un sistem inlintuit normal de d.d. Tn cazul permut#rii ini-
tiale avem

D . o b . Ty, Dy oo b R )
Yy =1 8 =1, Dyl = i f
Yoy Yurty ov ey Yusi

pentru toate valorile posibile ale 1ui 4, j, v, p.

; 2. Permutsrii P (r,, oy -y Vma1s 81y 8y - .oy 8,44) @ Tefelei de noduri,
corespunde polinomul de interpolare de dou variabile, care sub forma
el generald este [2],

Lizy)=Y Y(®—a,) (z-2,)... (5 —1) 1y —v,)x
i=0 j=0 H U ~ (4)
X(y —9,) - (¥ — 4,) DA 1],
unde 0 =uxn,=<mn, ¢+ =0, 1,...,m iar pentrn 4 — 0 respectiv. j = 0

produsul (z — @) (@ — ) ..
X (y — y,) este inlocuit cu 1.

Pe un punct de interpolare dat (x, y), determinarea unei valori
aproximative pentru f(x, y) cu ajutornl polinomulni (4), necesitd cal-
culul valorii numerice a acestui polinom. Acest caleul se face prin exe-
cutarea, exact sau aproximativ, a unei anumite succesiuni de operatii
elementare : adundri, scideri, inmultiri gi impérfiri. Deoarece operatiile
se executd in general aproximativ, va rezulta o eroare de calcul care
depinde de precizia cu care s-au executat calculele precum §i, bine-
inteles, de ordinea efectudirii acestor calcule, adici de programul pe
baza cdruia ele an fost executate. Nu vom lua in considerare erorile de
care gint eventual afectate datele problemei, deci coordonatele nodurilor
yi valorile functiei f(x,y) pe aceste noduri.

. (x — m’%) respectiv (Y—u,) (y — Yo )il X
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3. Pentru a ealcula valoarea numericd a. polinomului (4), poate ﬁ

| utild si o modificare a- expresiei lui, punind
(o [71; © =0, 1 coymy j=0,1,..., n (3)

& — &, ; Y _ysji |
X, =1, A% = L. y Yo=1, = L ;
B =tk bl G DEA[], 6 =0, 1, m, j=0, 1, ..0ym,
il . A :
unde ko (= 1), *yy Koy ooy Fns L(=1), iy lay oo n by gint nigte numere

date, diferite de 0. Avem atunci

e

i3

L(x’ ?/) :ig

20 i—

X, Ty Vg Ve e B s
0

care se calculeazd, de obicei, efectuind suma

l .

: m 5
ZX0X1---XiAi, (5)
i=0

in prealabil fiind calculate sumele

A.:f]YO,YI...Y,Ei,jﬂ;:o,g...,m. (6)
i F=0

Tiecare dintre sumele (5), (6) este de forma
0000—|~000101—I—...—|~6001-.-0a0a. (7)

Ari i scaderi 5 i (ele
S% presupunem cé adunirile si sedderile nu comportan eeI]?'lea,;fi,)
se efectueazd exact sau, in orice caz, cu niste elll'oi':l e(izare se mneglij
| Atunci dacd se calculeazd suma (7) pe baza sche

: L (8)
eo(Co 4 0 (Cy 4o & a1 (Camr + G Ou) --2))

icei rOVi i din efectuarea
asa eum se procedeazd de obicei, eroarea provine numa;c:jlil‘;l e
s, W, i} y - :
celor o - 1 inmultiri succeswele_u_ Cec's coé_l éu.e.a z ,écocfles(])p s
le vi A 3, aceste inmulpiri se efec (
| de vizub ca dacd aceste L ; efect ' 2 b
cel mult egald cu e, rezultatul aproximativ obtinut va 2 v
i oo 1 !
a o = e pe-care
absolutt, = ¢ (1L + Y16 C--- Gl (=c¢ dacih o = 0). In cazurile p (
& ! i i rHi Ti (vom
' iv, 1 comportad ero
le vom considera efectiv, inmultirea prin ¢ nub : % o
avea totdeauna ¢, — 1). In acest caz eroarea absolu
=)}
=1k
este=¢ ¥ g0 ... 0, (0 dacka =0). ] ; i
Sa gf)licém aceastds schemd de calecul sumelor (5), (6). Suma
este de forma (7), unde punem

o = Ny, Gv:YV7 Gv:IEi,v,
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Daci deci. efectuim calculele pe baza schemei (8), inmultirile fiind exe-\
cutate cu o eroare absolutd = e, rezultatul obtinut 4; este cu o eroare\
n,--1 N

absoluth < ¢ 8 | Yo Yy ... ¥, 1, (= 0, daci m; = 0). Rezulid ol apro-|
i0
ximarea sumei (3), |

Y XX XA (9)
m 'ni—l

are o eroare absolutd = e Y I X, X, .o Xil( Y 1Y, Y, ... Y, l).
i=0 j=0

Suma (9) este de agemenea de forma

o =m, ¢ =Xy, O =4, v=20,1,...,Mm

Daci deci si aici efectuim calculele pe baza schemei (8), fnmulpirile
fiind executate cu o eroare abgolutd = e, valoarea aproximativé obhinutd \|
pentru (9) va avea 0 eroare absoluté cel mult egald cu

Com—1
e Y| X, X, ... X, | (=0, dacd m = 0),
i=0
in definitiv deci, ficind calculele pe baza schemei indicate, obti-}
nem pentru L (z, y) 0 valoare aproximatbivd cu o eroare absolutd = e M 7||
unde

k12

M=Y XX ...Xﬂ(zolyo Y
P

1=0

ny— 1 m—1

_yj|) 4 gOIX.OXP"XiI' (10)

%. Ne putem pune problema de a gisi, pentru punctul de interpolare’
dat (w,y), aced permutare P (ry, Yoy ooy Ymr1i 1 8$py «o oy Sup1) B TE-
telei de noduri pentru care numirnl M dat de formula (10) este cel mai
mic pogibil. Daca aceasti conditie este indeplinitd vom congidera ¢
polinomul (4) este cel mai avantajos pentru calenlele numerice (facube

pe baza schemei indicate).

Atit sumele |

i

e p
B1=_20|Y0Y]...le, 4=0,1,...m (11) 1
j=
cit si suma (10) sint de forma
|
Sp + Sy, .Sl -+ 8y 8y, S, + coe b 8y Sy aa Sy, Se (12) |I
unde §,, Sy, ..., S« sint numere pozitive, iar 8y , 8v,. .. 5 Su este o per-

mutare @ unui Sit 8, Sy, - - <y S« de numere pozitive.
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5

Sirnl (11) este de forma (12), unde

w =M — 1 sj:ly~yj|’vjzsj’sj=lloll..,;.»z;l ;
jg=1;2, ..., n, — 1, 8, =1,

iar suma (10) este de forma (12), unde

. w,—1" '
1 g i
“—/m"sizlm—wil’ Vi =T, Sizlkok;l kil(1+ g‘golyoyl"wyjl)’

n, —1
§=0,1, ..., — 1, 8, = ———E‘( 005 X e |), Yy = Tiae

Avem acum urmétoarea

LEMA., Suma (12) isi atinge ced mai  micd valoare o sa  dacd

SIUL 8y g Sveye vy Sy este nedescrescdtor (cu alte cuvinte pentru o permu-
tare nedescrescitoare & girului 8y, 825 o Sa)e e
Demonstrajia este imediati. Yo vede ugor ci minimul este atins
numai penbtru permutarile nedescrescitoare ale girului sq, S2y « -3 %’
Din lema precedentéa rozults atunci urmétoarea
TEOREMA. Dacd permutared P(ryy Ty + s Tme13 S15 82y + 03 S,41) €sle

astfel inott sirurile
Iw—mrl\7 lw—m'rz‘7 ""lw—wrml;ly__yslhly_—yszl) ""ly‘ysn——ll

sd fie medescrescdtoare, numdrul M 10 atinge cea mai Micd valoare a 8a.

5. Rezultd din cele ce preced cé dacd sirurile

lw‘wfllilw_m'rzl"""Iw"—mrm_l_ll;ly—_yslh . (13)
19— Yo, |y eea 1Y Yopin |

sint nedeserescatoare, polinomul (4) este cel mal avantajos pentru cal-
culul unei valori aproximative a Tui f (@, y)- in acest caz, pe baza unil
vogulbat anterior [1], permutarea vy, a, .- -y Vnti frebuie sa fie consecu-
tive permutdrii 1, 2, ..., " 41 jar permutarea Sy Spy .oy St conse-
eutivi permutirii 1, 2y ..., " 4 1. Aceasta inseamnd ¢l ._pentm orice t,
(=12, ...pm + 1 respectiv =1, 2, ..., N A 1), sirurvile 7y, Yoy 2o T
S8y, Sy« oy & SiDb formate din cite § numere naturale consecutive (intr-o
anumita ordine). : _

Cind sirurile (13) sint nedescrescitoare, si in acest €Az polinomul
(4) este avantajos pentru ealcule in sensul ardtat mal sus, sisbernul inldn-
tuit de d.d. corespunzitor este un gistem inlantuit normal. Hste deci
suficient sf fologim tabloul normal de d.d., pentru a putea congtrui toabe
polinoamele (4) avantajoase, dupi diferitele pozitii ale punectulni de
interpolare.
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Putem, ca i in cazul nnei singure variabile [1], sd studiem diferit
cazuri particulare, Daci punctul de interpolare este in vecindtatea unui
din ]_l{ld.ul'lle ext_reme ({t‘] b Y1) (ml ) Yy a.-l)! ("leﬂ 3 '.'f:f_'l}: (:Trai-i 1y Yus l.)? gﬁ:ﬁlﬂl !
cele mai avantajoase polinoamele ordonate dupd diferentele ascendenti
§i descendenfe in raport cu @, y, deci acelea pentru care sistemul inliy

SUR LA PRECISION DU CALCUL N‘UMERIQUE DANS
L’ INTERPOLATION PAR POLY NOMES A DEUX VARIABLES

tuit (3) corespunde permutdrilor P(1,2, ...,m +1; 1, 2, ..., n -+ 1 RESUME |
Py 2y « ooy =1y by ay ol )y B(ml1, myoon 15 1,2, o cuym--1 . TN, et e ; e
P 1, m,...,1s % ’_-1_ 1) n:_ . _’, 1). Daéfx f)]_‘]_l‘]_cijel{; T@i’ §i ?y,- sin Lie caleul de la valenr du polyndme d’interpolation (4), dans le

respectiv _echidistante, deci daci @ = a, + (¢ — 1) hy 4 =1, 2, . fas de o,y donnés, se fait en calculant la somme (-':’Y}_ mi'ﬂ]% n{?ﬁ‘;lgﬁzli‘i
by mob =gy (= 1) Iy G =1,2, ..., w4 1, (hy ' >0) 5i dackont dounds par la relation (6). Les nombres X, Ljs .5 800 00 20
punctul de interpolare este in vecinitatea centrului retelei de nodurjjans le texte et sont liés & la fonction ey y) T 1; N (’-‘3“ ; _)" des
gisim ca cele mai avantajoase polinoame (4), acelea ordonate dupflifférences divisées (3) correspondant @ une REFMULAtion: (€., Yy
diferentele centrale in raport cu z si v. : Jeuds d’interpolation. Les sommes (5), (6) sorit de la forme (7 ). Le c.a.le.ql
In incheiere observim cii, in loc de tabloul normal de d.d., puteliryne telle somme se fait an moyen du schéma (8) ou "jf"“_m;é ‘1.('3,5 1;"151112111
folosi tablonl format cu numerele kok, ... & Iy & ... [, D&% [f], d.dblications DA Guy Ga-1y - -y ¢, Sont affectoes d (fue]:u.\ .m(_il)uf;: Tty
fiind referitoare la permutarea initiald a retelei de noduri. Dacd luinlyaleur absolue au nombre s Dans ce cas les polynomes ( Ll

; : 2 : o) . . . « sont o your lesquels les suites (13) sont
k; = h, 1, = jh’, pentru orice 4, j =1, numerele considerate sc redufyvantageux pour les calculs sont ceux poul lesq llitf].‘-‘ 1e‘3_u_= 8 1_( ],o}m e
' déeroissantes. On arrive ainsi & justifier théoriquement: 1'emp

la diferentele Ay f(w,y) ale functiei Y). loul i 1.dnon - : Sy o .. tie e
se poate atunci ihﬁ’iog{li’cyu) t;anlou{l dif%refl(tﬁ,lo‘l{,) aTcanlbargiu fo;lr(r)g:-leales%g l'{[l(!ij_ dans la pratique des formules d’interpolation bien connues, telles que
sebit de simpld deoarece nu necesitd decit scaderi succesive. celles de Newton, Stirling, Bessel, etc.

In sfirgit, consideratiile precedente se pot extinde la cazul a mg
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NHTEPIIOJIUPOBAHUN MHOTOYJIEHAMU Primit la 3.XI1.1959
OT OBYX MEPEMEHHEIX

PE3IOME

Borasciienue 3HaueHIA HHTEPTOIAINOHHOTO MHOTOWIeHA (4) mpi
SaJafHblX &, Y IPOBOJUTCA IIyTeM BbIYMCAeHHIX cyMMmE (D), rge uucsd
A; namsl coornomennem (6). 3pecy umcna X, ¥,, K, ; nauer B pabomnd
u cBABAHBL ¢ (QydrTueit f(x, y) uvepes pasmenennvie pasuocTu (3), CoO-
OTBETCTBYIOINE TepecTaHoBRe (&, , ¥, ) y3/a0B wuHTepmoxanuun. Cymmwl

2 1

(5), (6) mmeror Bup (7). Boiuncnenue rakoit CyMMLI TPOBOAUTCH IIPU IO
Momru cxembl (8), rle TONBKO yMHOMEHHS HA Cuy Ca—1y ..., ¢y CONPH-
AeHB ¢ OIMMOKAaMM, MEHBIINMHA YKucaa € 110 abCONIOTHCH Bedmuume. Tornz_%
HauGoJiee BBITOJHBIE [JIA BEYHMCACHUII MHOTOYJERB (4) —BTO Te, jsl
KOTOPHIX TocaefgoBarensuocTn (13) aBmaorcs - HeyGuiBatormmmu. Tew
06pazoM, Mbi HPUXOAWM K TEOPeTHYeCKOMYy O0GOCHOBAHMIO IIPAK THYECK 0T
HCIOAL30BAHUA HauboIee UBBECTHBIX WHTePIOAANMOHHNX POpPMyJ, Kaw
Haupumep, Qopmyast Hsioroma, Crupawmara, Beccena m T.1.




