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SUR LA CONSERVATION,
PAR LE POLYNOME D'INTERPOLATION DE L. FEJÉR,

DU SIGNE OU DE LA MONOTONIE DE LA FONCTION

PAR

TIBERIU POPOVICIU

à Cluj

$ 7, Conseraa.tion du signe de la fonction

1. Soient

(l) )c111c21..,1x,

n(>2) points de l'axe réelle, Í : f (x)une fonction, réelle, de la variable
reèile í,-définie sur un ensemble linéaire.E contenant les points (1) et
considérons le polynome d'interpolation

(2) F lfl x) : f;.Í lr,) n,

correspondant à la fonction / sur les noeuds (d'interpolation) (l).
, _ Le polynome (2) (de L. Fejér) est le premier terme du polynome
de Lagrange-Hermite

(3) H[Ílx] - f Í@,)h,+ iÍ'@ùkt
i-l ì-1
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Company,
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l'(x,\
(e) Xt: xt r- ì'ä' 

i : 7' 2' " ' 'tt

X, éønt le coniugué du Point r¡r)'/Lt ---i 
o noint Xn existe si l', (x¡)+0. Si l" (x,):0 on peut prenclre ,Yt'=

- +:: ír"äiärJ'tãur les r¿sìrtiãt's suivrnts 
'i'estent 

valables en opérant

lJ;,;;b;; i,nfropr" + co comme cl'habitude en analYse mathéma-

tique.
Le point X¡ ne coÏncid-e jamais. âvec 'r1' ..
l;in?ãátire 

'r,20 sur 1eót équivalente à l'inégalité

(Xt-xù(Xt--x)à0 sur L
Nous avons

l" (x,) .' *' 1

(10) 
ù;:,;: 

2Ë*', ,Ç- *,, , ,: 7, 2, , ' ., n

oìr l'accent ' au signe f,' signifie que la valeur i de I'indice 7 est exclue.

Des inégalités (1) et de (10) il résulte que

(r1) t.':.(.xl <0, I.'j,(.x').;,0

/'(r,) --' l'(x,,)'

donc,aussi Xr1xt, Xu;.r,,. Les points Xr, 4u scnt finis et nous avons

Lif!f;,ñ,,Lsi 
le'þolynomè Fl,f '*l conserve le signe de la fonction sur

terPolation F[fix] ne conserae le

la formule (8) et du fait
constante 2). En efiet,

rs -l- oo et l'un au moins
)o.

(1) sont les racines du polynome de Tcheby;heff cos (ø arccos ¡) les

sont harmoniquement conjugués par rappolt aux points -1, 1.

de (8) et du fait qu'un at ¡noins cles polynomes (4) ne se réduit pac

67ì,'0Nf,'l'IoN

en]ent
constante.

'il0N DII :rl(;Ì{lì llìì Tstì ß \¡;\,r\ CON

x!
Þoints rr, X,

2) Seul
a une

6f;

(5)

oir

(6)

'iìfiììRnJ POPOYICIII
2

(4) h¡: l t(*)- I
L@ - *,) r' (ÐJ

_(\ù
l'(x¡) ,i-1r2r.,,rfr,(x 't¡

(x-x,), i:7,2,.,,,rt
t

/(,¡:

I (x) : (x - xr) (* * xr) ... (x - x).

nul 1) ou s'il se réduit â un point dif
conserye le signc de la fo¡iction, il
llnealres

(7) l" (*r)

l'(xù
(x-x,), i:7,2,.,.,T1

soient non-négatives sur .I.

Jynome d'interpolation F[/¡
(ptus exacternent: ne conser
valle .I). Dans ce cas il exist
moins des polynomes (Z) prend une

La formule bien èónnue

(B) Ë n,: ,
i= t

ne peuvent s,annuler tous à Ia fois
e signe de la
itive sur les
Ie polynome
toute fonc-

l) Donc a une longuerJr nùn nulle, De même nous isons que l,intervalle est nurs'il se réduit à un seul point.

at:7-



Lenme 1. si n'>4 et si les noeu.ds (l) aárifient les inégalités

- 
fiz - Xz -, fn-l 

- 
Xn-2

(13) xz- xt> n_l s tn* *¡-l È - , -1

le þolylonte d'ífiterþolation F[f lx] lte conserÍ)e .le signe .de la fonction
'r",rlïírlr,, ¡nteraalli I, nul ou-non et ne seréduisønt pas à un noeud.

Eo v.tt,t des inégalités (1) et (13), nous avons

- xz- xz xs- xz xz-- xz

. l"(x"\, 2
donc ._rz>= =

l' (xr) xt- xz

l'Çxu-ò < -2 <0.
l' (*,r-r) xn-t - xtt-z

Il en résulte qu'il suffit de démontrer l'inégalité (12) correspon-
dante, donc l'inégalité
(15) Xu-t) Xz.

et on démontre de la même manière quc

(1?) xn-t- x,-z a J_(lr_l;, g .2 ' 1,,(*u_r\ -

>0

69
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xs- xz l' (xr)

De (14) on déduit que

2 l" (xr)

donc

(16)

oc
t'4 -:0,xg- xz xs - xz

xt-lt _l' (*r)
2 I" (x2)

6B 1'IT]TIIIU POPO\/ICIU

4, Si l" (x,): g, on a at: l>0 pour tour q.. Désignons par
ir,irr,..,17, les valeurs de I'indice i pour lesquelles l" (x,' t'(",1'o tt Par

it,ir,. quelles ''ll*,!ro. Nous a-

vons /¿ inai.., åg¿;=;,;_=;.
On le : 0 et que 1,, (x¡), i: 1,2 ,.,.,n
ne peu

D
4.

Xr,.l X¡, 2 r : 1, 2r,,, rhr s : 1, 2r,,.rffi.

4

Alors pour
1 il faut et

g.ue f^t/irl conserve þ sigrle de la fonction sur l,inrervalleil suffit que l'on ait Ic ¡2 ,Z+1 ot:

t : 
,r,3:.,0*',' z*: 

,:T;,:...,,x,,

Le plus g-rand intervalle (supposé non..nul) sur I:quer Ie porynome F[flx]conserve Ie signe de Ia fonðtlon esr l,intei.valle ¡2 , Zr1',
Dans Ie cas cles noeuds -1^ - 

I 1

: z r :e, qui ". .;:":,:'"ï; "iIJtJ"F; ;';;JìJ ;: ï""":";
. ], - l, 

o, 
ir, 

l(n:5) nous avons encore Z-: zt - 0, qui coïn-
clde avec un noeud.

4.2, 11 exisre un indice / et un indice s tels que

(12) xt,) x,,.

Dans ce cas il n'existe aucun intervaile I ne se réduisant pas à un
noeud, sur lequel le polynome Ftfløl conseríe te signe de la fonction,

être toujours supposé fermé,

å: iì i,"lJä'*l J ii,3, iï",1i,
pport à l'intervalle /. Si | : fa, b),

ibués par rapport
et tous les Points
(o, b). Il est fa-

serve Ie signe de

I) Car le polynome f" est de d,egté n-2 et non identiquement nul



6,2.3, / q [max (Xt , Xz) '' X31 lorsque a>r' Dans ce e âs on a X1 (

1Xs, X21Xs et nous avÛns X11':' respectivernent ) 'Yz suivant que

xt]]- l¿:xs-:x2, qtri reste positif. Si nous posons
du paramètte t : ir_ x, xt- xs

*z- Xt - ,1, IIOUS AVOiIS XZ- Xz- f I'lt X¿- X3: Il Êt

xs: xs- ut (t l- r)- Y.r : x+ +y-:: :l-.t)-? 
r 

t?.) '
z (rz - r--7' 'L't - 84 ' 2 ç' -l- 5 z 'l- 5)

Nous en déduisons

xr- xr: u?:-zJ" t 2)2 - 5"(t !?) j'
-<rr- - (rr-r _ 1)(22-l-5, +5)'

les no¡nbres 111 t25 rs sont les valeurs (uniques) de z pour lesquelles

-13 
u Xr: Xt, Xr: Xo, Xz: X3 respectivement. Il résulte alors que

I'intervalle IZ -,2*] se réduit à [Xr,Xri tX, , Xn] respectivemenr lXr,kr)sulvant que 0<z< rt, rt=r312 respectivement x2SzSz3. Si z)73
l'intervalle lZ-, Z+1 n,existe pas.

7l

Si nous posons

7
T, \ rìrlNSlì I(ìNÌì I)|l T,\ li'ONC'I'I0NìÌ\¡.\'f'I(lN Dtl s

fu X2: x2 *(f +2)
2 (r2 -f 5" -F 5)

+1Xy-x1

x+ - xz: u (t ¡ ¡tk! 91 -7t 
(r -r 

-2) - 6

çz -, -t) (r,l- 5z t 5) '

-2-2t-2lf"- X, - ur" "

12 - r -7

l/0 +v73
11 :L 1:1,094...'2

r/e +Viã
t2:\__l:1,901 ...- tl)

rs:L +V3:2,732,".

70 'I'ITÌDRI U P OPO\¡ICìIU 6

Cornpte teilârìt de (1), (16) et (i7), nous avons

xn--t - xz: x,,-t-- rz 1- '',,,-(:''- 
tì 

-'r,,!t) : 
xn-Jl_ tLt--z-.s- x2 

,

'2 ^- y, (xr_ ò- f,(*r) - z 
- 

-F

+ xs- frz l' (xz)
-t-

fxr, 

- t - x, _. *,, *1l] = 
o,2 I" (x2)

ce qui démontre l'inégalité (15), donc le lemme 1.

6. La propriété étudiée plus haut n'est pas vraie poul z : 2 et pour.
¡t:3, Ðans ces cas il existe toujcurs des intervalles I non nuls, sur
lesquels le irolynome cf interpolation Fff'txl conserve le signe de Ia fonc-
tion.

6.1" Pour r¡. : 2, nous avons

:

y. _ t. *xr:l:t Xn: xc¡Þ-t1/\l- hl-_ 
2 , ^'2- Ð2 l 

2

et le polynome el'interpolation F [f xl conserve le signe cle la fonetion
sui l'intervalle / si et seulement si I 

=[X1rXr],
6.2. Pour n.-:3 7a cliscussion est un peu plus compliquée et dépend

Xc-Xtdu paramèttc o:"'2 ?), qui reste compris entre 0 et 1 (0{S(1).
xz- rt

Nous avons

t

X2-: j- æ 1o:-

et nous déduisons que le polynome d'interpoiation F[/,r] conserve le
signe de la fonction sur l'intervalle .I si et seule¡nent si:

ç,n;i',, I ç[X1, ""a] lorsqu. s == 1 .

2

6.2,2. I s ÍXt, min (x2, xr)l lorsque a <; ' Dans ce cas on a

XtlXz,Xt{X, et nous avoils 
l:f,:, 

respectivemeirt}Xs suivant

que Q (, :, respectivement > t -{J2(, 0,420,,.).



l.i I :' ?fi 
u:'ff 

,'i :l' fi r''::"å:Ti iï,:':xgl' liÉ' rï ì* i¿ å ä; ; 3'å:
iätã*eìtêt ø, ¡9' Nous avons

- ß-an< 
" ¡fi--21*,-,n','r,

2.3. Si (1) sont les racines du polynomg de Lag¡rerre.d-e degré-.n

de paramètre'(t) - 1, le polynome (6) vérifie l'équation différentielle

(20) xI'-(*-o-l)f *nl:0.

Dans ce cas, les noeuds sont positifs et nous pouvons prendre
,1-1.

W (x):, - \a 
qui est bien une fonction croissante pour n)0. Nous

avons Z-1oIl1Z',
7.4. Si (1) sont les racines du polynome de Hermite de degré n,

le polynome (6) vérifie l'équation différentielle

l" -2xl' IZnl :0,

On peut donc prendrc V (x):2x qui est aussi une fonction croissante.
I)ans ce cas Z- 10<Z+.

7.5. Nous sommes encore dans le cas précédent si les noeuds sont
équidistants. Soient xt: xt+(t- 1)h (h>q, i:1r2,,..,îx les noeuds.

La formule

llþtû -{-@l : -}" --} o, i : t, 2,,,.,n --. l
l' (xt*) l' (x) i (n- i) h'

donc aussl

(21)

73
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+nn

2

I

(

l
1
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5o -

nous montre que la suite

cas, i'=

)r. *,.l+t]h < z+,

très en détail le cas des polynornes de
s Z--, Z+ de l'intervalle [Z-, Z+1.

z-<a þ-:t <a21'.-ct+ll+2

Z- 1x,. [;]- '

J *.ouT,' å' å:i,i J,,,',,i,' îXliulli,u
Ainsi, lorsque les inégalités

-1< o{0, -1< p=0

{1 lttlY est croissante. Nous avons, dans ce
l'(*,)),-,

l-1 et

72

r)l
forrnation

(18) t' -f i -o,¡-t x -aj
c (*)
A(x)

l' -l t:o

TIBEIIIU POPO\/ICIU
8

D'autres valeurs remarquables de z sont

"4 
: 7,r, : t *UVQ, : 2,180 .,, 1 i6 : Z,

pour lesquelles on^.a_ {:-.*r (et X, : na), Xz: xz (et X, : xz), Xz: x+(et Xa : rl) respectivement.

o_rtants dans lesquels on peut af-
Z+], non nul, sur lequel ìe poly_
gne de Ia fonction

des-.indices i1, i2_r,,., it et par i¿
,;*",t:;ì;,fTr:-',rn;T",I'i,åu1î,i1;,;,

. L'inégalité í' qi" est vérifiée s'il exisre une fonction tr (r) défi-nie et non-décroissanre sur un intervalle .ont."unt-l.r-no.uãr'Jt tãii.que l'on ait
l" (x,\

[ö Vr (xù, i : 1,2,,..,/t.

. Dans ce.. casr.d'ailleurs, .ir.: r,-t,: lrZ.,.,rk, js:n-m-f J, J:
j1'2.2..., 21ft., i' :k, io : n-m -F 1 et lorsqué rA ç*) dst'Èroissant on a mêmei"-i'S? (*+ h>n-1).

La fonction Ø1r¡ eíiste er est mêrne croissante dans les cas sui-vants :

hldz<...<
itifs. Alors, pour chaque
n seul de degré n, ds la
ntervalle (ao, aq+r) et vé-

oir l: (x- ot)@*or).,,(x- ?p) et C esr un polynome de d.egrép_2.
uans ce cas on peut prendre

v(x): - ,\,*,
qui est bien une fonction croissante sur I'interv alle (a, , ao*t).

!.?.-S¡, en particul!?r, þ=2,.?t._ l, dz:1r)'et si nous posonsot: P I lt oz: a f 1, l'équation différentiélle (18) devient
(tg) (t-xz¡1" -l(o + þ +2)x- 13 Í o.lt,{ n(nt u+ f¡ +t)t -o,

'fVoothèse at : - 7, a2 = 1 n'est pas une restriction essentielle. pa¡ une trans-
lrnealre on peut passer à un intervalle fini [ø¡ , a2] quelconque,



Nous avons clonc - -l-- : Z- <l < Z+ : xzl-7'
1¿- |

I'our -21ø1-1, nous avons

',:'ß:*t: 
s-L 

' i: t'2'" "n

qui est négatif pour i: 1 et positif pour i :2r3'"'tlx' Itour i ) 1' nous

*rlY-:) : Xt: Z- <0 <Z+ : Xz.: þ'A'-:ò
)c1 _ a-.'l ' x2-a-I

L'intervalle ÍZ -, Z*l existe donc et est non nul- pour -2 < o. On
peut facileilent ioif que la longueur de cet intervalle tend vers 0 pour
a -> -2,Disons aussi un mot sur le cas oùr (l) sont les racines du polynome

d'Hcrrnite de clegró r¡. l)aus ce cas la fonction 'æ -l- I . : * + ^t a un
,p (tc) 2x

maximum égal à -{2 pour r<0 et un minimum ógal ài/ãpourx)0.
On en déduit qtte Z-<--!, <rl2-Z'.

$2, Consernation de la nronotonie de lct fottction
10. Nous dirons que le polynome d'interpolation (2) conserae la mo-

notonie de la fonction (plus exacteinent : conserve la monotonie de la
fonction / sur l'intervalle .I) s'il est non-décroissant sur .l pour toute
fonction / non-décroissante sur les points (1). I'our qu'il en soit ainsi il
faut et il suffit que I'on ait F'Lf lxlàO sur I pour toute fonction /
non-décroissante sur les points (1). L'intervalle l peut être supposé non nul

75

avolts
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-^ xrXtr

Ðl:l L\ I0)i{l'il0\st(;Nl'lL,\ CON \ -\'l'l(-)N ì)lÌst:llÌ

: 1 - (*,I "- i)to,t,, -" - rj 
> o

-1, i:213,,..,r1 .r_@ù

I'(x)

xttt-K!

et rlous déduisons que

I':PI : - (r-t),l'(x)

74 '|Ißtituu PoPoyr(,Iti 10

sont vérifiées, on peut obtenir un résultat plus précis. En effet, si nous
supposons que

(" t fl 4 2)q - ß 1- ct$0, (" 1- þ -t2)qrt- lt + a*0,
NOUS äVONS

(22)
X1+1- X1 I.(x¡rx¡¡1)
xt*t-nr IG -l tJ -12)xt - ß -F a] [(a f fr -F2)xì+t- f -l "]

où

L(u,a): (o * 0 +- t)(a 4- þ l-2)u'a-(þ -a)(u * tt -t r)(u I a) -t-

1- (p- a)'-(o.+ p + 2).

L(u,a) est une fonction linéaire' de u et de a.Il a Q(-l,l), L(u,v) rirer 19pb_reg,I:(t,l), 1).M (21), L (t,l):4oço 
=

ment que nous avons L(ura) ( 0 pour - 1 < ura {1,
Nous avons donc I (xt rxt+)( 0, i : 7r2,.,. rn-l et la formtrle (.22)

et les résultats du no. 4 nous montrent que Z-: XtrZ+ --Xn,
Les résultats précédents peuvent avoir lieu aussi pour d'autres va-

9. Dans le cas des racines du polynome de Laguerre on peut aussi

précisel les nombre s Z- , Z+. En étudiant Ia fonction .r + | : x *
. x- a- L Y(x)

-l- 
-- : - - , on trouve facilement que

x

z- = a I r -Vã+ i {a -t- r +,,1ã lI < z+.

Mais, ces délirnitations sont assez peu précises. En effet, en faisant
e-+-1, nous en déduisons seulement Z-<Zt, quoique, comme nous
Ie.^verrons plus loin, ici c'est l'inégalité stricte quí esi varabie. L'équation
différentielle (20) a_cornrne solutión un polynome de degré n 

^yant 
tou-

tes ses racines réelles et distinctes pour -2<o.
- Pour -? <."-S - 1 nous scmrnes dans le cas des polynomes dc
Laguerre généralisés de paramètre a [b]. Si a -- - 1, on a ir:0 et xt2
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Nous avons hi@):0 et le polynome h, est croissant sur les in-

tervalles (-- *, xt), (xü oissant sur les mêmes interval-
i"rl. ll ei résúlté que rpolatior FIf xl ne peut con-
r"ií.r la monotonie de intervalle 1 que si 1 :-- lxr, xrf,
mais cette condition né en général, suffisante.

12, Nous avons aussi Ia propriété suivante :

ilI. Il existe un uoisinage droít de xr et un øoisinage gauchet) de x,
sur lesquels Ie polynome d'ìnterpolation Fff 1x] conserue la tnonotonie de la
Íonct'ion.

il suffit de démontrer que dans les voisinages considérés les poly-

nomes inr, ¡:7r2r.,.'n- 1 sont décroissants.
j:1

Considérons le polynome P¡ : in, Q<i<n_ l).C'est Ie poly-
j:l -

nome de Lagrange.Hermite (3) qui prend la valeur 1 sur les noeuds
K1, x2s,,,rxI, la valeur 0 sur les noeuds xi+1, x¡+zt...¡x,t et dont Ia
dérivée s'annule su¡ toLls les noeuds. P¡ est de degré effectif 2n-7 et sa dé-
rivée a toutes ses racines réelles et simples. Ces racines sont les noeuds
et, d'après le théorème de Rolle, une racine simple dans chacun des in-
tervalles

(xt, *r), (xz, xa) , ,' ,, (q-r, xt), (xt+t, h+z) ,. , ,, (xu- t, xu),

Le polynome P, est alternativement croissant et décroissant dans les
2n - | intervalles déterminés par les racines de pl .

( i)
xt XX g xn-r t Xnn-2z t.+l

Fig. 1

idemment décroissant, il en résulte
sinage droit de .r, et dans uo uoi_

ntrée. tIn examen plus attentif de
precrser encore d'avantage la pro_

"or.J).Y.luåÌl'JîîîîfJîi."tî3r:"n" 
de ¡ est un intervalle (non nul) avant le point ,ú

76 ],I]]I1]IIU POPOVICIU

De la formule (B) il r.ésuhe que

(23) *, n' : o
,7t I

identiquement e¡r x. La transformation d,Abel nous clonne arors

F'[fjx]: \
i - I

1'

A)
-i+

12

Nous en déduisons que Ie þolytome d,interpolation It[f ix] con-serve Ia monotonie de ra îonctioir ü et seurenienï;i--"-

(24) E) h'¡=0, i - 7, 2,...,r2- I
j:1

sur I ou bien si et seulernent si

(24') *t*¿r>0, i:t,2,...,n-7
sur .I. r-i+l

t dire
de la

ur les
inter-

croissance, Ia croissance et la décroissance de la fonction.
11. Nous avons la propriété suivante:

olrtli,i]r,ie 
co,xserae Iq' monctonie

¡) P1r u¡ voisinage d'un point nous entendons un intervalle contenant ce pointcomme point intérieur.

(, lt
lt-

U @t+ù * f (xù) ,: \
i_ I

'(-,å n'')u @'*') - r(xù)

I



et si ld. suite

(26) h'r(x), h'z(xù,'''' h',,(xo)

avons 1 =k=n-l et

h',(xo)< - h;(*o)<0, Pour i : k+1, k + 2,,.., n-l

et le lemme 3 résulte du lemme 2.

14. En utilisant les résultats précédents, examinons la conservation
de la monotonie dans un voisinage d'une racine de la dérivée du poly-
nome /.

Supposons donc que çð soit une racine du polynome l' et formons
la suite (26) pour r0: çe. Compte tenant de /'(f) -0 et l(€)+O, nous
avons

,^-\ compte.tenanr.d.e-.(l1) 9t q1€1xn on déduit que les conditions(2-) sont roujours vérifiées. Mais, la suite

xt-€, xz-€r.,., x,r-S
présente exactement une variation de signe. Il en résulte que

IV. ,Si ( est une racine de la déríaée d.u polynome (6) et si

(2s) 2Í@t- trif;l=o, i -t,2,...e7t
c

2 * (q-€)

DIÌ SIC,I\Iì DE I,.,\ TONIì'I'ION

, i: 712,,., rn

15

(28)

7S

et

(27)

t,

coNSlììl\¡,\1'loT, i\

l'(*,) €-xt
l" (xt) 2

i n',1*ùÉ ¿i(ro)(o pour i : 7,2,,'.,k,

-sB(rr-6)sg

: sB (rr.- f) sg

Compte tenant de (23) on en déduit

l' (*r)
l'(*,)

i-1,2r,.,rfl,
¡1I1 (xt-...) I'

¡-ttit - JCJ

h' j(xo)
I 0, pour j : 1,2r. .. rh,

ì0, pour j : h+7, le ¡2,..,,n,

-1
iù
E h'tþh): - I
j-l i-i+l

h'.(E\: . /'(6) ["i \s./ - 
(€ _ xù2 t, , (x) l-

ss h;(€)_,rll 
ÍT,,r,_ ,:.,]
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:

l

l
')

I

I
l

I

priété. Désignons par 4lri (..Át) <...<
des noeuds du polynome p,. posons

T'. : min(6(jj t), re(ir2) r..., rëÍ,-l)), i : 7, 2r.,,, n -2
f!: ntax (6Í'lr, êÍ?r,...,6j,_,rl¡ , i:2,3,..,, n -1,

Nous avons alors xt1Ui1 xz, xr{tl':, t1'o 1rn+t, i : 2r3,,.. rfl-2,
xn-t1tl',r-t 1x,

Désignons par I¡ l'intervalle ftt"¡, t1',f lorsque diln¡, i :2,3,..rn_2
et posons aussi 1, : frct, qi), I,_r: LI',|,,_t, ø,,1. 

'Alors'le pólynome d,inter_
polation FIf 'xl conserve la monotonié äe la fonction rur ìo,rt intervalle/¡ qui existe, en particulier donc sur chacun des intervalles ,I1 ¡ In_t.

Remarque, r e polynore q esr anarogue au polynome de Lagrange-
Hermite Q d9 degré zt-2 qui prend la-vareur i rär Ieì noeudõ *,.'î^-,,.¡ïr, Ia valeur 0,sur les noeuds xi+tsxi+2t,,,tfi¡t et doni t. a¿ií"éd
s'annule sur les points ßt, xz, . . , , x;
tervient dans la démonstration ãu

-stièri¡à' 
-çv"i e

est croissant I
donc positif.

f :: ::'), 10, i : 7, 2,...,rt - t.
¡-t t " lx¡)

, Pa.r sujte de (B), pour i - flt re premier membre de cette formure
esr egat â u.

13. Nous allons exarniner le problème de I'existence des intervalles
1¡ (po-ur l<i<z-1) dans quelquès cas parriculiers. 

- --
Nous avons Ie

Lenrnre 2. Si

E h'j (xù 10, i : 7,2 ,,..,lt - 7,
j'l

il^,,r*i:!t un ztoisinage du point {o sur lequel Ie polynome cl'interpolation
\'¿) conserae la monotonie de lct fonctio.n.

n tu propriété résulte immédiatement de la continuité des polynom -

\ h'¡, i : 7r2r..., n - I et de la condition (24).
j-1

Nous avons aussi le

Lemme 3. .Sf notts aaons

(25) h.i@)10, h,(¡o)>O



Il en résulte que la propriété v est vraie aussi lorsque n:4 et

les noåuds ,ont symêttiquement distribués ')'

16. En vertu de (7) nous avons

2*(xt-Ðl:9: I+ atG), i:t,2,..',n,, ', l, (xù

Mais, lorsque les noeuds sont normalement distribués par fapport

I un 
'i"î!iu;lì.it".-5), nout âvotrS-.,¿¡ (6) > 0, i : r' 2,' " 'r¿ 

donc les inê-

ä"üi¿---iÞg) sorìt, à 'iortiori, vérifiées,' Nous avons donc la propriété

suivante

VI ent disnibués pd'r..raþþort à un in.-

turaalle, rvlxl conserae (le signe et aussi)

Ia mono uoisi:nàge conaenable de chacune des

racines I'

Examinons aussi les inégalités (29) dans le cag oùr les noeuds sont
les rã.óñ;-du potynome de-Jacobi'dé degré z. Puisque - 1<f (1,

2-þ*q.*(a*fr)¡.{-(1 -B)(1 -rr)1-(1 *a)(1 *øù
l-xt l-xt

2+ ß-o-(ot þ)xt _ (1-o)(1 + r1) * (1 + d)(1 -*ù.l*xt Tlxt

On voit que si --1<a31, - l< ß<1, les inégalités (29) sont
vérifiées. Il est facile de voir que ces inégalités sont vérifiées'méme si

- 1< qSl, 1S ll=1. Il en résulte que nous avons la propriété sui-vantet 
, ont les de Jacobi d.e degré néffient 5!1, -lS1f!t, Ie
|Lf lxl ie de la fonc'tion dans
de chac olynome 

- 

l' .

$ 3. Sar quelques ct'uÛes problèmes .de conseraøtion de I'allure de Iø fonction' par interpolation

-f7. On peut chercher à étudier la conservation de la conve
brtuelle, c_'est-à-dire d'ordre 1) de la fonction par le polynome
polation (2).

r) Le problème si ra propriété v est ou non vraie en général rcste à ¡ésoud¡e,

81
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+ p+2)x¡-ß*a(a

LA CT) NSIìlì\/À1'IoN -sIGN]ì DU L.,t IONCTIONt)u

x?t

dans ce cas nous avons

2 i (xt- €)|:9ì :2 + (ør - 4)" l,(*r)
qui reste compris entre

BO 1'IßDRIU POPO\/ICìIU 16

il existe un aoisinage du poínt [_ sur leq.uel Ie þolynome d'interpolation
F[f x] conserve la monotonie de la fonction,

, 15..De I'analyse précédente il résulte que, pour n:2 et pour z:3,
Ia propriété suivante este vraie

V. t,-e polynome d'interpolatíon FtÍ)xl conse,üe la monotonie de Ia
fonction dans un aoisinage conuenable de chacune des racines de ta ctériaii
l' du polynome l.

D'ailleurs, si n:2, nous avons

h't - -h;:Ex o:!r:o 
-u

et le polynome d'interpolation Fl,Ílxl .änr.rve la monoronie de la fonc-
tion sur l'intervalle .I si et seulement si .I q f\, xzf.

Pour z : 3 la propriété V résulte du faif què., dans ce cas, la suite
(26) pour .xo: ! présente exactemenr une variatiõn-de signe, qúelle que
soit la valeur de h'r(€). On peut, d'ailleurs, démontrer pal un talcul äi-
rect que ni@ + hr-(t)<O, áans ce cas.

considérons encore Ie cas n : 4, les noeuds étant symétriquement
ans resrreindre la génêralité ãu pro-

;3kiJ'; f.;",i- i.i;'?i, ffi"" J:
trie de Ia distribution, on- ramène

if;"e;.t'.f* o:urtuìr, nous donne

hi -t tt:, : þ'--a')-(t-Ð[T (s, * 3a* t) xz-(3Qa+ 9sr* 11sz r 9s + 3)].
4e'(1 + s)'

Les racines du potynome /' sonr - l{P, 0 et +1
2

- l^, r.T
Pour nr: -Vu-J-l et pour f - o2tl- 2 nous avons

h', (Ê) 1- h;(€) : - Ct - SÌ' !eif5:-l! a o
32q3(1 f q)

et pour f :0 nous avons

h't(€) + h;(E): - 
3sa t epl* 11p2 * e-Lt!qo..z\=/ 

4p(l f p)g

Dans tous les cas les conditions du lemme 2 sont vérifiées pour
40-ç.
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ASUPRA CONSERVÄRIÍ, PRIN POLINOMUL DE INTERPOLARE
AL LUr L" FEJÉR, A SEMNULUI Sf A MONOTONTEI FUNCTIEI

Rezumat

Fie /: Í(x) o funcçie realã,

nserve semnul functriei pe nici un

lui 4, pe care monotonia este cons

. e;amineaz{ c¡reva alre probleme dea alurii funcliei pri! inrerpolriãlïol¡"órrrl'Èi¡l.rl nu poareeconcaviratea de ordinul I'ne nici-u;-ñì;;;"i.'þ;il";;íiï:
.it"#t 

G. Grünwald [Z].nu poare conserva monotonia pe

O COXPAHEHØø SHAKA II MOHOTOHHOCTI¿ OYHKI]øØnpH øHTEPilOilflr\r4r4 [o.rrØHoMo¡,r r. rn¡fn_ì
Kparxoe coÃep)r{aHr.re

HOT
y3Jr
nep
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(30) $ _l
,!, r , @ù>o'

Nous avons donc la propriété suivante :

Ylrr. Le oolynome d'interporation F[f ixf ne peut cotzseruer ra non-concaaité d'ordie í ¿i i"-iå,üií";-;;; aucan inrcraare (non nur).

nous. supposons que l,ensemble .8,resultats précédents.

G[l',x]:if@,)l . ,?) 
1'í-t L@ - *,) I' (*ùJ

qui est étroitement Iié au polynome (2) de Fejér.
røl 

.conserve (évidemment) Ie signe

r:l i i'ü "il:i";illiåi i t,": ",trï:
ïi'ïl"?i "åñ,0 3,ïl'il. 

"i."rtif;rx, Le porvnome d'interpolation G.[f.lx] ne I)eM conseruer Ia moro-Ioníe de Ia foncíion ,u, aucun interlrelle (non nul).

Cluj, Ie p0 noacnbrc lg6l




