HAFOARTELE INSTITUTULUI DE CALCUL

EVALUAREA ERORILOR DE CALCUL
IN INTERPOLAREA PRIN POLINOAME
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|. Utilizarea practicd a formulei de interpolare a lni Lagrangs
f[.fj#:‘.ﬂ-l:!'l,i‘-.p o Mg i 180 I:l:l

unde in membrul al doilea avem polinomuol lui Lagrange de gradul n care
1a valorile funepiei f{x) pa2 aodurile [distincte) de interpolare & § = 1, 2, .. ..
n 4 1), depinde in mare misurd de forma Sab care este pus acest palinom.
Acest locru este mal ci seami important atunci cind este vorba de eal-
citlu] efectiv al valorilor polinomalul pentru diferitele valorl ale variabiled
x. Alel ne ocupam nomai de cazal eind variabila z g funcgia f{z) stot reale.
In acest coz, pentra affarea valorii polinomului trebule efectuate un nu-
mir finit de operatii elementare de adunare, scidere, inmol$ire =i impirtire
asiipia unor nomere reale, deobicei fractii zecimale limitate, & fntrao ordine
determinati. Forma sob care se pune polinomul lni Lagrange este fn legi-
turd tocmai en aceasti ordine a operzfiilor, In ceea ce priveste opera-
Hile, ele se executd, pe baza unor procedee cunoscute, direct san cu
magina, si care in mod practic revin la determinarea succeaivd a cifre-
lor zecimale ale rexaltatulni fieerni ecalenl parfial, exact san  aproxi-
mativ, in parte.

Procedeul de ealeul intrebuintat comporti erorl inerente datoritd
faptului ci calenlele succesive se fac co aproximatie, de exemplu din canza
lwmitdrii la un amimit numfir de zecimale ale rezultatelor parfiale ob-
tinute. Aceste erori se reflectd asupra resultatulul final, determinind
0 cotectle care, in problema de interpolare consideratd, wva trebul
adBugatd la corechiile determinate de erorile de care sint afectate datele
problemed,
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Vom presapune intii ¢ nodurdle nu sint neapidrat echidistante si ne
voutl ocupa de calenlul membrulad al doiles al formules (1) pentru z — x
cu ajutorol formulei Ini Newton =

L%y xy 00, Tarr i %) = t (Bo— o —x) .. [-"‘n_-tl']ﬂjr*" (2]

unde coeficientil ¥, (i — 0,1, ..., #), s obfin din tabloul 1 al diferen-
telor divizate in care avem in peneral
.U':l T ﬂ”ﬂ = [.‘i’,', Fipfu- - iun Hy ki ﬂ- Hf =.|'rli _—_l'r':.-"-l':l- {3}

folosind notatiile ohisnuite pentrn diferentele divizate ale functiei
; 2 e nnetiel  fx).
Formarea tabloului 1 al diferentelor divizate se face caleulind sa:m{gi{-
coloanele ¢y sjutoril formalei de recurentd

. _ DA ot
e @ =n (4]

=13 ..oon4+1—y; i i SR

e vede c acest calenl necesitd Impirfiri {en diferenpe de noduri)
din care cauzd, I general, diferentele divizate 1 se pot calenls, de exemphy,
sub torma practich de fractii zecimale limitate, decit en o snumith aproxi-

magie, chiar dacii nodurife si valorle functiei pe aceste nodnt sint date
eub aceastid formi.
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*} Peotru 4 — 0 termenal eorvipuneitor al

#¢ mplich g formmlelor (6], (22, 4 sntief se rodoce In B 0 coaventie analoags
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Dac insd clementele tablonlui 1 s caleuleszd aproximativ, erorile comise
s¢ transpun asupra polinomului de interpolare,

Fe de pltd parte, inmulfirile care intérvin in caleulul valori polino-
mului de interpolare se fac de asemenea ou eroni, Tn cele ce urmenzd ue
propunem S8 examinim pe rind efectul acestor doud felur de ErI0rl, care
s¢ suprapun. Pentru simpliticare vom presupune c& nodurile si punctul =,
nnde se interpoleazd, nu sint afectate de erori.

2. Ne orupdm in primul rind de efectnl erorilor ce apar la calcalul
diferanfelor divizate, presopunind oi inwelivile indicate I formula 2
sz fuc exact.

Coloancle tabloului 1 se calenleazd succesiv cu anumite aproximatii.
Fie fi, (i = 1,2, ..,,% 4+ 1), nigte valori aproximative ale valorilor
funcfiei pe nodur, o, {i = 1,2, ..., n + 1), cotectiile respective, deci
fr= 4o, (F=1,2,...,8+1). Fie apel, in pemeral, ﬁ{:ﬁ!”],
= 1,2 L. n 41T —4), valorile aproximative ale’ elementelor colbeared
J, calculate ¢u ajutornl elementelor deja caleulate ale coloaned j— 15

gl =12 W — i1, coreciiile respective, Vem aven atunc
i g |l e
— 2 (F = ()
(e 1,8 oo 1—y, Je=1 8 ..., n)

Tabloul 1 al diferentelor divizate se inlocudeste atunei eu tablonl 2
al valorilor aproximative calculate ale diferentelor divizate.
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O waloare aproximativi L a expresiei (2) se obfine atunci cu ajutorul
tabloulul 2 eo formila 2

L=3 (—mblss —=) - (m — =)D (6)
& vom avea
L':j'-:ll Fai -op Tudg ,.Ir.l-:"-l:l:I = + A {7

b fiind eorectia respectivi.

In vederea delimitfirii cotectie]l A se introdue funciionalele liniare
D[], definite astfel (& < u) :

=1k T et 7
D:J[ﬂ= 1 I_IF.I E. [Jr] : . |:3}

A gop iy = Wy

pettin y=1.2, ..., 0=k 1 =12 . o+ 1 —k—5s

D[] = (9)
pentru ¢ =1, 2, ..., 4+ 1 — & In lucrarea [1] se stabileste formula
D 1=D1* o ] e, (10

care s mai scric simbolic

ﬂl + B i= ﬂﬂ, P+lﬂ|=.ll

Notatia folositi se bazeazd pe observatia ci orice sir de » 4= | numere
Fi: Par -« -y Pays Poate 0 considerst ca fiind format de walorile g; = g{2,),
]

= 1,2, ..., % | ale anel funelii p{ ), definite pe odiirile o, Xy, -0 Eada-

Jinind seama de formula (10) s-a obfinut fn lucraren citati wrmi-
toarea expresie pentru corcctia A :

A= 33 ot —a) o (e —m) [SorrEl] oy

g

Penten a delimita corectin % avem nevole de o delimitare convenabild
pentru [ *[f],
 Aterenta divizatE DV = [#, %, .00, 54sq7 f] 82 delimiteazd usor
pinind seamn de formula bineconoscutf

n41 Ir'
[®i = ..__:;:;;_ﬂ; e
1 e §

J"{:l] g
unde i) = {2 = x){x — x) ... (¥ — %,,,). Avem
|'D;|‘|'€'!|"I|:""]l 'rnl rEi=gy i--l-j]' MI
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BL 3

fa |I:‘"[j'|f|

Nl:-:f], -':gl-llr'tn-l-'ll= {ﬂ-l

gl M= max Lifs]l.

[T T
O delimitare analoagh a lni Df~"*[{] s poate scrie
07752 (1)) & Nl 2y oo on Buga) M, (13)
unde, de altfel, M 2¢ poate inlocui cu miax ().

D P PRSER T Ry P
In formula (13) avem

H—A,
Nz, 5g ooy Bagg) = Isﬁ : ¥ ikl | P
i
[ R B

gl dect
Ni(%y, % ooy Sapd = DI ],

e condifia s alegem toste numerele f,i=1,2, ..., n 4+ 1 — &, egale
ciw 1 gam —1, in mod eonvenabil,

Avem

Nolw, &g ovos Faga) = N2y, 85 000y Fagil)

membral al deilea fiind dat de (12). Pentrn & >, expresia lui
Nz, % ..., %oy} oste insd mai complicatd.

In formarea tui D) **[/] intervin efectiv numai nodurile x; pentra
i=1,2 ....8=Fk F+2 &+3 .. .54l Dock deci Sk n—1,
vor interveni toate nodurile. Dacdl insg 2% >n — 1 nu vor interveni decit
primele # — k si ultimele » — & dintre nodurile %, %5, .00 ¥egr- Dedncem
de aici urmiltoarea formula :

Nl ®a o oii Bugal = Nacaal®i Xa 0 0r Bnabe Zntar Bhias -0 Sniy) (14)

daci 2k ==# — 1. Este suficient =8 presupunem k=2 », deoarece avem
evident

Nulz, 2o o oo) Zapg) =1 (15)
In cazul particular
A oy o ey (1)
st pratd ol are loc formula
Nl Sgiivs Sigha) = Nyi#y. £, - -ﬂ::i] + fl'_,,(:.. | UL R o
ETEE

15 — Siwdll 4l cercebirl dn meiematiel |Cluf], snea8isl<106
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Formulele (14), (15), (17) determing complet pe Nyfx, & ..., x) o avem

rﬂ{JU]I‘ -ﬂ_- J"lr.t.ﬂ-'i. .I:!H_I, M LT #l'-l-j+i} M..
onde M = IOAX (1)
+7

Lt P o PR

In particalar, dacd toste coree iile e
: i il
cel mult egale co £, pe baza formulei {IE‘] nwt:iiu' 3. “lonse sharluy

LM L 16 I8 ¢ ST,
§i putem scrie

|3 | Fix)e, (18
mele

Vix) — 5‘1 (x—m)x—m) ... (2 —x)| x

xlrz':w,,_,fgj. oy 't"'I‘T-:I]' (19)

==l

Cind valorile functici sint exacte. d -
ge poate lua chiar b acte, deciclnd ¢/ =0,{=1,2, ...,n+ 1

¥iz =§E [ 2 — )iz —ax) ... (x—=x)| x

=1
}-1[ W ole, & .....x .
E ATy i) (20)
3. e vom ocupa in continunare de ef i
[ e Rl ectul erorilor ce provin de Ia
l’:'mﬂfllﬂ]‘-"t;r'dj'fﬂfe in formula (2), presuponind c& diI:rerEjele divizate
i care inlervin in aceasti formuli sint calemlate exsct ¥ i
Eint necesp 1 7 id i . Feotro accesta
polare (1}. re amumite consideralii teoretice asupra formolel de  inter-
La orice permutare

Ergr T cop T (21}
& nodurilor
X Ty ey Fy (22)

va corespunde o formuli de interpolare de forma
fz) = Eu:{t — X (X — ) ... (*#—x) x

t [x"l' 'f"'l' L =:'J+|: ﬂ + R[.‘l’], ':23}

7 WAPGARTELR TMSTITUTULL DR eALEL, gaT

Bineinteles cd restul R{x} no depinde de permutarea consideratd
gl se poate scrie

Rix) = Nz} [x 2y, %, ..., Zo05 f], {24)
unde
Ha) = (¢ — B)(E— %) - (2 — ) (25)

Ctilizarea practicd a formolei de i]gterpnlare (23} va depinde de rapi-
ditatea i exactitatea caleulului cocficientilor

[ongs By oo By VS 8 =000 Lo, )

ai acestel formule.

Acesti coeficienti se vor gdsi pe latura supericatd (descendentd) a
tabloului de diferente divizate corespunziitor nodurler luate fm ordinea
21}, Tnsi, pentrn formarea acestui tablom, va fl avantajes ca nodurile
fﬂl{ gd fie agerate in ordines crescatoare a valorilor lor oomerice, cHcl
atunci toate fmpirgirile e s fac cu diferenfe de sodur in vederea formim
tabloului, se fac cuo numere pozitive. To felul acesta sint eliminate erorile
care ar putea proveni din ncatemtie la semnele diferenfelor de noduri.

Pentru simplificarea notatiilor, s& presupanem ci noedurile, pe care
Ie considerim distincts, =2int loate In ordibea cresciioare, deci cd

.1:;'-7.-.1'-*"‘-':... "':_--'f._p

Atvnei, pe baza observatici precedente, fablonl 1 este cel mai avan-
1_.;1:]1_1:'. dintre toate cele [r: + I:|[ taplouri H1JLIIﬂ:IgE‘ nhT.'i.tIHt-E pEI]n'l.Lﬁlld
i toate modarile cele w4 1 fdodurd,

Dbservitm ¢ oo numal formola (2) se bucord de proprietatea ci tof
cocficientii &5 sint copringt in tablowl 1. 5& gisim atunci teate formulele
(23) eare au toti coelicientli lor in tableul 2. Vom zice cd aceste formule
aparfin tabloului 1, Peutru aceasta este necesar s soficient ca penbri orice
s =0, 1, ..., m punctele £, , %, ..., &, , 58 fie 4 4+ 1 ponete eofsecutive

{lnste intr-o anumitd ordine) ale giraluil (22), deci ca permutarea
b T TRCE R 1 (7 )
@ nivmerelor 1,2, ..., % < 1 s se bucore de proprietatea cf orice seciiune
Y ¥ s e Vi P00

a sirulol (27) i fle formatd din £ 4 1 oomere naturale consecutive, luate
fnti-o ammdbd ordine,

Diacl convenim a spune despire o astfel de permutore (27) ci este o
permutare consecativd permutdrii inifiale 1,2, ..., %+ 1, vedem ci:

condifia necesard §1 suficientd penire ca formala de iwlerpolare [23)
sd aparfing lablowlu | esle ca permmciarda (27) & fie 0 permuiare conscoulivg
permuideil fnifiale 1,2, .., w» | 1 [permuotfri co care s-a format tabloul 1]

Sd nomim elemzends mecine nnol element sl tabloulud 1, acel termend
ai tabloului, care se gisese in coloana imediat precedentd gi in coloana
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imediat urmitoare, sitoate imediat deasupra =i imediat dedesubtol ele-

mentulul considerat. Elementele vecine elementuloi £ #1
siant, atunci figurate in schema e L T
[% Mpss wner- Hipgs i L% 3, e oy Sgaeg s ]

£ TG ST L |
. A %
[Fie Fapm -0 Ty [l B Mo i Bigdeg 3 11

Coeficientii (26) ai formalelor {23| care apartin tabloolui 1 slnt stand
caracterizajl de proprictatea i doi coeficienti consecutivi sarecars sint
clemente vecine fn tabioul 1.

_E"Tumﬁm! formulelor de imterpolare (23] aparfivind tabloului 1 se
poate ugor determina. O formalz (Z3) se obtine alegind coeficienfd, cite
unul din fiecare coloand, doi coeficienti consecutivi fiind vecini, Numirul
:‘i:i:l E].ﬂ::tﬂd:r :'1_:-11111'1!_1: e.*itl."u]d-f_'::l cgal co numdrnl drumurilor ce e pot de-
; Plecind din prima coloand pinfk Tn nltima, tree 1 pri -
mente secine. P SR S e 2l

58 presupunem cil (4 4 1)} se divide cu 2* 5i fic atunci (s

L1l - + T =&
se poate pune insd intrebarea dacd no pot fi pisite p tablouri de ::iiEer-e.—nf-:
divizate, obfinute prin permutin convenahile ale nodurilor (1), astfel
ca ele s& confind toate cele (w + 1)) formale (5). In acest caz ar trebui
ta fiecare din cele (# 4 1} formuole (5) s& aparfind unois si nomai woud
s ngur tablon dintre cele § tablouri considerate. In lucraren [2] se aratd
€a ﬂ;foai.f Sword este impositil, ajard de condd bamal m = 1.

in lucrarea (Z] se mal aretd ci nomdndl formulelor (23
; : L 1 arat: _ AT
pﬂi_n-:.'] tabloilal nr. 1 In care primele f nodurd siot x, %4, ..., :L,i in{r-n
ording carecare, este egal cu 210770

Co a:_:lee-:'w consideratii introductive ne propunem =i determinim per-
;Jj‘lkll.fﬂ[? l_%l:fll-'l Flfdl1rllur. gstfel ca efectul erorilor ce provin din fnmul-

rile {&] =& {1e cel mal mic, stunei cind aceste Mnsultisi il
e ol multisi s¢ fac ca deobicei

aal D + D + o o DT e DY) L,

unde s-a motat @, = 5, — %, §=0,1,,.., % Aceasta revine la d
minarea petsitarii (21) ::Lstin:!l ca sirul evine la deter

lr—sy |, =%l .o E— ] (28)

si fie nedescrescitor.

Mtipﬂlﬂm&;]':ﬂﬁc?:ﬂtifﬂﬁh‘u permutares (2] nu este neapirat determi-

s o e T s
Proprictates aceasta subzistd indiferent de faptul cii x coincide san

oo o un pod,

pro )
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Daei permutarea {21} se bucurd de proprietaten of este pesibil de
a giel un &, astlel ca sirnl [28) e fe nedegcrescitor, vom gioe o aceasts
permutare sat formula (23) eorespunzitoare sapificd proprictatea de minimin
Formulele de interpolare [23), pentrn care girnl (28] devine 1€ des-
ereselitor pentry un x convenabil, aparfin deci toste tabloulsi 1 format

en nodurile luate in ordinea crescitoare.
Mu toate ccle 2* formule (23) aparfinind teblowlsi 1 verificd proprie-

fatea de minimim studiata. ; ‘
S0 arotd tn werarea [2] cd cel putin 2r diotre aceste formule venfich

proprictatea de minitmum.

Tantru n =1, 2 cele 2, respectiv 4 formule aparinind tablonlul |
verificd proprietatea de minimum.

Dack =3 8 % + ¥ == % + %, 7 diotre cele 8 formule @parficind
tablowlod 1 verifick prepricttea de minmimum, inr dach % + %= %+ 5.
toate cele 8 formule verifich proprictatea de minimum,

In cazul » = 4, dintre cele 16 formule (23] aparfinind tablonlnl I,
cel putin 11 § cel mult 14 verific proprietatea de minimom, a

Ar f interesant de vazut, pentru n oarecare, core este mumirel minim
[z 2n) i care cste numiirul maxim (- 2" dacd # >3] de pérmutirl corse-
cutive permutisii inifiale, eare pot verifica preprietates de mintmium,
Pentrn o econfigurafie dati de nodurl, nmndmul formulelor care veri-
ficd proprietatea de minimom se poate determing ugor, Pentru determinarea
acestul trumir mu este nevole sl examinim monotenia girnlni (28} pentru
toate valorile i %, ci, din motive de continuitate, mumal acele valori ale
lui x pentrn care sirul [28) este nedescrescitor fira a fi crescitor. Aceasta

revine I a examing valodle (in oumir finit) ale loi = peotes care avem
Iy —a,| = |2 — %] 75},

egalitate care nn poate avea loc declt dacd

r'_ 4 x,

Z

=

Este destl deci 53 examinim numal punctele ¥ care colnedd co mij-

loacele segmentelor determinate de doull noduri.
Tn particular, dach noduzile (22) sint echidistante, punctele x care

fntesvin sint nodurile insisi precum 51 mijloacele segmentelor determinate
de eite dood sodord confecutive.

O entmerare detaliati, pe care nu o mai reproducem, ne conduce 18
rezaltatul ci daci nodurile sint echidistonte, numirul formulelor r23)
apartinind tabloului 1, care verificd proprictatea de minim, este egal cu

[3] . o]

.2 4 2.3

unde [2] este intregul euprins in =.

Pentro aplicarea formnlei de interpolare,

in punctul = se va alege
acea formuld (23) care verificdl proprietatea ci sl [28) este nede

SCTesCHLOr .
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54 presupunem, in particular, i modurile sint simetri 2
punct al axei reale. Acest punct poate ff originea 0, '.'l'1-nel:-lelititn:E:.-Jllft|:E:EI|:::':i 5&2 dl':l;
tingetn dond cazurd, dupd cum nodorle sint i oomdc impar sau par. Daci
presupunem od se interpoleazi in vecindtatea originii, trebule de asemenea
?ji %s-tmgem doud caznrd dupd cum punctul x este la stinga san la dreapta

Caznl I, Numdr imbar de woduri. W . .
s¢ pot scrie atunci (u =ﬁ2k] e odurile in ordine crescatoare

_'!.!..‘—ﬂ,l,_l ..... —ﬁ_.ﬂ.ﬂ,_.-!!.....i“

lar permutirile cate verificA proprietates de minimuom o
toarelor permotind ale nodurilor ¢ corespund urmi-

0, =& &, —b bvooy =25 4,

‘I]_ i':, _tl' ra, _t:- g 'rll _!ﬁ'

dupd cum x este fa stinga sau la dreapta lni O,
Dacd x este suficient de aproape de oripgi - i
te. e Igine, acestes sint de altfel sin.
gurele permutin care verificd proprietates de minimum, w1 e
Formulele de interpolate corespunzitoare sint peneralizisi
; eraliziiri o te
a.]e nor f-:-_rmtﬂt ale _lu.: Euler, Ta caré se redue v:ing.:‘lE nodurile Ei*n?ﬁlai‘
;ii%sr:aum Fm:!?_ﬂ mg{]m alritn&eti::ﬁ g acestor formule, se dedivice o FEnEra-
Fre cunogeuta a formulel de interpolare a lui Stirli inntil si seri
gty ompred ety po il Stirling {inutil si scriem

Carwl If, Numdr par de moduri, Nodurile in ordi _
pot serie atunei (m — 2k — 1) & 1 tie crescitoars se

_lh 1_|:I‘_'lr e '—£|.t1. !'L. '---£j|

iar permutiirile care verifici proprietatea de minimum ;
toarelor permatird ale nodarilor corespund orméd

_'r'l' f], — &, "a- - - —fi.n 1.}.
l‘|r _\l‘j, lgi, —‘:._, ---|'EI:. —EM

dupd cum x este la stinga sau la dreapta Iui 0, Acest i
dealtfel singurele care wverifica pmpﬁet.!?.te.n. de minim:mpizﬂﬁg SEI:!:
suficient de aproape de otigine.

Formulele de interpolare corespunzitoare sint ralizdri
ale altor formule ale Iuip?lulﬂ, la :Elm dealtfel ze reﬁda&ﬁgﬁﬁﬁaﬂ?ﬁ
l.‘ll:]:lllil.ﬂ.i-l.:r!EE. Ficind media aritmetici o acestor doudi formule abiinem
@ generalizare cumoscuti a formulei de interpolare a lui Ech:ull{Inuti] 5@
mai scriem explicdt aceste formule).

P:-:lrﬂgtiltgu. de miniimum pe care am gtabilit-o constituie o jostifi-
care 4 atilizarn acestor formule, in cazul ofnd se interpoleazd tn mi
tablonlui diferentelor divizate. : Gl
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4. Me ocupim in continuare cu cazul particolar important 2l modu-
rilor echidistante, studiat in lucrarea [3]. Atunei printr-o transformare
simpld, problema de interpolare se pune sob forma egalitifii aproxi-

tmakive,

S RIS TERT TN,
fla - ahy w5 AN A3 f(a), (29)
ande cosficienfii A} f{#) 3¢ calculeazli cu ajotornl tabloului de diferenge
ale valorilor fla 4+ k), vw=10,1, ..., », ale fonctied f{z) pe nodori
Calenlul valorii polinomuloi

L{%) = "E ol CEC ol 5 L R0 (307

oy vl

pestru o valoare datdh a lui x, se face pe baza schemei

Yogr m AT LR Y V=01, L.k [y =0). (31)

w— w1

Atunel
:'IHFL . Ll::t:]. [35}

Intr-o astfol de schemi de calenl insd, in mod practic, fiecare nmmir
ot 52 calenleazd aprozimativ, felosind valorile aproximative deja obfinute
ale numerelor precedents ¥, ... ¥, ¥ Dacd notdm o §, valoatea
apmx:i.uuti'l.ri petfel calculatd a Iul %, 31 cu o, corechin respectivi, sticce-
siunea de caleule s& va face, in loc de (4), pe baza schemei

Foor Fogr =87 fl)) +I20105, v=01 0 (=0 83
Avemn atunei
L‘-'l:] “37"4._1_ + [ % {34.:'
unde corecfia ¢ este datd de formula
- = :’I..r—l}h..[:r—*r-l‘-lj
¢ g - e 1 - {36)

Daci ercarea absolutd maximi in caleulul valorlor aproxzimative
ale nomerelor ¥, este = e, deci dacl

o | &£ & v 1, 8 WL (38)

AVEIL
|e| 5 & Ky[x), (37)

e
=Pt )

Ll




232 MAPDARTELE [MSTITUTULDL DE CALEUL 12

Formala de interpolare (25} este avantajoasi fn special eipd x este
aproape de {1, Aceasti afirmatic este justificati, de ex., de cercetinle
noastie anterioare asupra utilizdrii practice a formulelor de interpolare [2].

Este decd suficient si studiem aici cazul cind 0 < » = 1, Avem atunci

S Bt L S € (0, 1) (35

5l s vede ci K, {x} este crescitor fn intervalnl (3 1). Rezultd ca
1= F,{0) < K,(x) < K1) =2, ze {01) {40)

deci
|e} < 3, {41)
Un tablow al valorilor i K{x) poate fi utilizat in practici peatry
abtinerea nnei delimitdri mai bune.

Dém mai jos tabloul wvalorlor lui Ky{s) pentin x =v - 104,
F=]-E,--. E. ai‘ ﬁ‘-E.E.".IHE.'E-

Tablonl 3

—

e g 3 ‘ 5 i
i1 145 1735 IO 1630 21037525 2934412025
A Lt 388 G4 3871565 4075648
0,4 405 dfid b OO46625  BA4IRITH RIVY G125
0.4 L2 &4 L2 GLEALASR H7EG152
0.h [ ] TEGRGRT  FRIMOE26 THAT4002n
i, 72 il B 232448 B492035
7 Bikh b i BTGOREN BOO9HTS WGI0d G125
(IR 8 i 1k WG DG B4 ATIRS
ih i L il DF01686 b LR 9203262

In acest tablow valorile sint calculate exact si figureazs decit par-
tea lor zecimali. Partea intreagh este evidert | peste tot, Pentru o valoare
8 Jui x care nu figureazi in tabloa, se delimiteas superior K (z} prin va-
loasen sa pentri valoarea imediat superionrd a tui ¥ care Heureazd in tablou.
Este clar c& pentru 09 <7 < 1 nu putem ‘obtine pe aceestd cale o deli-
mitare mai bund decit (41). Tn practicd este suficient e lnim nizte valori
aproximative convenahile ale valerilor care figureazd in tablon.

Formula (37) d& pestrun ¢ delimitaren

— i, (x) < ¢ o aK (x) (42)

inferioard i supericard, Cind patura caleolului indicd anumite conditi
suplimentare verificate de corectile ¢, o analiz® mai aminuntiti permite
i precizim aceste delimitid,
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pres i i 0 < %« 1 si, ceen ce 5e In-
& presnpunem ci intem in cazul in care 0 < :
ﬁmp]sﬂ cles i‘nppruc-t;'ca, ¢ numerele g, sint pozitive. Aceacta wa avea loc

aproape totdesuns cind Apfial, v=10,1, . ., ¢ sint numere pozitive.
Pentru a cakoula prodosul
fouty, (48]

H—w4 1

ee calenleazd totdenuna intli o vidoare aproximativi, de exempla prin
Tipsil, a valordi sale absolute, care in cazul nostri este

|E=mt o (44)
W o— ]

Acest caz are loe de exemplu dacht se calenlenzd numerele (44) cu wn nu-

are de zecimale exacte. - :

m [ﬁc?prﬁupnurm ¢d o = 0, veeq ce practic este aceeptabil, Elm:::;ie

resnpunem aici 3 valorle functiei pe nodori nu sint ufen:taan e I ‘].
f’\tdem cd in conditiile de mal sus corechiile oy, eg, 020 Fs gint = O {513

inr 40 20 (5 2}

Vo avea atunci

— s[Kfw) — Eof2)] <& < eiylal. (45)
unde
A=l
Kyfh) = 3 e vt ) -

= (dv]

: i -1
Pentru delimitarea lui K;{x) observim i petrun = 2 avem Kylx} ,
iar pemtrn w =2 putetn serne

K lx) = 1 - 5Ky}, {47)

nnede
" g

= T £ B — W .1_2'1—[--.:} 4&
K= gy Aot (8)

intervalul (0, 1) §i vom putes
esaktoare 1a "'temi;ru defimitaren lni K,

F in K,(x) este descr re
utili:zauﬂit tnb!:ﬂ:: da valor ale functiel Ky(x] pen

' el (47} i '

o %l;::Li.‘imELniE;rmmuu llt:nblllnu al wvalorilor Jur Kei#), pentrn valerile E,,
v==01, ....m—1 {m =1), ale varabilel, unde

ﬂ:E}{EI{||-{E_H|-'{I| En=l.- t‘ig:l

si dacd ¥ nu figureazd In acest tablow, formula (47) me d3 -:lelmuta;?.a

Kyf®) < 1 + i (L) (50

presopunind ¢ § < & << R
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Trebuie si observim o din (1F) gi din faptul ci Ki(x) — Ky{2) =0

rezultd ef
-Hll:""J = E. {5[}

aza ol pentro E < x < £, delimitarea | nu
: - ‘. ; ne va da imi
;:.“eftriuﬁ t:;ilirtﬂ{]i:hmltm_‘:a EI:mn_a-:il_mt::i {EI]FEEELE'[: dacd xF(aIE?gt:Imﬁg
: 2 Out construit sa dea o delimitare mai bung dacit (5] Ip:n:l:
orice ) <2 x <= |, este necesar si suficient ¢a =i avem 1) =

Einfa(E) = 1, el Bt oY (52)
In particular, prima condifie {32) s= merie

sl
DY 5= (43)

e

care, din cauza divergentei seriel armoni il
: NOOIee, nm st
destul de mare, Dapd deci numersls E. w=10,1, .?-vf:t{'?tﬁahp;.ntéutn
chn&:::t:;;: :idﬁt“lﬁ de {.?Inn_-. T:::l:‘;iil& {52) nu sint toate verificate Amstea %
. e Insa veriticate daed, de exemply, E, sine 1
intervalal {0, 1} in 10 pieti e i i nelh Fesbin wosle il
; ul {0, gale si dacd m 2 8. Pent i
lui E, si » avem wrmitornl tablou de valord ale funn:r]E-:I z}i::ﬁf —_—

Tablow! 4
_X\_\ ! 45 5,1 7.8

{0 5 75 916
0.1 45 636625 TERM5195
02 4 568 670144
3 35 JA38TS 581 477875
0.4 3 4 451408
0.5 25 3U8125 369140825
g.? f_ ﬁ'ﬁ 283¢mey

: f 37 H0B0533TS
0.8 1 123 131856
049 05 050625  O0B3T02Z7918

In acest tablow valorile sint
_ ealeulate exact 51 nn fiznreasd dacit

Erfffﬂ?“f;jiﬂﬁ? [Lr:tre:a[gji{js;e preste tot egali en D%-ul':‘tnlru Téeﬁlﬁﬁi:
jutor mulel (47) pentra o valoare g lui i 5
e i et e | . B lml ¥ ecare ny fporeaxs

n tablon, s | area lui K, (x), pentru val lui & imedi
Inferioard si care figureazd in t Re verifich il

. ablou. Se wverifici ca difii i
satisficnte in aceste cazuri. Tn istagales L S ot

i L o zurl. In practicd, se pot lun binelnteles si aict i
valori aproximative prin adaos, convenahbile, ale unl-::-rilrff EI:?IIE“ Tﬁ]ﬁicﬂﬂt
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Pentru s = 3, 4, In multe cazurl se poate obfine destul de ngor di-
rect, delimitarea lui Kz} cu ajutorul formule

Fentruo delimitarcs pumarolot &) — Kfz) observitm ol el este

epal en x pentru w =2, 3, far peptru % >3 se poate sorie

Kix) — Ky{z) = K (%), (55)
unde .
2]
Kz} = A—mE—a)... (B —u) 5
{;J ; {2 4 1) | k6]

este o foncfie descrescitoare In imtervalul (), 1). Se pot face observatii
analoage on cele de mai sus, relativ la utilizarea unni tablon al salorilor
lui HK,(x) pentrn delimitarea lui Ki(x) — K(*) prin formula (58). Din
formula (40) =i din K(x) =1 rezulti

Ky(x) — Byl#) <1, x€ (01 (57}
gi conditiile pentrn ca tabloul s& dea o delimitare mai hund decit [57)
pentrn £ <o % o< Eiyy oiot ca xBGE) < 1. Aici £ sint numerele  (49).
Dacl £ = s — 1, aceasti condifie co sipuranfd no este verificatd pentiu
orice x, decarcce K (E, ;) = 1. In cozul acesta nu poate fi deci vorba
decit ca tablonl $i dea o delimitare mai bond decit {57) pentrn orice

: . Conditiile nefesare si suficicnte
LA S,

O< sS85 otdee Byl s
pentru ca =i fie astfel se scrin
Erp G LED) =1, f= 1, ..., m—58 (58)

In tabloul 5 diam valorile lui Ky(x} pentru valorile lui ¥ care impart
intervalal {0,1) in 10 pirki egale 51 pentrn 4 £ n £ B,

Taldeul 5
x”‘“‘m,_ i i B,7 R
i T
0,0 3 53 BIGTE04
.1 Z8/5 A4F1ETS 5571044525
[ 8 24 JR2Z58 4675156

g 1983 20740083 36059174563

0

0.4 146 Z3484 ZEOE0G4
0,5 | 125 1796875 2119140625
06 | 095 13413 15295573

0,7 0as  OR9GATS  1080S255535T1428
08 4 03408 0614016
) 0lEF 02430083 02727179583
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I'n acest tablon Fgureaza pirtile zecimale exacte zle vilorilor Furet,
Kix]. Partea intreagh este peste tot egald cu 1, Delimitarea lui K [I?lfi
= [Fy(2) on ajutorul Ioi [55), atilizind acest tablos. se face In :u:ﬂ:lai:i fel
cui s-a procedal la delimitares fui K.(x) oo ajutornl tablovlsi 2,

Condifiile (58) sint indeplinite in aceste cazusl, in felal ardtat mat T
tablonl 3 dd o delimitare mal bund decit (57) pentm

0<x<O0581986.., (n =45, |
< 7 -<0976275 .., {n =67, (59
b0 x = 0973452 ... (m =88]
respecty,

a. Rezsltatele precedente se pot extinde In ca interpolirl pri
polinoame de daug variahile ,{4%‘_ R
. Bl congidesAm (m -+ 1)(s + 1) puncte (7,9), i=1,2, .. w41
=110 oo ®+ 1, in plan, formind o tefea deeptunghiulars de nedi,
Pentrn  fixarea uctatiilor wom pesupone o i L e e
o <0< oo Yigao Permutarea Ple, #, ..o 00, S T :a..,fll--l-!:lI
retelei de bodurd este definitd de o permutare f,r, ..., #oy, & indicilor
1,2,...,m 4 1, de o pormuotare 5, &, ..., &, 1 @ indicilor 1, 2, ..., 8 41
§i de renumerotarea coordonatelor nodurilor refelei, astfel ea s avem
==, b= 2, T, =Y =10 ....n 41,

Si introducem notatiile

il A= [H;' et "r:*‘;f] 60
¥ai Yakar oo Pyl i
pentra  diferentele divizate pe punctele [, o) o1, . i
Ba=1), 1, J- relative la gmcj_in fix, ¥. TN = i
Dnd. = (diferenta divizati san diferengels divizate).
B el v=k, e ey p=1,8 ..., 04+1—=j,
=01, L e =01 0. (61}

constituie tablonl d.d, corespunzitor permutdsii
a retelel de noduori

Eitye, Bavean Fastpi e g ooy Saqa)
Sistemnl de (m 4 1) 4= 1) d.d.
=01 comif=01,, ..., {62

formeszd un sistem inlintuit de d.d.
Dachk fiecare termen al unui sistem fnlinfuit de d.d. a ime woui
i . RE L8 - wCie 1l
aceluiagi tablou de d.d, vom 2ice cf sistemul Inlintuit mmidfr::t;uparﬁne
;;’#"—‘sgh] éﬂiﬂ'}'“ de {:di Iq particular, sistemul Inlinfuit (£2) sparfine ta-
oulyl 2, Bineinteles Insd sistemnl fnldntuit (62 apartine i it
sl a]Itur tablouri de d.d ’ e Y
n  particular, tabloul 2, corespungitor ermutirm  iniHale
BNLE, v m= 12 e Ty g refelel e nndl:ui, sC va nT-um{
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tabloul mormal de dd. i orice sistem inlinfuit de dd. aparfinind
aceatul toblow 88 va nomi un sistem inlinfmt normal de did., fr epeel

permutirii inifiale avem

R R

Miar Fiitar =« o0 Murd
pentrn toate valorile posibile ale luf 4, §, v p.

Permutarii Plry, fg, .o, Pubqd Sie Sz - 00 fogy) 8 refeled de nodur,
ii corespunde paﬁnnmu?l de interpolare de dowd variabile, care sab forma

#a generald este [2)
Lizy =

=3 Tl — = 2 (22 = iy =) (=) BRI
vl y=I [‘Eﬂ}

ande O = #; < #, £ =0, 1, ..., #, iaf pentru § = 0 respectiv § =0 pio-
dusul {2 — x5 )r— %) ... (¥ — &) respectiv [3 <yl =) . 0¥ — %)

este Inlocuit cu 1.

Pe un punct de interpolare dat {x, ¥), detérminarea unei valori aproxi-
mative penten f(x, ¥) en ajotornl polinemului (63} necesitd calewlul va-
lorfi numarice a acestui polinoem. Acest calenl se face prin  executarea,
exacl san aproximativ, a onei anumite succesiuni de operafi elementare
adunid, scaderi, fnmulfiri 5i impirfir. Deoarece operatiile se execufd in
general aproximatiy, va rezults o econre de calenl care depinde de preci-
zia i care s-an execotat calculele precum gi, bincingeles, de ordinea efec-
tufirii acestor calcule, adici de programul pe baza cliria ele an fost exe
catate. o vom lua in considerare erorile de gare sint eventual alectate
datele problemsi, deci coordonatele noduriler gi valorilor fusctiel fiz. ¥)

pe aceste nodori

Penrlrn @ caleula valoares numerich a polinomului (63), poate fi wtild
¢i o modificare a expresief tui, punind

— Ey. X ¥— V¥
ﬂp' }I:-:lr }r . JI
ki &

Ag=1, A;m

unde & = 1), & By ooy B Gal= 1), &, &5 oo Iy sint nigte nomere date,
diferite de 0. Avem atunc

Liz 3} = i E XeKy oo XY, . Y By

=0 =
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care s¢ calculeazd, deobicel efectuind suma
™
2o Lok .0 Ay, (4]
i=0
in prealabil fiind caleulate sumele
|
."h=§1‘r.;,?l...F;.E.IJ.1=|:|'.1.....H~. iﬁﬁ‘:'

Fiscare dintre sumele (64), (65) este de forma

%G Fo®Ci oo F B n e Colur {66)

54 presupunem ol adunfirle gl sciderile nu comporti eror fele se
efectuenzi exact, sau, in orice caz, cu nigte erori care g neglijeazd). Atnnci
dach caleulfim suma (686) pe baza schemed

elCa + &€y + ... 4 EayfCany +EaCa) .20 )] (67
agi cum se procedeazdl de obicei, eroarea provine numai din efectuarea
celor e + 1 Inmulfin succesive e 6y, f4.q, ..., 6 Tespectiv, Tiste tgor de

viizot off dacli aceste Inmulfir se efectueazd on o eroare absolutd cal mialt
egald ¢u &, rezultatul aproximativ obfinut va aven o eroare absoluts
mii mick decit

efl -[—E:';]::ﬂr.. coe B]) = = dacl g =),
pryer 4

In cazurile pe care le vom considera efectiv, inmulfirea prin ¢, nu comporti
Erorl [:.rnm avea totdeanna ¢, = 1). In acest caz eroaren ahsolutd a resyl-
Eatului este mai mnicd decit

a—I
£ ¥ | g Ggeangg]| (=0, dacl e =0
=
33 splcim aceasti schemi de calenl sumclor s B5
este de [orma (G6), unde punem (el {6) - Buomia. 465

H'=ﬂ|:4':"|'i'=lll.'rl(:"'l_-lE'l,I '|I|=D|1|.-a..ﬁ-..

Deci, daca efectuidm caleulele pe baza schemel (67), inmultirile fiind
executate et o eronte absolutd < e, rezultetul obiinut A este co o eroare

absolut® < &% |V, ¥, ... ¥ (=0, dack =, = ). Rezultd «i aproxi-
=0

marea sumei (64),

h B
I %, (. % (68)
e |
- =1
are o eroare absoluth < &% XX, .. Xy IJE e e 1’”),
=i Jeil

ik ] EAPDARTELE [NETTTUTULILN DE CALCIL PEL ]

Suma {68} este de asemenea de forma
9:=m,:!.,=.?f.,,f,=.=?” ‘-'=u;h-,.,m.

Dect, dachk $i alel efectudm ealeulele pe baza schemed (67), fnmuolfirile
fiind executate cu o eroare absolutd <7 «, valoares aproximativi obfinuti

pentru (B8] va avea o eroare absolutd cel miult egald cu :IE | X%y v Xl

(=0, dack m =0}, i
In definitiv, deci, ficind calculele pe baza schemei indicate, obtinem
peatra Lix, ¥) o valoare aproximativié co o eroare absolutd < eM, onde

M=i|x.x....x.-|[§ ¥ ¥l 1',-|]+§|x,x,,.,x,r_ {134

Ne¢ putem pune problema de a gdsi, pentta punctul de inferpolare. dat
(x, ¥, aceea permutare Plry, f5, oo, Pugql B 85 ooy Sag) & Tefelel de
noduri, pentru care numimml M dat de formula {EIEH.I este. cel mai mic po-
gihil. Daci aceastd condifle este indeplinitd, vom considera ofi polinomul
(63} este 6l mai avantajos pentru caleulele numerice (ficote pe baza sche-
mel indicate).

Atit snmels
ll-—:l
B | R i L
cit 51 suma (G69) sint de forma
P PR S SRR R S S SRR (TI)
o By S oy Sy sint numere pozilive, 18T S, Sy, +00 8§y, €5EE 0 per-

mutare 8 ol T 5y, S e fe 0F TumeTe pozitive,
Sirul [70) este de forma {T1), unde

1 <
e =1 —1, 5 =1,
T J W g

far smma (69) este de forma (71), unde

x = tr—L, sy | ¥ —y ], v =y, 5=

—1

w= 1, e x—xlwv=r Se=m{1 +JZ;|F-F1 FH]-'

- 1 E x o
= 1 e — _5' = —— -i'r-_rl: ...1!." '] = fm
(=01, w1, Sy = ot B T 1) =
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Avem actm vrmitoaren

LeEMA. Suma (71) iz wiinge cea mai wicd valogre a sa dacd  gival
Fuy Sy o1 v By, e5be nedescrescdlor (cu alle cuvinle pentru o pormilars ne-

Aescrescaloare & ekt g, s 0. 5.

Demonstrafia este imediatd. Se vede wsor i minimuol este atins
numai pentru permutdrile nedescrescitoare ale girului s, &, ..., &
Din lema precedentd rezultd atuncl urmdtoarea

Teoresd, Dacd permitarea Plr, Fooooey Fasrt By Sap ceop Sapg) 228
astial dnclt sirurite (i 7 O T +1

f2—mg ] [# =) lx=x fr =l =gl ly—=y. .|
sd fid nedescresciloare, wumdrnl M i atinge coa wmai micd valoare @ sa
*
Rezulti din cele precedente cii daci sirurile
| =2 | [ E =l = V=g e —wili - =] (72)

sint medescresciloare, polinomul tﬁ.’i} este cel mpi avantajos pentrn eal-
cnlal unei valori aproximative a luf f{z, ¥). In acest caz, pe baza unul re-
zoltat anterior [2], permutarea r, vy, ..., 4, trebuie sd fie consecutivi
permotirl 1,2, ..., m + 1, iar permntaren s, S, ..., 5,4y Cconsecutivi
petmuoticdi 1,2, ..., w4 1. Aceasta Inseamnd ot pentru onice ( [f =1, 2,
et 1 respectiv f= 1,2 ..., %+ 1) pitarile r, 7y, ..., 7 S 5085
<o, &, sint formate din cite § numere natuorale consecutive (intr-o anumitd
ording].

Cind sirmrile (v2) sint nedescrescitoare s, In acest caz, polinomul
(3] este avantajos prin calcule fn sensnl ar@tat mai sus, sistemul fnlin-
tuit de d.d. corespunzitor este un sistem Inlintuit normal. Este deci su-
ficient 5@ folosim tablon]l nyrmal de d.d. pentro @ putea construf toate poli-
noam:le [63) avaptajoase, dupd difetitele poziti ale punctului de inter-
palare, "

Futem, ¢a g in cazul unei singure variabile [2], si studiem diferite
cazarl particulare, Dacd punctul de interpolare este in vecindtotes unoia
dist nodurile extreme (X, 1), (% Yar)s (Furn 1) {Ih'l-]! Fpga)s gisim ca
cele mai avantajoase polinoamele ordonate dupéd -rlffer.:njnﬂ ascendente
g descendente in raport cu x, ¥, deci acelea pentru care sistemul inlantuit
(32) coredpunde patmatitilor P2 .o 415 1,3 ... 1),
P12 c,mdlindLom D) Pt Lom ., 1: 1,2 .., ndl),
Pl +1,m, .. lin 4 I, n ... 1} Dacd ponctele x, gl ¥, sint respectiv
echidistante, deci daci

=540 =1 1=012 .. m+ 1, ;=% 4+ [f —1)&,
f=L2 o4+ 1 (kA 20 {73)
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st daci punctul de interpolare este in vecinitatea centrolui refelei de no-
duri, pasim ca ¢ele mai avantajoase polinoame (63] poelea ate dupd
diferentele centrale in raport cu = s W

In inceiere, observim <3 in locul tablouwlui pormal de .., puten
folosi tabloul format con nomerele &gk oo &y il oo e L[fs d.d:
fiind referitonre la permutares inifiald a refelei de nodori. Daci Infim
f; = &h, I; = fk°, pentra orice €, § > 1, nomerele considerate se reduc li
diferenpele Al fix, ¥) ale [docpei (2, ¥). Tablool mormal de dul, se
poate atomci inlecui cu tabloal diferentelor a cfirui formare este deose-
bit de simpli, decarece nu necesitd decit sciderd succesive.

In gfirsit, consideratiile precedente se pot extinde la cazul & mai mult
de dood wariabile indepemdente,
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