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SUR UNE INEGALITE DE N. LEVINSON

par

TIBERIU POPOVICIU
a Cluj

1. Nous supposerons connues la définition et les principales propriétés
des différences divisées. Nous désignerons par [, Xa, <oy Hmyq; f] 1 dif-
férence divisée d’ordre m, de la fonction [ sur les points, ou les noeuds,
¥1, ¥y, - - o, Hgq. Les noeuds peuvent étre distinets ou non, Dans le cas on
les noeuds ne sont pas tous distincts (ou simples), dans les différences
divisées interviennent aussi les dérivées successives de la fonction (sur les
noeuds multiples). Dans la suite p ‘interviendrons, d’ailleurs, que des diffé-
rences divisées sur des noeuds distincts.

Une fonction est dite non-concave respectivement convexe d’ordre m
(= — 1) sur lintervalle J , si sa différence divisée d’ordre m - 1, reste
non-négative respectivement positive sur tout groupe de m + 2 points
distincts de 1.

Une fonction non-concave d’ordre m sur un intervalle ouvert est con-
tinue si m =1 et a une dérivée continue s m > 1. 8i la fonction f est
non-concave respectivement convexe d’ordre m > 1, sa dérivée f' est non-
concave respectivement convexe d’ordre s — 1 et réciproquement.

2. L'inégalité classique de Jensen relativement aux fonctions con-
vexes (habituelles) est la suivante

E f’axrx E ?"all("ro:)
(1) b ="

E‘b"‘ ZPrx
=1

=1

et est vérifide quels que soient le nombre naturel n, les points x, e I,
=12 ...,n et les nombres positifs p,, «=1,2, ..., i, pour toute
fonction f non-concave d’ordre 1 sur I'intervalle 1.

Sin >1 et si la fonction / est convexe d’ordre 1 sur , 1'égalité dans
(1) a lieu si et seulement si les points: %,, & = 1,2 ... % sont fous con-
fondus,
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On connait plusieurs démonstrations de ces propriétés. Remarqguons
qu’il suffit de démontrer 'inégalité (1) dans le cas ol les points x,, o =
= 1,2, ..., n sont distincts, la fonction [ étant non-concave d’ordre 1 sur
I et de montrer que si # > 1 et f est convexe d’ordre 1 sur I, alors 1’éga-
lité dans (1) n'est pas possible.

Soit # > 1 et choisissons les notations de maniére que 'on ait

(2} X << Xg < .o < %

Sip, >0, a=1,2, ...,% et si nous posons

3) £, — pixy T poxe + oo+ pux, e L e
prtpat o b,

nous avons alors
#
Y, tota

(4) E)l = Xy, Eﬂl :-a—-ﬁ-?:'; et Erx< Eo:+[<xm+l: o = ].2,--'; n— 1
3 Pa
=1

1’ égalité
() Y Paf(%a) — f(&1) Y, P =
o=1 a=1

Ml pap (b h pyh o ) (B = )
e T)p S LELEY 8 MY
a=1 735 2 o+ 1

démontre alors 'inégalité (1) de Jensen.
Nous pouvons énoncer les propriétés exprimées par cette inégalité
aussi sous la forme du

THEOREME 1. Pour que l'inégalité (1) soit vévifiée pour ltout nombre na-
turel m, pour tout groupe de n points x,el, a=1,2, ...,n, e pour tout
groupe de n nombres positifs p,, o = 1,2, ..., m, i faut et il suffit que la
Jonction f soit mon-concave d’ordre 1 sur Uintervalle I.

Pour que Dinégalité stricle (avec le signe <) (1) soit vérifiée pour tout
nombre naturel n > 1, tout groupe de n points x,e€l o« = 1,2, ..., n, non
tous confondus et tout groupe de n nombres positifs p,, o =1,2, ..., n, il
Jaut et il suffit que la fonction f soit convexe d’ordre 1 sur U'intervalle I.

TL.a nécessité des conditions de ’énoncé résulte de la formule (5), en
remarquant que si x; < %, << ¥, sont trois points quelconques de I (sou-
mis aux inégalités signalées), on peut toujours trouver deux nombres posi-
Py -+ g4y

(par exemple, p = %, — %;, ¢ =
pta

tifs p, ¢ de maniére que x, =

= Xy — %)
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3. Considérons n nombres positifs p,, o = 1,2, ..., n et deux groupes,
chacun de » points, «x,, %, « = 1,2, ..., n. Posons (3) et
PIx] T pars oo oo pox
(G) E_.;:ff”l Pava [’q’I, a:1,2,.--,¢z
o e 2

I’inégalité de Levinson s'écrit

2 Pal(Vq) E Para E /’d/(l-’;t) Z f’a“’;
= o=1

(7) C‘?lu 7-/‘ F:]ui ém _Iu . _f W
Y tu ¥ #a Y, ta Y Pa
a=1 = a=1 =1

ol les points x,, a4, et la fonction f vérifient les conditions qui vont suivre.
Supposons que # > 1, que l'on ait (2) et que
(8) Fy+ X1 = %+ 22 = ...

Nous en déduisons # < 4,1 < ... < 1 et &, < £ < #ap1 S

- e s T mel
= Xu "I" Xny ¥ns Xy

;.‘.7,‘,:+[<E);+1<E&’ O’-:1:2: "';n“IJ et

9 aa*-’*’o&l:x;-i—l—‘a;; C’C’_"IJQJ"‘J”_]-

—
—

Les égalités (9) sont équivalentes aux n — 1 égalités (8).
Remarquons aussi que nous avons
(10) (& Eotrs Faprs 1= [Ea Eavr, Xt f1 =
= (& — %ur1) [ Envro Yar1, 8 1+
lbeinst G i) s Earn & Lo ek
Sl — ROV E L e oD

et il en résulte que, sous les hypothéses n > 1, (2) et (8), nous avons
[Eas Ear1, Xay1; f1= respectivement > [&,, Eui1, Fut1; f], 0=1,2, ..., n—1,
suivant que la fonction f est non-concave respectivement convexe d’ordre
2 sur un intervalle contenant les points x,, 2y, « = 1,2, ..., 5.

Compte tenant de (5) et (10), nous avons

n

- [ipaf(x;) ~ (&) ):p] i [ Y paf() — JE) Y, pd] L

a=1 o=

il prtpat oot puag

(5& =4 xm-\-l)[aoc: Ea+l: Yo 1, E;clf] =
+ (E.»:ii-l T E.-x-l-])[z.a: iotJr!, E:x: E;H—l :f} +
G (x;“ = E,a)[iiq, s Egyrr, Xt .fJ

L Papr(pr+ o+ oo+ }ba)(gm = "’n:+ﬁ_1)_?_'
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4. De l'analyse précédente il résulte que l'inégalité (7) de Levinson
est vérifiée quels que soient, le nombre naturel », les points x,, x, € I,
e=12 ..., % tels que 'on ait

:\:l+x;:ﬂ'—g+ﬂflﬂ = ---:xn—l"x;u

(12) e , .
IR (045 gy v+ g ) S O (200, 005 o oy )

et les nombres positifs p,, «=1,2, ..., n, pour toute fonction f non-
concave d’ordre 2 sur l'intervalle I,

Sin >1 et sila fonction f est convexe d’ordre 2 sur 7, 1’égalité dans
(7) a lieu si et seulement si les points #,, « = 1, 2, ..., # (donc aussi les
points #;, « = 1,2, ..., #) sont tous confondus.

N. LEVINSON a obtenu [1] les résultats précédents, en supposant
que la fonction f ait une dérivée troisiéme f”’. Nous avons donc obtenu
une généralisation de I'inégalité de Levinson.

Nous pouvons énoncer ces propriétés aussi sous la forme du

THEOREME 2. Pour que inégalité (7) soit vérifiée, pour tout nombre
naturel n, pour tout groupe de 2n points x%, € I a = 1,2, ..., n, tels que
Pon ait (12) et pour tout groupe de n nombres positifs p,, o = 1,2, ..., n,
th suffit que la fonction f et il faut que la fonction continue f soit non-con-
cave d'ordre 2 sur Pintervalle I.

Powr que U'inégalité stricle (avec le signe << ) (7) soil vérifiée pour tout
nombre naturel n > 1, pour tout groupe de 2n points x,, v, e I o = 1,2, ...,n,
tels que l'on ait (12), les x, non pas fous confondus et pour tout groupe de
n nombres positifs po, o = 1,2, ..., n, il suffit que la fonction f ef il faut
que la fonction continue f soit convexe d’ovdre 2 sur lintervalle 1.

Dauns la démounstration la restriction que les points #,, « = 1,2, ..., n
soient distincts ne retreint pas la généralité puisque en vertu de (12), si
X, = Xy nous avons x, = x et réciproquement.

T,a nécessité des conditions de I'énoncé résulte de la formule (7). Si

; 3 :
nous posons i = 2, X1 = X, X = Xy = ¥ + 03 hy, %y =%+ 3k, pr=1, p,=

= 2, nous avons &2= x -}, £ = x + 2k, le premier membre de la for-
mule (11) devient A?f(x) = f(x 4 3k) — 3f(x + 2h) 4 3f(x + h) — f(x) =
=06M3[x, x + h, ¥ + 2%, x -+ 3h; f]. Mais, on sait [2], que si A3 flx) =D
respectivemt > 0, pour tout x, x + 32 € I, i >0, la fonction f, supposée
continue, est non-concave, respectivement convexe d’ordre 2 sur 1.
Dans la nécessité de la condition du théoréme I'hypothése de la conti-
nuité de la fonction peut, en général, étre remplacée par une hypothése
moins restrictive (mesurabilité, d’étre bornée sur I, etc.).

5. La démonstration que nous avons donnée plus haut a l'inégalité
de Levinson est basée sur le fait que les moyennes successives (3) et (6)
des points x, et des points x, sont formées avec les mémes poids et que
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ces points sont liés par les égalités (9). En réalité pour pouvoir utiliser
une formule telle que (10) il suffit seulement que ’on ait

(13) (Ey — Hapa)P= (B — B, a=1,2,5..,. 88— 1
et non pas nécessairement (9). En imposant aux points x,, x, la restriction

(13), sans que les égalités (9) soient toutes vérifides, on peut obtenir d’autres
théorémes, analogues au théoréme 2.

6. A titre d’exemple, supposons que I'on ait
(14) € — Xat1 = &g — Xy, a=1,2, ..., — 1

en supposant toujours que les moyennes &, &, sont données par (3) et
(6). Nous en déduisons que

(15) Xl X=X — g = .= Xy — =Y.

Si les inégalités (2) sont vérifides on a aussi x) < a5 < ... < %, Eo —
= E\l‘l :J’.‘ o= 1r 2: i 'J”’ Et on a tOll_]Olll‘S ED! < ‘EDC'I'l < Xr£+1l o = 1, 2)
,n — 1. Nous avons la formule

(IG) [E;a “';a;t 1, 'E.;l-+1 ,f] =5 [’Em Eo:+1; Xot1 ,f} ==
:J’{[E,oc, By Enity, Kot f} 4+ [En Euits E;:Jri; Xet1; 1+
+ [E_\a; Eo:-i-l: -'Co:-}-l; x;z+l ,f]}

et il en résulte que, sous les hypothéses (2), (15) (ou (14)) et vy >0, la
différence (10) (ou (16)) vérifie encore la propriété de non-concavité d’ordre
2 signalée plus haut.

Comme plus haut nous déduisons le

THEOREME 3. Pour que Uinégalité (7) soil vér;iﬁée Dour tomf 0L~
bre naturel n, pour tout groupe de 2n points x,, xye I, a = 1, 2, , tels
que Lon ait (1:)) avec y >0 et pour tout groupe de n nombres ]bosatzfs gbm o =
=1,2, ..., n, i suffit que la fonction [ et il est nécessaire que la fonction
continie (ou mesurable ou bornée etc.) f soit non-concave d’ordre 2 sur
Vintervalle I.

Pour que l'inégalité stricte (avec le signe <) (7) soit vérifiée pour tout
nombre natuvel n > 1, pour lout groupe de 2n points x,, xy,e€l, o= 1,2,

., 0, les X, non pas tous confondus, tels que 'on ait (15) avec y > 0 et
pour tout groupe de n nombres positifs py, « = 1,2, ..., n, il suffit que la
fonction f et il faut que la fonction continue (mesurable, bornée, etc.) soit
convexe d ordre 2 sur Uintervalle I.

Pour la nécessité des conditions de 1'énoncé il suffit de prendre » =3
et m; =%, X=1=x+h Bm=m=nx1+ 20 % =x+ 3k et l'inéga-
lité (7) devient encore A%f(x) =0 avec /i > 0.

7. L'inégalité (7), sous les hypothéses du théoreme 3 (I étant unin-
tervalle ouvert) peut étre démontrée pour une fonction f non-concave (res-
pectivement convexe) d’ordre 2, en remarquant que cette fonction a une

20 — Mathematica vol. 6(29) — fasc 2,
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dérivée mnon-concave (respectivement convexe) d’ordre 1. En vertu de
I'inégalité de Jensen, la fonction de v,

Y, £l +2) =[G +3) S

est, non-décroissante (respectivement croissante sin >1 etles x,, x,, ...,
ne coincident pas tous), sa dérivée étant non-négative (respectivement po-
sitive).
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