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SUR LES FONCTIONS CONSTANTES PAR SEGMENTS

et
TIBERIT THMOVICTIT

b Cluf

1. Seit £ tn ensernble (non vide) de points de 1'axe el [ou de l'azxe
réel complété par les points impropres — oo et oo). Un souws-ensemble de
E est dite un segment de E si avec deux points de E, il contient toujonrs
tous les points de £ compris entre eux, E'C E est donc un segment
de Esia belE' A da=b=2[ab]lNECE.

Tout ensemble formé par un seul point de E et 'ensemble £ lui méme
sont des segments de £. Nons ponvons suppeser que Uensemble  vide est
atissl un segment de E. L'intersection de dgE.x fou un pombre quelcongue,
fini oo infini, de) segments de E est un segment de E. La réunion de
denx on plisients {un nombre guelcomque fini on infini, de] segments,
gﬂ_jﬂunt At moins un point commen, est oo segmegnt,

Remargue, 8 £ est Uaxe réel la notion de segment coincide avec oelle
d'intervalle.

Dans le cas général, on pourrait d'abord introduire la notion de sea-
ment fermé. Cest un sous-ensemble de E formé par tous les points de
E compris (au sens larpe) entre deux points @, fon a < b de E. Un
segment fermé est donc un ensemble de ln forme [w, b] 1 E ob @, be E.
L&sémiu’r_q a et b somt les exirdmitds de ce segment, Un segment [qoelcondgte]
de [k est alors nn soug-ensemble de £ qui, avec denx quelconquoes de ses
points, contient toujouwrs le segment fermé ayant ces points comme extre-
mités,

Dans le cas de U'axe réel, le sepmend fermé est un inlerealle fermd et
le segment, tont court, est un intervalle guelcondgue.

Dans ce travail il est inutile de faire la distinction entre segment ferme
et segment quelcongue [fventuellement non fermé). La notion de segment
serg dono pcoeptée au sens du commencement de ce nr
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= Nous ditons que la snite (finie) (E.)5., de segments de £ forme
e décompaosition de K en segments conséeutifs ou une pariition de E =i:

a) Les sepments &, a = 1, 2, ..., n sont non-vides of rtage
classes 'ensemble F, G et

b) se E,, beEy, a <P = a<h

La proprifté a) signifie gue les segments £, a=1, 2 ... #n sont
sans points commuons deox 4 denx et J:,I E,=E.

=1

La propriéte b) eignifie qne si n< o tout point de £, est a *h
de tous les points de K, ; ’ Z5 7N i

On pent désigner par (E,|E,| ... |E,) la partition de E considéree.
Le nombre (natarel) # peut dtre dgal 4 1. Alors Ie terme unique de ln
partition coincide avec E, On voit facilement que sl £ est fini, le nombre
i pent Etre égal & un nombre naturel quelcongue, an plus égal as nombre
des points de FE,

Si E est un intervalle, les termes d'une partition de £ sont des inter-
valles, deux & denx disjoints et dont deux consécutifs queleongues ont
une extrémité communne,

i tTEtlt:: pai-litign I:Ell.E‘"ij s B de B y!;-ut £ire obtense en intersec-

n avec les termes d'une partition Byl ..o B de 1 rée]
EeeRNE 2=12..,4). et W i

o1 E est infin, il existe une partition de F ayvant n termes, quel gue
:smtﬂ 1-? nombre natorel &, Bn effet, on pent trouver une suite croissamte
(¥adumt de w4 1 termes de E (v > 1), telle done que 'on ait =, € B, & —
=1Lidi -+ 1ot ap=m ) w=12%"_""u S5 hous posons K, =
= (— o0, I NE B = (fus, 2 N, a=2,8 ., 0—1 (13,
:‘]_E',, E {z.22) M E. la décomposition (E,|E,] .., 1B wst une partition
2 I,

4. Nous allons maintenant dire ce qu'on entend par une contraction
1 one dilatation d'ome partition de E.

Etant donndée une partition de E, on peut en déduire une sutre en
réunizeant des termes consdentifs. On peat dire alors que la seconde parti-
tion s'obtient de la premidve par comtraction. Si

(h (Ey |Eqf ... |EJ

e o ta
est “I'H!Pirt.l.'hl:ll:l de & [ | F. = ﬂ[:rl 'E'IJ_TI:'_?---‘L*.;_J+F- e 112'1---.".

ol 7, Ry, Ry, ..., &, sont des nombres naturels et & 4 B 4+ ... 4k =
=% (e = 0, alors

(] [Fy [Fy] oo |F)
est une partition de E obtenue par contraction de la partition (1),
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Om peut aussi dire que la partition (1} s‘obtient de Ia partition {2)
par diladafion. On peut donc obtemir d'une ‘:}Jﬁrﬁﬁﬂﬂ donnée une
antre par dilatation en décomposaut certains de ses termes en des
nouveanx segments conséeutife.  Ainsi la partition (1) s'obtient de
la partition (2} par dilatation, en remplagant F, par sa partition

[E-: .pa‘.;-...;l.-,,.,+||Eal+t‘+...+ﬁ,_, e [ T e pour o=

== L8 it

L'une des partitions qui s'obtient de la partition (1) par comtraction
ou par dilatation est cette partition meme,

Si (1), (2) sont deux partitions guelcongues de E (non pas népesanire-
ment obtennes 'an de U'agtre par contraction ou par dilatation), les deux
preinfers termes £, F, et de méme les deux derniers termes P sont
dans Ia relation de soug-ensemble. Clest-d-dire que l'une des relations
E, = F,. F, T E, et de méme l'unc des relations E, S F, F T°F, est
Eoutjorirs viérifide,

4. Une fonction (réclle ou complese, finie ou non|, définie sur Uensemble.
E de I'axe réel est dite consianis par segments 2'il existe une partition (1)
de E telle que sur chacon des termes E,, a = 1,2, .., », cette fonction
goit nne constante, Nous pouvona dire gue la partition (1) est alors un
support de Ia fonetion constante par segments considérée, Le nombre »
des termes de ce support pent &tre appelé le degrd de la fonetion. Le degré
n'est pas bien déterminé, en général, puisque tonte partition oblenue par
dilatation d'un support est aussi un support de Ia fonction.

Le degré, variable avec le nombre des termes d'nn support, est un
motmbre gaturel. I a done un mindmum qui est un nembre nature] et qui
est appelé le deped offectif de la fonction constante par segments considérse.

&i la fonction est de degré effectif n, elle a unsupport (1) avec & termes.
Dans ce cas la fonetion se réduit (st # = 1) & denx constantes différentes
sur deux termes coneéeutifs quelcongues B, Eopy (w=1,2 ..., 8 — 1].
Cette propriété, presque évidente, sera reprise plus loin a ['occasion de
demonstration du théoréme 1.

Nous allons démontrer que si une fonction constante par segments
est de degré effectif », son support & n termes est ﬂﬂfg#h FPour cela ﬁ-&f‘-
posons que o fonetion ait dews supports (£, |[E, oo B (Fy[Fel o0 IE)
avec o termes. 11 suffit de démontrer que E, = F,, & = 1, 2, ,.., 5. Fowr
# = 1 la propriété est évidente, 5i # = 1, supposons le contraire, [l existe
alors un indicer, leg ¥ <o — 1, telquel'onait £, = F,a =12, .., r—1,
E #F, (scolement E, = F, ai ¥ =1}. L'un des ensémbles K, l‘,l doit
&tre un sound-ensemble propre de Pantre, Soit E, © F, pour fixer les idées.
1l existe nlors un point qui appartient & E.q [ F, et qui donc appartient
i E,,, mals n'appartient pas & E. La fonction considérée n'est pas con—
gtante gur F, ce qui contredit Ia définition de cet ensemble.

Ceel dédmontre 1"onicibé énonode,
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5. En complétant une remarquoe déja faite, nons poivons démontrer o

THRORRME 1. Four gue Lo pariition (1) de B sedf Lo su i e fa
forction f, constanie par sexmends of de degee effectif ® wwr E, f!?"fr’?m LT
Sffil que f sa rddeise (sim = 1) A dens constentes différentes v deny bermes
cm!:uu'sg_mlic e B, Epyye=1,2 ... m— 1)

La partition (1) étant un support de £, il fant qoé cette fonotion soit
une constante sor chacun des termes E,, o= 1,2 ... . n,

Passoms i In démonstration du théoréme.

La condition est nécessaire, puisqu’sutrement par une contraction
convenable on pourrsit ebtenir un support avant moing de w  termes,

Pour démontrer que la condition est aussi suffisante suppasons qu'elle
soit satisfaite. Soit alors (2) un support queleongque de la fonction f, Nons
allins démontrer que la partition  (3) s'obtient de (1) par dilatation, Si
%=1 la propriété est immédiate. 8i # = 1 soit F, un terme fquelcongue
de 1a partition (2). Il existe alors nécessairement un indice @ el ue
(A désigne U'enzemble vide)

() Fy 1 Eg= A
Antrement, en effet, de fn définition d'une partition il résalterait ftie
Fal {gl:ll. B =Fa M E— A ce quiest impossible puisque Fp n'est pas

vide. Nous avons Fy © F,. En effet, autrement on pouesait trouver un ndi
a', différent de o, tel q1;1: =

'l:li.l -‘FF My T-_"L-’l
Mais de (3} et {4) il pésolte que 'anc des relations
15 FeNEiz=Z=pa a1, HnEau=A 4a<n)

i certainement lien. Ceci est impessible puisqa’slers la tonetion f ne serrait
pas constasite sur Fy, contrairement 4 la définition de eet ensembie. 11
résulte done que tout segment Fy est sous-ensemble d'on et d'on seul {I"tmi-
cité de & dana (3)) sepment £,

Remarqueons aussi qu'a tont = doit cortespondre an maing un B tel
que By N Fy 2 A Autrement, en effet, il résmiterait, comme plus haut,
que £, 1 £ = g cc qui est jmipossible puisque E, n'est pas vide.

. Led démontre que, dans les conditions de lo démonstration, la parti-
tion {Z) s'ebtient di (1) par dilatation.

Le théoréme 1 est démontss,

Remarqnons que nons avons démontré un pen plus que ce qui a été
encneé par le théoréme 1 et notamment que tout support d'une fonction
constante par segments s'obtiest par dilatation de son support ayant le
nombre minimum de termes. -
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6. Considérons denx fonctions. f, ¢ constantes par sepments sur E
et soient

(B} (Fy [ Fal'ovs |[Fuk 6 1G] ... |6y

des supports respectifs de ces fonctions.

Nous allonis mostrer qu'on peut brouver un support commuy des
fonctions f et g

Lesintersections F o M G e =12 . . w B="T12 ... % sont des
spgments deax & denx disjoints 0 lenr réunlon est égale 4 £, Parmi ces
intersections il v en a qui sont certainement ton vides. Telles sont les
intersections F, N Gy et F, 14, Mais anssi parmi ces intersections il v
en &, en général gui sont toujours vides, En rangeant celles des intersections
gui ne sont pas vides dans un ordee détetming on oblient la partition

() (£ 1 Ey| von | By

qui g'obtient de chacune des partitions (8) par dilatation et il en résulte
donc qu'elle est un gupport commun des fonctions §f et g

La propriété précédente rdsulte de Ienalyse soivante. D'abord 4 tout
e {l = 2 = i} correspond un f(1'= B ="w) tel que F, [ Gy ne soit pas
vide. Ensuite si F; 7 Gp n'est 'pas vide tout Fo M) G avec o’ > w, ' =< B
el vide, car autrement, tout poing de Fo [ G devrait étee 3 la fols &
gauche et & droite de tout point de F, M) &7, 11 en résulte qu'on pent trou-
ver les entiers non-négatifs &y, &y oo Ry tels g by b kg E L -8, =
et tels que tontes les intersections F, 17 Gy différentes des segmentz (k, =0

{E:I FUHGJ'I+-"I'I'.-.ﬁn__I|+F.I E'=.:Ir'lllll.l't':|.|‘-I.lzll-ﬂl'i'i'l

sotent vides

Le nambre des segments &) est égal 8w 41 — 1 61 nots gvoens done
frLm+n—1 pour le nombre o des termes de la partition (7).

Cenx des ensembles (8) qui e dont pas vides, rangés par ordre | lexico-
graphique™ de leurs indices, forment Ia snite E, E,, ..., B, Cecl dignilie
que si K. =F, M Gy Eu— For N Gpe, de y =<4 il risulte qee o's o,
B B a4 8 <’ + B Cecl nons montre, en méme temps, que les par-
titions (6 e'obtiennent de () par contraction,

I en résulbe aussi que = m, H =0, donc que p 3 maxm, nl,

7. Des résoltats précédents on peut déduire gquelques propriétés de
V'ensemble des fonctions constantes par segments.

La somme et le produit de deox fonctions constantes par segments
gont des fonctions constantes par segments, Cette propriété résnlte immd-
diatement si on effectne les opérations d'addition et de multiplication sor
les deux fonctions considérées rapportées & un support comniun,

10 == Mabtiematica sck 04|

NN
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En particulier, les constantes sont des fonetions constantes par seg-
ments, Il en résulte que Pensemble des fonctions constantes par sepments
est un ensemble linéaire {vectoriel) par rapport & l'addition habituelle
{valear par wvalenr) des fonctions et I.I}: multiplication habituelle par un
nombre (réel oo complexe) des fonctions.

Des résultats précédents il résulte aussi que si deux foneHong constantes
par segments sont respectivement de degré m et n, lenr somme et leur
produit sont de degré #e 4 » — 1. I est & remarquer que les fonctions con-
siderdes peuvent avoir les degrés effectifs m et & et, en mime L s,
letir somme et leur produit le degré 1 (peavent étre des constantes), sans
gue # el n soient éganx & 1, Par exemple, si (I} est une partition quel-
conque de E et s les fonections f, ¢ zont définies par les Fammle-ﬂ

e 1

I
ﬂ’-‘:l--'-T pour s B =12 . 0 g=1—f

alors la somme £ 4 g se réduit 4 o constante 1 et le produit fr & la con-
gtante 0.

.. 8. Nous dirons qu'un segment E' de £ est un segment énitial (de E)
sil n'existe ancon point de £ & gauche de tous les points de F' et de
méme fous dirons que le segment E' de £ est un sepment final {de E)
8l n'existe aucun point de E 4 droite de tons les points de ) 1'ensembie
fon le s&-g'fntntil vide n'est pas considérd comme un segment initial i un
segrtent final. 53 {1] est une partition de E, le segment E, est on S
ment initial et E, un scgment final de £,

Une fonction définie sur £ sera dite imifialentent constante respective
ment finalement constants 5'il existe un segment initial, respectivement un
segment final de E, sur lequel cette fonetion est une constante. Toute comn-
stante et, en génernl, tonte fonction cotistante par segments, est initiale-
ment constante et aussi fipalement constante, guel gue soit E.

Mais, en pénéral, une fonction n'est ni initialement constante et ui
finalement constante, Par exemple Ia fonction & (et aussi tout polynome
non constante) n'est mi initialement constante et ni finalement constante
sur un intervalle ouvert. Si a = inf F € E [donc s E a un minimum),
toute fonction définie sur E est initinlement constante, puisque 'ensemble
| #} formé par le senl point & est un segment nitial de E et toute foncton
est comstante sur dn senl point. On voit de méme que si sup & € F
{done si E g on maximom) toute fonction définie sur £ est fnalement
constante,

¥ Nous nous proposoms de démontrer maintenant le

THEOREME 2 Use condition ndcessuire of suffisante pour gue la fovction
I défimie sur Pensomble E (aypant an moins w4+ | points), 508 constents

i
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par sepments of de degrd moesl que guels gue sodent Jes v o+ 1 poids 3y <

= Wy L Ky A B Don ol
) I [flse) — fress)] = 0.

La condition est sévedsaire, En effet, s (1) est an support & # termes
de f, parmi Jes points »,, e = 1,2, ...,m + 1 il y en a certainement an
moins deux conséeutifs xp, a0 goi appartiennent aw méme terme E,
et Tégalité [0) est virifide,

Avant d'aller plus loin démontrons le

Lemme 1. 5 la condilion exprimde par Idgalité (9, du héorime 2,
ext wérifide, la foucton [ eal finalement conslante.

Supposons done gue la condition du théoréme 2 soit satisfaite et sup-
posons que la fonction f pe soit pas fAnalemeént constante. Alors, en parti-
calier, cette fonction n'est pas constante et il existe done les points x, 2 ¢ E,
tels que x, < ¥, et Ax) == flx,), Sur le gegment fingd £ [1y, 00) la
fonction n'est pas constante et il existe donc un point ¥, de ce segment,
tel que x, < x, et sur lequel fx,) == fix,). On peut continuer de cette mamére
ct former la suite (infinie) croissante ¥y, ¥y, ..., telleqoe lon ait fle) ==
# fla,2) ponr tout & Ceci contredit égalité (3) et cette contradiction
démontre le lemme 1,

On démontre de la méme moniére que, sous les mémes conditions, la
fonction est initialement constante

Nons allons maititenant procéder par induction compléte ponr dé-
monlrer In suffisasce de la condition du théoreme 2.

Pour # = 1 Ia propriélé est veaie puisque si flx,) = f{x)) pour tout
Ay Es € 5, la {ongtion est constante et est donc constante par segments
de degré 1.

SEIJI:PJE.EAHE maintenant que # > | et gue le théoréme soit démontié
pour les fonctions constastes par segments de degré » — 1. Bupposons
alors gue la condition exprimée par Uégalité (3) soit vérifide. Soit E° la
réunion de tous les sepments finaux sar lefquels lo fonction [ est constante.
IV'aprés le lemme 1 Densemble E' w'est pas vide. Alors, on bien E' = E,
la fonction est constante sur E et le théoréme est démontré. Ou ben alors
E'cC E, donc E — E' n'est pas vide. Nous allons démontrer que dans
ce cag la fonction [ est constante par segments de degeé . — 1 sor £ — £,
En effet, dans le cas contraire, on pourrat trouver ® points iy = &g =
< e g de E— B tels que 'on adt ;

T [ftn) — fiseiil] 52 0.

Maiz sur le segment E [ [%;, se] la fonction ne peat étre constante, en
vertn de la définttion de £°. On pent donc trouver un point x4y de o
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segment (donc de E), différent de x, tel que f(x,) 52 f(¥,+,). Il en résul-
terait x, < x,,, et '

IL [f(%) = f(¥ai1)] 7 0

o
ce qui contredit 1'égalité (9).

Cette contradiction démontre le théoréme 2 pour les fonctions con-
stantes par segments de degré #. ‘

Le théoréme 2 est donc démontré.

On voit, par de trés légéres modifications de la démonstration, que le
théoréme 2 subsite aussi si £ contient I'un ou les deux points impropres
‘— o0, oo,

La propriété exprimée par le théoréme 2 peut aussi s’exprimer sous
la forme du

THEOREME 3. Une condition mécessaive et suffisante pour qu'une fonc-
tion définie sur U'ensemble E (ayant au moins n + 1points) soit comstante
par segments de degré m est que cette propriété soit vérifiée, parla fonction
considérée, sur tout sous-ensemble de E formé par n + 1 points.

10. Dans ce travail nous considérons seulement des fonctions con-
stantes par segments de degré fini. On peut définir des partitions de F
dont les termes forment une suite infinie ou, plus généralement, un ensem-
ble ordonné de type ordinal donné. A ces partitions correspondent des
fonctions constantes par segments d’un type (sorte de degré) correspondant.
I1 est clair que de telles fonctions ne présentent d’intérét que si le type
ordinal des supports est différent de celui de I'ensemble ordonné E. Ainsi,
toute fonction définie sur un ensemble bien ordonné de nombre ordinal
o (d'une suite infinie) est évidemment constante par segments de degré
o. Mais, toute fonction définie sur I’axe réel n’est pas constante par seg-
ments de degré w.

La notion d’ensemble ordonné est prise ici dans le sens de I’ordo-
nation des nombres réels d’aprés leur grandeur numérique. Le type ordi-
nal des partitions, donc aussi le type (le degré) des fonctions constantes
par segments correspondantes, peut étre précisé de la maniére suivante.
Soit I un sous-ensemble ordonné de I'axe réel (ordonné). E = |J E, est

le€l
une partition du type ordinal de I si les E, sont des segmentes! de B,
deux a deux disjoints. Si 7 = (1,2, ..., n) nous avons les fonctions con-
stantes par segments de degré (fini) »,étudiées dans ce travail et si I =
=(1,2,...,m,...) = la suite des nombres naturels, nous avons les fonc-
tions constantes par segments de degré w.

Regu le 18, IV. 1965.
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