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SUR CERTAINES INEGALITES {QUI CARACTERISENT
LES FONCTIONS CONVEXES

PAR

TTHERTLY POPOVICTLY
i Claj

flapmmame & M 0O Moyer ¢ Foocosiop de son Fle anniverading

1. Une fonction f(x), définic sur un intervalle /, {de longueur non
nulle) est dite non-concave, respectivement convexe =i sa diff érence divisée
d'ordre 2, [, ¥z, %3; f] est =1}, respectivement > 0 sur tout upe de
3 points distinets x,, r,, ¥; € I. Une fonction convexe est d'ailleurs un
cas particulier de foncrion non-concave.

Dans la suite noos érudierons quelgues inégalités gqui caractérisent
les fonctions continu#s &F AON-CONCAVES,

Z Théoréme 1. Pour gue la fonction continue I it Row-cERCaDE
sur Pinrervalle I, iF faue et @ suffic que 'indgalitd de Jensen

(o 2 i;‘]gf{ﬂ + ()

soff wévifide pour four =,y €[

Llinégalité (1), pour tout x,yEJ, caractérise done les fonctions con-
fiopes ef non-concaves suc 1.

On connait plusieurs démonstrations du théoréme 1.

La condition esr tuffisante, En effet si Plinégalig (1) est vérifice
pour tout x,p€f, la fonction f, supposée comtinue, est non-concave

.I.:: condition ert mécessarre, Ceed résulte immeédiatement de la formule

[3-'. J'JHTJ;!] =% - l.f[f: +f{y:l—2.f(:—-|2_-l" (x =)

—xi




156 THRERI POPGYICIL 1

Mais nous allons doaner ici une auire démonstration, qui est  basée gur
I"approximation des fonctions continues par des lignes polygonales in-
scrites dans la courbe représentative,

La démonstragion de la pécessitd de la condition du théoréme |
résnlte des propriftés suivantes:

A. Les fonctions iz + 4, |¥—g|, 00l 3 g o sont des constentes
quelconques, vérifient Vinégalité (1] pour tout x, y& 1.

B. 5i wn nombre fini de fonctions vérifient Pinégalité (1) pour tout
x, ¥& I, toute combinaison linéairz de ces fonctions, avec des cogffici-
enlt son-ndpatifs, jonit de 1s méme propriété,

. 8i les termes duwne goite convergente sur f, de fonctions défi-
nies gur [, vérifient l'inégalité (1) powr tout x, v €[, la fonction limite
jouit de la méme propriété,

Ir. Toute fonction continue et non-concave ecst la limite d'one suite
de fonctions de In forme

@) m4at L CGlr—al,

les C,, u—=1,2,...,n éant des conseantes non-négatives el ¢, a=~1,2,...,n
des poinm de Pintervalle f.

3. Pour compléter la démonstration précédente noos allons examiner
de plus préz les propriéiés A, D de plus haut. Nous pouvons nous dis-
penser de donner les démonstrations des propriétés B, C, qui sonl im-
médiates.

Oecupons-nous d'abord de la propriété A.

Tout polyndéme du premier degré ix + o vérifie Pinégalicé (1), avec
Je signe = , pour tout x, ¥ € [.

La fonction |x| vérifie Pinégalité (1) par suite de [|inégalité hien
connue
(3 [2+y|=ix|+ |y

entre la valeur absolie de la somme er la somme des valeurs absoloes

des termes.

Il en résulte immédistement que la fonction |x— | wérilie suss
Pinégalité (1) pour tout «,y € J et toute constanle g,

Remarquons que la noa-concavité des foactions ix < 4 x| (donc
aussi de |r=p|) rémulte directement de Pindgalitd (1), sans Phypothése
de la continuitéd. En effet, la fonctionm f est non-comcave sur J =i et
sculement si nous avons

(4 ;[F_J“?.J.*]E&"iﬂ +gf)
pte ]l Py

pour tout x, ¥ € [ et pour tout p, =0
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Dans = cas d'un polynéme du premier degré Pz} = ix + w, cn
posant O (%) =iz + u (p+ @) (p ¢=0) de Pinégalité 20 [Pif;ﬂ’ =

=Q(px) + Q(gy) on déduit, aprés quelques simplifications, F(P;—I?-] =

= P +a700) (dans ces relations c'est le signe=qui a roujours liew).
== pt+q

Dans le cas de la Tonction ||, de |[px v | = [px| + gy =p x|+
_ dpx4- gy| _plx|+ ¢ly]
== 0} il résulte aussi| = . Nous avons
+alyl (# g>0) i e
une propriéeé analogue pour la fonction [x—gl.

4. Pour démontrer ls propriété D il suffit de supposer que la fone-
tion f soit continue et non-concave sur I'imtervalle fini et fermé [a, 4]
Soient alors @ =g < 6| = . .- < Em—p <= €5 = £ les points qui divisent 'in-
tervalle [e, & en m partics égales et g, (x) In fonction représentée par
la ligne polygonale inscrite dans la courbe y = (&) suivant les sommets
{'::n ff‘-]]‘: L "'UJI: <wmg i Alors mous avons

PROES WAES TN
qui est bien de la forme (2) onn les coefficients G, o =1, 2,...,m —1
(m==1) sont non-négatifs. En effet, la suite des pentes
[E c,— ﬁ £ 2 des cotés de la ligne polygonale est non-décroissante.

W= =yt LRk

Si w(#} est le module d'oscilladon de la foncten f, aous avons

E—0y

= ()] = U0 =/ e

a—1 " Ly

b = e T S e ) ——— +

g — Lu=i | £a = Ca—|

+:uf1.’. '—--'E]'— —= ¥
Bg— g1 o]

e (b- u]:

od x E[cl—lh Eﬂ]:l "'_1-, E';.-.r-, Ri, donc

.fcx}—mx:ngw[*—;-ﬂ, pour x € [a, 4]

et la suite (g, (21, converge (et méme uniformément]) vers la fonction f.
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5. Mous avons montré ples haut le réle de Pinégalité (3) dans la
caractérisation par l'inégalité (1) des fonctions continues et non-concaves.
Nous allons monotréer comment omn pent utiliser certaines généralizations
de linégalité (3) pour obtenir d’sutres carsctérisations de la méme nature.

Considérons l'inégalité de H, Hornich [4],

(5 |ty +iy+z|+|z+e|Z| 2]+ ¥4 |2+ x4 r 42|

qui est une généralisation de l'inégalitéd (3) et est vérifiée, en particulier,
quels que sotent les nombres réels x, y, #. Nous avons alors le

Théoréme 2. Pour que Ia fomction continue [ soif non-concave  swr
Pinrerealle I, of faur er il suffit gue Pindpalitd

'x-l—j' _1.r-|—3] e ey |
A3l
(6) [‘rlz_flz N2 )IE
S+ 701+ F ) + 3 LTS

s0ff vérifiée pour tout x, ¥, 5 € I

Ce théoréme est un cas particulier (n =3, & =2} d'un théoreme
plus général qui résulte d'une géndralisation de 'inégalitd (5). Dufan D.
Adamovié [1] et Dragomir 7. Dokovié [2] ont généralisé I'inégalité
(5), le premier pour &= 2 ct le second pour b quelcongue, par I'inégaliré

Bl bomg g Fagl=

(72
= :_2] HL"!E'-I: +JEIr|]: k=2, J.n—1, n=4,4,...,

k_tl.-l gl

la sommation T™ étant étendue 3 toutes les combinaisons f, f35...50,
k4 &k des indices 1, 2,..., n.

On peut alors généraliser le théoréme 2 par le

Théoréeme 3. & n est wn nombre nawrel = 3 et & un_nombre ma-
cuvel gui vérifie les indgalivds 2= k= n— 1, pour que la fomction conlinue
f soft son-concave sur Uintervalle I, of faus es il suffic que U'meégalicd

ppe(ft st )

==t S e AL )

fl

(8

it edrifide ponr bRt Ty, Iyaciax, 6L
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Pour n =3, k=2 nous retrouvons le théoréme 2.

L*mégalité (8) et, en particulicr, 'inégalité (6), caractérisent donc
les fonctions continues ©f OON-CONCAVES.

6. La démonstration du théoréme 3 peut se faire de la méme ma-
niére que celle du théoréme 1.

La condition est suffisante, donc, si 'inégalicé (8) est wvérifiée pour
tOUL X, Xas...%g EJ, |a fonction continwe f est non-concave sur [, En
ny—x

P |

effet, posons dans (8), d'abord 2y =3 Hy=m=...=x5, = ) b

p—
B —

les inégalités ainsi obtenues, Nous en déduisons

et ajoutons membre & membre

gulte x = Xy== By . =y =

x4+ ¥ _].’—J'.'] {J:-I—;I-' J-'—J')f F
iy Ty L o 5 = f{x)+ T
() f[ e = S5 =2+l
_ _kfp=1) fu=1¢ Tl
ol d_h+i}.i—2-ua{u—1}=—z *= 1. Il en résulte que les points Fido

-H;_II :;y_};: sont toujours compris entre ¥ et y. On peut alors
répéter Pinégalité (%) en prenant ces points pour x et y. En continuant
ainsi on [rouve

(10) f["—-%l‘+%"]-+ Jr{”fT-"_JfJ = flxh+ FO¥h m=1s 2y

Compte tensnt de ¢>> 1 et de la continuitd de I fonction f, en

faisant m =+ oo, on déduit de (10) Pinégalité (1) de Jensen.

La condition eit wdcessairs, donpe toute fonction nop-concave et con-
tinuwe sur J vérific "inégalité (8) pour tout x,, ¥s,-.., 5. &/. En effet,
les propriétés A, B, C, D du no. 2 somt vérifides pour Pinégalité (8).

7. Considérons "imegalite
(1) L /(=)= 0,
e
olip, =0, w=1,2,...,Mef 5 < 5 < ,..< 2, sontmn points distincts de I

Si Pinégalité {11} est vérifiée pour toute fonction f Acn-concave
gur [, nous avons m =2 ©f

(12) § #uf (60 =B wlns 2ars menif 15
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—1.%...,,m—2[6]. En particelier, g, = (& —2a) (% —sg) =0,
i g T e e (1), en posant f(x) = ¥, i
Tigutte que

L P
a=1 PEE‘ 7l lgl .~

Nous en déduisons que pour toute fonction f convexs sur I, l'iné-
palité stricte -
(13) 3, paf (8] = o

est vérifiée.
De cette analyse résulte e

Lemme 1. S Pindgalicd (117, o po, a =1, 2,..., mri soni det con-
1 §, TONn nécesspirement mfrfgr:nt:s £ Eern) el By
' Equt:::::l:ﬁ;; lpﬂl'rﬂs Eﬂg?sriucu ou non) de Pinteroalle 1, est vérifide

a=1, 2

pour toute fonction [ mon-comcave sur Fersl EFE“ == 0, Pindgalid stricte

(13) ese werifide poir foute fomction f convexe sur I
Revenons & Pinégalité (8). Pour f(x) =z I différence entre le
second et le premicr membre cst égale a

rj_E{I_:_.I% iy i I'-l.
(ﬂh_2 =R 50y — =)

En appliquant le lemme 1 on en déduit la

Conséquence 1. Sf n e un nombre 1I'.Ir:li'u1‘!-! =3, & un rmé:l}e

T owi vérifie Jes indpalitds 2=kE=En—1 L £ X, XgsecoaTaCls
:I:p:ﬂrffmﬁ:bn fi;miaﬂe ot comvexe rur I wénifie Dindgalitd FE], Pépalice

ja gf et seulement 5 Xy = Ty = ... = Xp. :
ﬂw:ﬂfuﬁ en ré::lltc que T ‘wation fonctionnelle quion obtient en éga-

jant lex denx membres de la relation (8), a comme solution continue

sle les polynbmes de degré 1. j _
génerﬂn cff;PI: su-ur une telle solution il est néccssaire q|u|= les fonctions

et — f soient toutes les deux non-CONCAVES, CE qui a licu si ¢t seule-

ment si [ est un polynome de degre 1.
En{:r: qui concerne I'équation foncrionnelle

T g, + g+ oo X}

“4} p—2Tn—%k 2 - "
=(k—2)[.k_:_[§| JF{II':IJ"I[ I 1'1‘24— + x.,]

analogue & Péquation de Cauchy fix -+ y) = f(x) + f(¥), nous allons dé-
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montrer gue sa solution continue générale est on polynbme de degeé 2
qui s'annule pour x =0, done une fonction de ln Forme Ja® + u.

Pour # =23, k= 2 nous avons Péguation Fonctionnelle

(18) fle+ )4 fly+ 2+ et x5 = J(=) + Fo) + )+ fla+ v+ 2),

Considérons donc 'éguation (14) qui est vérifiée quels que soient
Xyy Xyy...s ¥, réels, Remarquons d'abord que tour polynime de la forme
yx? -4 ux vérifie cetie équaton.

Soit maintenane f vne solution de Féguation (14). 81 nous posons
X =¥ =...=x =0, nous dédoizons f{0) = 0. 3i nous posons cosuite
fpour 72> 3), Xy =X, 23 =¥ ¥3 =5, ¥ = X =,.,— 3 = (), nous trouvons
gue In fonction f vérific 'éguation (15). Il suffit done de démontrer gue
toute solution continue de cette dquation est de la forme pz? 4 ux. Ceci
résulte dee recherches de M. Fréchet sur la caractérisation fonction-
pelle des polynomes [3]. Mous allons donner la démonstration. 11 suffic
de démontrer que Ia selutien fde Iéguation (15) est un polyndme de
degré 2. Si nous posons 4% f(x]) = f{x+ 2k} — 2f(x + &) + f(x) et =i noos
posons ¥ = &= h dans (15) nous trouvens (f(0)] = 0), A3F(x) = A3 F{0),
donc aussi .2 f(x+ &) =420} pour rour x et & Nouws en déduisons
Lfx)=Af(x+ ) — £f(x)=0 pour tont x et & d'on la propriéw
resulte immeédiatement.

9. On peat se demander s'il est possible d'érendre les résultits pre-
cédents & I'indgalité

(25 (152 4 as (AR R = g G + IR )

3

étendue 4 4 valeurs x|, 3, %, x; de Fargument (lés sommations ayant
des significations évidenres).

Toute fonction qui vérifie Pinégalité fonctionnelle (1G] est bien
non-CORCAVE, CAL €0 Prenant pour X, f,, X3, ¥y Ics points 2y—p, Zi=1,
2y - x, 2y —x nous en dédwsons Pinégalité (1) de f:ns:n. Maiz la réci-
progue m'est pus veaie, car la fonction non-concave [x—g , 8i g est @
Pintérieur de Pintervalle £, ne vérific pss Findgalité {16), Pindgalité ans-
logue & celle de H. Hornich

(172 x4+ ndt -t =X+ L x4 )

n'étant pas vraie en général. Nous allons donner la démonstration de ce
fait plus loin,

En ce qui coacerne I'dquation fonctionnelle obtenue en dgalant les
deux membres de la relation (16), sa solution continue générale est encore
pn polyndme quelcongue de degré L

Angie=Alavemprird 11
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10, Considérons 1'inégalité
(18) S (1P B g Egt et 2y |20
b=

dont (5) et (17) sont des cas particulicrs, pour n = d0r o - 4 respecti-
vement, Dragomir 7. Dokovié dans son travail cité [2] a montré que
I'inégalité (17} n'est pas vraic, en général. De la méme ml.l:l.l.l.".’:.‘c nous
pouvens démontrer que pour # = 3 quelconque Pinégalicé (I8) n'est pﬂia
vraie, en géndral. Pour cels il suffit de preadre @ =X, = ... = I,ﬁ!l:—ﬂ,
£, = —2 (ou des valeurs quelcongues non-pulles et proportionnelles
certe guite de nombres). Nous avons alors

) A i | n—1 oy
B |2, + gy + ot Byl = : ]k+‘,k-—]]|k |

()4

n

et i a3, le premier membre de {1B) devient

T (o e o o T e
=1 b

N T +ii!{_1:|l-.-1[:::.]{k—ﬂjl= 2{3—!1}{:[".

= 1s Bhaans

De cette manitre on & sussi répondu négativement a4 un probleme
que 'ai posé autrefois [7].
11. L'équation fonctionnclle

Y (=1 E g+ 3+ e hmy) =0
LTl

: ; i i le un poly-
d*a M. Eréchet [3], comme solution continue génera
;:trm: plﬁelcunquc de dl:g.r:E #—1 qui saonule pour ¥ =KX {.'llli’&p:ﬂi[
démontrer cette propriété comme dans le cas particulier 5 =3 de q:u;
tien (15) en remarquant d'abord que tout polynome de la forme aa:*'rif__
+ a4+ @g% vérifie I'équation et que toute solution virifie
!' E—c " i =

aussi 'équation fonctionnelle 4 (%)= ¥ (—1) [ : ] fix -+ i = 0 dont

la solution continue est bien connue, o
Dans I'équation considérée les variables z,, ¥g,....%, sont chmsiﬂ
de toutes les manidres poscibles avec la seule restriction que toutes I3
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sommes Xy, + &y, + ...+ %, [pour tout k) restent dans un inrervalle de
I'axe réel qui contient Vorigine. Cet intervalle peut, en particulier, se
reduire & 'axe réel lni-méme,

12, L'équation fonciionnelle

vérifiée pour tout ¥, ¥s,..., % &/,8 comme solution continue générale
un polynome quelcongue de degré L.

Ce résultat peur étre obtenu indépendamment de 'érude des fonc-
tons pour lesquelles I premier membre ne chinge pas de signe.

En effer, tout polyntme de degré 1 vérifie 'équation, mais le po-
lyndéme x® n'est pas une solution puisque

3:3. E—ﬂ‘"é EW (3 + Hgy + oo+ P = 1_,:,‘5*“ () — *1o)?

uin

est, en pendral, différent de 0. (I est de longueur non nulle).

Enposant xy=x + (1—1}nlk, i =1, 2,...,n, nous rouvons gue 1oute
solution [ de I"dquatien considérée vérifie auwssi unc équation de laforme

n—l ju
' }:? I.::,.f(x 4+ oah) =0, ot x, s4+(n— Ll hel, les q, sont des constanies
a=0

et ay==0y agu_ypu 5= 0. Nous savons [5] que toure solution continue dune
telle équation est un polyndéme.
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ASUPRA UNOR INEGALITATI CR CARACTERIZEAZA
FUNCTIILE CONVEXE

Poezuimat

Se demonstreazd ci incgalicipile {1} (6 wr'kﬂ-} lﬂﬂﬁﬂl‘iﬂﬂﬁ funcgiile
continue meconcave, iar (16) esie o co itie suficientil, dar ou necesari,

de neconcavitate.

0 HEKOTOPBIX HEPABEHCTHAX KAPAKTEPHIYEOLIHE
BRITYEARE DYHKLHHA

Kparhoe cogepaiie
B 3Toii pafote AoEAsmBaeTed 91O wepasencTaa (1), {ﬁ!}. (B} xapak-
)

TepH3yKT HeOpepHOfLe He gorHyTHE (pyHELHR #H UT0 | ABNHETCH
AOCTATOUHEM HO He HEOOXOMHMBM YCAORIEN B YRJIOCTR.




