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REMARQUES SUR LE RESTE DE CERTAINES FORMULES
D’APPROXIMATION D’UNE DIFFERENCE DIVISEE
PAR DES DERIVEES

PAR
TIBERIU POPOVICIU

membre de I’Académie de la République Socialiste de Roumanie

1. Considérons une fonction f définie et ayant une dérivée m-iéme
continue sur l’intervalle fini et fermé [a, b], (a<Cb).
Soient @ =x, =¥, =..=x =« _  =b, n- 1 points distincts ou non,

n == "nt
appartenant 4 Pintervalle [a, 4] tel que les extrémités a, b soient parmi ces
points. Il en résulte que # (> 0) est un nombre naturel. Désignons par
a=ux, =x < x,<..< x, =x, ,=> les points distincts parmi les points
x, et soient &,, k,,..., k, leur ordre de multiplicité respectifs. Nous avons
done 2=p=n-+1, &, k,,..., k, sont des nombres naturels, &, + &, -+ ... 4-
+k, =n-+1 et max (&, kz,...,'kp) =n. - ’

Conformément 2 la notation des points x_, x/,, nous avons

?
xk]"""2+~--+ka—1+6 = Xy ((3 = 15 2 3000y kaa o = 13 25"'3 P):

(B, + k, 4 -k, | est remplacé par 0 si o =1).
Il existe une fonction continue G (x), complétement déterminée, telle

que P’on ait
b

(1 (> 2y 3 %, 3. /) = | G (3) 7 (3) i,

ou nous avons désigné par [x,, x,,..,x, ,;f] la différence divisée de la
fonction f sur les noeuds x , (0= 1,2,...,2+ 1).

La formule (1) est un cas particulier d’une formule de R. v. Mises
[4]. Lorsque 7 = max (k,, k,,...,%k,), ce qui a lieu si et seulement si p =2
et k, =1 ou k, =1, la propriété résulte de la formule (1=%(=1n)
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[a3a3"') a) b, b EAS ] b;f] s

(2) : ! b - -
f(k—l)!(n—/e)!(b_a)nS(x—a) (b —x)t =1 f00 (x) dw

qu’il est facile d’obtenir, en calculant I’intégrale du second membre par
des intégrarions par parties répétées.

2. La formule (1) peut aussi ére déduite d’une autre de G. Kowa-
lewski [3] relative au reste de la formule d’interpolation de Lagrange
(de Lagranze-Her nite en général).

Pour simplifier, supposons que les noeuds x,, (0 =1, 2,.,7 4 1),
soient distincts, donc que a = x, <, < .. <{x, < x =b. Posons [(x)=

B . .
=[] (x — x,) et considérons les polyndmes fondamentaux d’interpolation

o=1
I (x) =— Ha) , (0=1, 2,..., n), relatifs aux noeuds x_, (0 =1,2,..., 7).
(x —x,) I (x,)
Désignons enfin par L (x,, %,,.,% ; f|x) le polyndme d’interpolation de
Lagrange de la fonction f sur ces noeuds. G. Kowalewski obtient [3]
le reste f(x) — L (%, %, 5eens x”;f] x)l=rl (%) 3 xgleg e wa230f ] de la formule
d’interpolation de Lagrange sous la forme suivante

" x(x[y = u)"~1
(3) D(x) [, % 5y, 5 x5 [ = Z I (x) Q (n .:_D_!__f(n) (u) dus.

Yo

Si nous posons maintenat L (x) = (x) (x —x ), nous obtenons

, L' (x, )
l(sz—l) == L (xn*lfl)i la (xn+1) = T(_’)C—)_’ (O' = 15 2""’ n)'
= b, dans (3), nous déduisons
b

En posant x =x,
@ £ =3\ B i g
: Xy Xy X 5 f] = =5 e \ e f0) () dua
12 772 %y 11 ng(xm). (n;l)'
Yo

3. La formule (4) nous montre que si les noeuds sont distincts la
fonction G (x) de la formule (1) este continue et méme, sinz > 2, a une
dérivée continue d’ordre n — 2 sur {a, b] et se réduit & un polyndme de
degré n — 1 sur chacun des intervalles partiels [x,, x, ], (a =1, 2,...,n).
Nous avons appellé autrefois une telle fonction une fonction élémentaire

-
£ ——
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d’qrdye 7n—1 et nous avons montré quelle est son importance dans la
théorie des fonctions convexes d’ordre supérieur [6]. On les appelle au-
jourd’hui aussi des ,,spline* fonctions de degrén — 1. I. J. Schoen b'erg
les a employé [9],[10] dans d’intéressantes recherches sur la quadrature
approchée,

Lorsque les noeuds x,, (0 =1,2,..., n + 1), ne sont pas distincts mais
sont groupés dans les noeuds distincts x/, d’ordre k, de multiplicité respec-

tifs, les propriétés précédentes ne sont que partiellement vérifiées. Prolon-
geons la fonction G (x) par la valeur 0 & Pextérieur de Pintervalle [a, b].
La fonction G (x) ainsi prolongée este définie sur (— o0, + o), est conti-
nue' sur Pintervalle ouvert (a, b) et se réduit 3 un polynﬁme’ de degré
n—1 sur cha‘cun des 1nteryalles (— oo, (%, + ), (%, %, )5 (=1,
2,...,‘p — 1). Sur le noeud x, (=1, 2,..., ), lafonction prolongée G (x) est
continue si n=1- %, et a une dérivée continue d’ordre 7 -1 — k, si
n>1-44k,. ' *

e 4. La fonction G (x) de la formule (1) est non-négative et a une
intégrale positive sur [a, b]. En effet, si nous posons J = x" nous déduijsons

La non-négativité de G(x) sur [a, b] résulte de la formule de Ia
moyenne de Cauchy

5 i %, 03 F1 = S (E), 56 (),

En_effet, si la fonction continue G (x) n’est pas non-négative il existe
un sous-intervalle [e, (] de longueur non nulle de [a, 8] sur lequel G (x) < 0.
Soit alors f(x) une fonction (continue), définie sur [q, 5] dent la dérivée
n-ieme est donnée par
(6) £ (%) i) 0 pour x € [a, o] U [f, 8],
l(x—a) (B—a) =0 pour x € (a, ).
D’une part, de (5) il résulte que [, 5 %55 %, 5 /1= 0 (la fonction f
est non-concave d’ordre n — 1), D’autre part, de (6) il résulte que
b B
\G(x> 7 (x)dy — \ G (%) fO) (x) dac < O

ce qui contredit Pégalité (1),
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Les propriétés de la fonction G (x) de la formule (1) ont aussi été
étudiées par D. V. Tonescu [2].

5. La formule (59) de Cauchy nous suggére la formule d’approximation
1
(7) (%5 Xy 5000 %, 44 3 f1=~ ;le(") (o),

ol x, est un point donné. Le degré d’exactitude de cette formule est =7
et ce degré d’exactitude est > n si et seulement si dans (7) nous prenons
1 n+l . .
X, = —— Y X, Alors le degré d’exactitude est »-+ 1 et nous avons la
n + 1 o=1
formule d’approximation
x, %, A -+ xnLl

n--1

1
(8) [, 5 %y yeuns %, 143 f1 = = £ )( )-—k R

Cette formule est une formule du type Gauss [7] et a donc le reste
de la forme simple [8]. Un calcul simple nous donne le reste R sous la forme

1 nt1 Akl \2

(n4-1) S % — ( xa)
(n+1).(n+2)! ; o;

ol &, %,, E, sont trois points distincts de Pintervalle (a, b) (dépendant, en

général, de la fonction f).
Si la fonction f a une dérivée d’ordre n + 2 sur (a,b), on a aussi

1 n+1 n+t1 2
S %YV“”& £€(a, b).
T | LD Vit b ( ’
La formule (8) a été examinée dans le cas particulier p =2 et k, =1

ou k, =1, par Laura Gotusso [1] qui a obtenu, dans ce cas, le reste
avec un peu d’imprécision, La formule correcte de Laura Gotusso s’obtient
en posant x, = x, = = =%, = X, X ., =%+ h ou x =x+h x,=x, ==
=x , =x dans (8) et (9). On obtient ainsi la formule d’approximation

(avec reste)

(& Eps a3 ST,

© R=

n—1 po hn 1 h nhnt2
k) = RAS o 1] o f) L e T fint2) (f ,
AR oga!f (x)+n!f (x+n+l)+2(n+l).(n+2)!f ®)

ou & est 4 Pintérieur du plus petit intervalle contenant les points x, x - A.

6. On peut obtenir les résultats précédents sans passer par la formule
(1). En effet, nous avons démontré [5] que si la fonction [ est convexe
d’ordre n— 1, nous avons l'inégalité

——

= -

] RESTE DE CERTAINES FORMULES D'APPROXIMATION 107

X o
[xl’xz"":xn+15f]>7%f(")( 1+x2+ +xr’ﬂ)

n-+1
(o x, ne sont pas tous confondus). La simplicité du reste de la formule
(8) en résulte alors [8).

7. On peut obtenir d’autres formules d’approximation de la différence

\

divisée (1), en appliquant 3 Pintégrale du second membre une formule

quelconque de quadrature, Je me contenterai d’ i
conx . examiner en
particulier, e uh e

Faisons d’abord quelques calculs préliminaires. Les moments
b
= \ G(x)x"dx, (n=0,1,...),

peuvent étre calculés 2 Paide des fonctions symétriques bien connues

w = % %92 eur R4 - D = ion ¢é
r > X0 e Bt (r =0,1,...; w,= 1), la sommation étant
oytaagt . hay, = i

étendue aux solutions entiers nonnégatives de Péquation diophantienne
o + o, +w+a, =7 On peut calculer les w_ 4 Paide de la formule de
récurrence

(10) w, —pw_ +p, W,_y =+ (=1tp w =0, (r=1,2,.),

ntl y—
€n posant w_ — = = = = :
n p @, Lw =w ,=w=w_=0,p, Pyseens P,y Ctant les fone-
tions symétriques fondamentales des Ky Xyyes X,
. n
Si nous posons f= xn*r dans (1), nous obtenons

b

!
W= [X, %, 500y x5 xmh] = (n_—}—lr)_g G (x) xrdx
d’oun G
r!

= w, (r=01,.; 0l =1).

( + 1‘) [ ( 3 Lo 1)
8. Slllppf)sm’ls que les noeuds x,, (¢ =1,2,..,n+ 1), soient symétri-
quement distribués par rapport a Porigine, donc que a = — b, x, + x vo—a =0,

(0’12 1,2,..,741). Dans ce cas on a ?,=0 pour o impair et de (10) il
résulte que w =0, donc aussi ¢, =0, pour r impair quelconque.
"Nous avons la formule d’approximation (m = 1)
;‘..1 b
(1) \G()f(w)de~ SG (x)[ 2 (0)] de= 5> oy (O

) = a=0 ! » a=0 (20)!
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dont le reste

2m

(12) S G (%) 527 [, 0, 0 50y 05 f) dt

est de degré d’exactitude 2m — 1 et est bien de la forme ‘simple, donc
de la forme :

(13) b, . Cg,,, [El ) Ez 3reey EQm*I-I 5 f] 3

les g, étant 2m -+ 1 points distincts de Pintervalle (— b,5). Dans- (12) on
suppose que la fonction f ait une dérivée continue d’ordre 2m — 1, mais
le reste est de la forme (13) méme si f a une dérivée continue d’ordre
2m — 2 seulement. Le reste peut donc se mettre sous la forme

,202”’ [E 0 -f(2m—2)]
(2m)! SERUERET S M
g5 &y, &, étant trois points distincts de Pintervalle (— b, b).
Nous déduisons que si les noeuds x,, (a=1,2,..,n+1), sont sy-
métriquement distribués par rapport & l’origine et si x , = —x =b(>0)
nous avons la formule d’approximation

m—1

. . . wZo_c_ w20 _‘
[xl’ Hyaeess xn+1>f] = ;::0 -('n_—l—_Za) ! flr? )(0) F

-+ a2t , [gl . E’Z s ES i f(n*l-i’m—ﬂ)] 3

ol f aune dérivée continue d’ordre # -+ 2m — 2 sur (—b,0) et §,, &, &,
sont trois points distincts de cet intervalle, .

La formule (11) est encore du type Gauss, d’aprés la définition -des
formules de ce type [7].

¢

Université ,,Babes—Bolyai*
Chuy

Regue le 13 11 1967
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OBSERVATII ASUPRA RESTULUI ANUMITOR FORMULE DE APROXIM
) 3 D ARE
A UNE! DIFERENTE DIVIZATE PRIN DERIVATE

(Rezumat)

Se fac citeva conslderagiuni. asupra reprezentdrii (1) a unei diferente divizate. Se de—
monstreazi apoj cd restul formulei de aproximare (8) are o formi simpld. Lucrarea se incheie
cu unele generalizdri ale acestei formule. '



