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REPREZENTAREVECTORIALÃACUADRICELORDERoTATIE(I)
(Rezumat)

ln vederea unificärii metodei de tratare s ë extinde la cuadricele

de rotaçie, 9i în Nota ".-åto"t. 
partisl la cuadri vectorialä utilizatã la

"À"ì*-i"'til 9i [3]. se .t;bibt" .ôouiiit" canonice (3'9')) sub forma vec-

torialá a cuadricelor de rotalie'
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REMARQUES SUR LE RESTE DE CERTAINES FORMULES
D'APPROXIMATION D'UNE DIFFÉRENCE DIVISÉE

PAR DES DÉRIVÉES

PAR

TIBERIU POPOVICIU
membrc cle l'Académie de la Iìúpublique Socialiste cle Roumanic

1. Considérons úne fonction / définie et ayant une dérivée z-ième
continue sur l'intervalle fini et fermé [arb], (a{b).

Soient d : xrlxrl... S tru Í*n.,_r:b, n f 1 points distincts ou non,
appartenânt à l'intervalle [a, b] rel que les extrémités a, b soient parmi ces
points. Il en résulte que n (> 0) est un nombre naturel. Désignons par
Q : ït: xl { x'r{ ... { ío : x, rr : ó les points distincts parmi les points
.rd et soient h1, k",,,,,k, leur ordre de multiplicité respectifs. Nous avons
donc 2 I p 3 n -l l, kt, kzr,,,, kp sont des nombres naturels, kt a- h2 + ... -l-
Iho:n-lI et max (å,,h2t..,tkr)Ir,

Conformément à la notation des points xot x'o, nous avons

xrt,)-hr+...*ko-r-l-ß : ì*' Î':7'2 '"''koi 
q' : 1' 2t"',þ)'

(\+ k2 F...+ åo_, est remplacé par 0 si o:1).
Il existe une fonction continue G (t), complètement déterminée, telle

que l'on ait 
b

(1) fx, x"t...txn1tt fl: \c1r¡¡,', (x) dx,

;
oir nous avons désigné par lx, xr,.,,rx,*r;.f) la différence divisée de la
fonction / sur les noeuds xo, (u:7r2,.,.,n1-7),

La formule (1) est un cas pârticulier d'une formule de R. v. Mises
[4]. Lorsquë 7x: max (,4,, 1e2,...,kr), ce qui a lieu si et seulement si þ :2
et å1 :1 ou À, :7, la propriété résulte de la formule (1 Skln)
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[y'ttt' b, b_'..:]jfl:
h t¡ )-1- h

(2)11
--: 

- 
. \ (" - ø)n-r' (b - x¡r'-t ¡t',) (r)dr

(k-l)l (n k)! (b n)" 
)

qu'il est facile d'obtenir, en calculant I'intégrale du second membre par
des intégrations pal parties r'épétées.

2. La formule (1) peuc aussi être déduite d'une autre de G. Kowa-
I e w s k i [3] r'elative au reste c1e la formule cl'interpolation cle Lagrange
(de Lagranle-Her uite en général).

Poul siinplifier, supposons que les noeuds x,, (ct. - 71 2,,..,rt -l' 7),

soient distincts, donc que ¿¿ : x, 1 x"1. ... < x,<xu t t --= b. Posons I (x) :
ú

-- il (x - x") et consiclérons les polynômes fondamentaux cf interpolation

,";;; -. -'(.)-, ,,(,r'-' 1,2,...,2),relarifsauxnoeuds xo.,(cr:1,2,...,n).- (x x*) I (xo)

Désignons enfin par L(x, xr,,,,,x,,;f x) le polynôme d'interpolation de

Lagrange cle la fonction / sur ces noeuds. G. Kowalewski obtient t3]
le reste /(r) - L(.xt5 x2e...tx,,;.f lx) --l (x) fx, x2,...,x,,xi,f] d" la formule
d'interpolation de Lagrange sous la forme suivante

d'ordre z - 1 et nous avons montr solì irnp
théorie des fonctions convexes d,or [6]. Onjourd'hui aussi des ,_,sp-lin9.. fonction i.- f. I.les a employé [g], UOl dans d,intér rches iur
approchée.

Lorsque les noeuds xo, kt : Ir2r..., n I l), ne sont pas distincts mais
sont groupés dans les noeuds distincts r" d,ordre åo de rnultiplicité respec_
tifs, les propriétés précédentes ne sont que partielläment vérifiées. prolon-

G (x) par Ia val
ainsi prolongée

le ouvert (ø, ó)

2,...,þ- l). sur r"o::.;Tï:'å:: 7,
continuesizà7-l/e, et å une dérivée conrinue d,ordre n-7-k,,si
tt> 1-I ko.

4. La foncrion 9 Q)" q. h^ formure (1) est no'-négative er a une
intégrale positive sur [ø, ó]. En effet, si nous'posorr, ./l,rl,-rorrs déduisons

b

f'^ 1

)nf"l 
o*: 

n',.

La non-négativité d,e G (x) sur [ø, å] résulte cle la formule cle Ia
moyenne de Cauchy

(b) fx. x, t...t x,,.t ,; f I - 
"1 

,f 
,,, {'r), E Ê @, b).

T?.

En effet, si la fonction continue G (ø) n'est pas non-négative il existe
Bl de longueur non lqll. .¿" [ø, å] sur lequel G (r) <{ 0.
onction (continue), cléfinie iur' -[ø, å] dbnt la ¿ériv¿e
r

0 pour rr €,[e,,).] u [¡,i, å],
(*-n.) (f¡-r) *0 pour'ø((a,lì).

D'une part, de (b) il résulte que fx,,xr,...,x,)_t;fl=0 (la fon*ion /
est non-concave d'ordre n- 1). D,autre part, de (O) il résulte que

I

tLl

l

i
\

(3) I (x) [xr, x2 r..t xil, x i f I : lt, 1x¡
i (x. - u\"-'

)ä, fl' -fdù(rt)du'
r1r

i

i

I

I

'¡

Si nous posons maintenat L (x) : I (x) (x - ff,, *,), nous obtenons

L' (x ,\
I(x,,t,) : L' (x,,,1), lu(x,,r,) : - -).'-"-, kt : 1,,2,,,,rn).

L' (x,)

En posant x - xu I : ó, dans (3), nous déduisons

u \ Í(x -u\,-'(4) 1x,, x.,...,x,,,,. f il-- Ð r,tr.l ) 
' 
ø _ ilr ft"t þr) út.

,.' *r.

3. La formule (4) nous montre que si les noeuds sont distincts la
fonction G (r) de ia formule (1) este continue et môme, si rz ) 2, a une
dérivée continue d'ordre n - 2 str La, b] et se réduit à un polynôme de
degr'é z -- I sur chacun des intelvalles partiels fx,, xo_,_r), (o.-712r,..rn),
hTous avons appellé autrefois une telle fonction une fonction élémentaire

(6) ¡rtt (x) : I
t

G@)fnt@)dx-

ce qui contredir l'égalité (l),

G (x).fo,t (x) dx < 0
P'

i
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Les propriétés de la fonction G (r) de la formule (1) ont aussi été

étudiées par D. V. Ionescu t2).

5. La formule (59) de cauchy nous suggère la formule d'approximation

(7) fx, xr,,.., xn..l;fl æ J-¡ut lxr¡,
n!

oir re est un point donné. Le degré d'exactitude de cette formule est > 22

et ce degré dtxactitude est > z si et seulement si dans (7) nous prenons
.l ril

x^- -i- ïr-. Alors le degré d'exacdtude est n -l- 1 et nous avons lau nllF, "

formule d'approximation

(B) lx,, x, r..t xn-t t; .fl : *. rr,(l' -l + ,r 
t"l) 

r n.

Cette formule est une folnule lu type Gauss [7] et a donc le reste

de la forme simple [S]. Un calcul simple nous donne le reste R sous la forme

o: 
ø +#ø * r),1ø. ,,Ð'; - (ä."Ï 

I 
.rs,,8,,'q.';,/(')1,

où E,, i2, Eu sont trois points distincts de l'intervalle (ø,å) (dépendant, en

sénéral. cle la fonction /)." Sí la fonction / a uire dérivée d'ordre n 12 sur (o,b), on a aussi

(s) R: 
à-(n ++(n+ 2)tf ø * t¡ f .z-(är)']t''*')(E), E€,@,b)'

La formule (B) a été examinée dans le cas particuliet p : 2 et kr: I
ou år:1, par Laura Gotuss_o [1] qui a obterru, dans_ce cas, le-reste
,v".'no p.ù d'i-p"écision. La formule correcte de Laura Gotusso s'obtient
en pOSAnt Xt: Xz: )'t :Xr: fr, Xr+l: X + h OU JCI : X * h, Xz: lt : "':
: tc. ,,:.r dans (8) et (9). On obtient ainsi la formule d'approximation

n+L
(avec reste)

f (x ir, :,p 
!,r*, 

(*) +h",,¡r'r[r n ;1 ,) u ,t # ,rl,/{"+')('€),

oir ! est à l'intérieur du plus petit intervalle contenant les points x, x I h.

6. On peut obtenir les résultats précédents sans passer par la formule
(1), En effét, nous avons démontré t5] que si la fonctíon f est conz)eræ

d'ordre n-1, nous aaons I'ínégalhé

fxr, x, t..,> x nt r; -f] > ], f 
,,, (!j:##-)

(où .rn ne sonr pas rous confondus). La simplicité du reste de la formule
(8) en résulte alors [8].

.. . .7..on peut obtenir d'auffes formules d'approximation dela différence
divisée (1), el appliquant à I'intégrale du rË.ì"¿ Ã.Ãu"" .rrr" formuie
quelconque de quacliature, Je mð contenterai d,examiner encore un casparticulier.

Faisons d'abord quelques calculs préliminaires. Les momenrs
b

,,, : 
\ 

G (x) x" dx, (n:0, 1,...),

peuvent être calculés à l'aide des fonctions symétriques bien connues
u,: 

". D xol tcoz... *:\ri , ? :0r1,... i wo: I), la sommation étant
a1*42* ,,, -ldn+l:t

étendue aux solutions entiers nonnégatives de l'équation diophantienne,rll o, -F ...+ o,,r_r : r. On peut calculer les ar, à lraiäe de Ia fbrmule de
recurrence

(10) w, - þru,-t * pru,_z - ... + (- l)"*, p,-Ftu,_n_1: 0, (r : l, 2 ,...),
en posant wo:7, *.-, .Q-2:-...:,u-r:O, þt, p2t..,tÞn¡r étant les fonc-
tions symétriques fondamentales des I

si nous posons .f : x,r" dans trl, fiïJ'åtil,iex

RESl'E DI] CJEIì1'AINES FORÀ4ULL.S D'AI)PROXIMÂTION

wr: fxr, x2r,.,, xr+r1 xn'l-rl : n*r)l
r!
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8. S.upposo", ;. l: *;i 
" 
*-o, ro :' r,,, rt,,0'o *'r,r, soienr symétri-

quement distribués par rapporr à l,origine, donc que a : _ b¡ xo * x,*r,_o:O,
(1 : t, 2 r,'.,fl f 1). Dans ce cas on a 1,,: 0 pour cr impair- .t å.' (jOl ii
résult-e_ que wt:0, donc aussi c":0, dory r impair quelconque.

Nous avons la formule d,aþproximation (m > 1)

d'où

(11)

b

Io o,r,, * = \" ,, [ .Ð ftr*,ror]0. 
: þ. 1íï¡,r,*,ro¡,-þ -b
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dont le reste

(t2)
I

-b

G (x) x2,'[r, 0, 0 ,..., 0;/] dr
L-!

2nt

5. Popoviciu T., Notes sur les co e1g1 d.'91drc suþérieur (V). Bull. de la sectionsci. Acad, Ronma.ine, pl 351_Sb6.6, Notes sut, les fonction-s cfJrdt,e supérieur. (IX). Bull. marh. cle la Soc. Rou_p. 85-141.
de întegrarc numericã a lui Gauss. St. si cerc.

atem., 195b, VI, pp. Zg_57.
linéaires d'aþþroxirnation de I'analys¿, Mathe_

dea^iation and. best quadtature fornuløe. J, SIAM
t'¡0.

Numer, Anal., 1g66, 3, pp, szflsand 
best quadrutute fortnulae (II)', I' srLl./_

est de degré d'exactitude
de la forme

2m -- 1 et est bien de Ia for'me simple, donc

(13) tr,,fEp E",...,E",,, 
'_ri.f 

) , :

Ies io êtant 2m l- 1 poiqts distincts de f intervalle (- b,b), Dans
suppose que la fonction / ait une clérivée continue d'otdre 2m -le reste est de la forme (13) même si / a une dérivée continue
2m - 2 seulement. Le reste peut donc se mettre sous lâ forme

2c

tffilt,, É., !r'f(zn-ztf, . :

OtsSERVATII ASUPRA RESTULUI ANUM-I'I'OR FORMULE DE APROXIMAREA UNEr DTFERENTE DIVTZATE pnrñ ònnrvarr
(Rezumat)

Se fac cîteva considera¡iuni.a-supra reprezentãrii (1) a unei diferençe divizate. Se de_monstreazã apoi cä restul formulei de ãproximar" (8i-;;"; r"itr- ,ilpi¿i'L,r"."r"o se încheiecu unele generalizári ale acestei formulê.
E,, E' E, étant trois points distincts de l'intervalle (-b,b).

Nous déduisons que si les rìoeuds ffø, (ø : 1, 2 r,,,rn ! l). sont sy-
métriquement distribués par rapport à lrorigine et si xn+t: - xt: á (> 0)

nous avons Ia formule d'approximation

n-t u^
fx, xrr,.., x,. ,; fl: ) ' --- 3d ¡1'r-z*) (0) -l-

*":o (n l- 2o.)l'

2w
| ----:!!-It : t. î(n1'2n-211
' ("+z*)trSl:52' 

s3'J t)

où / a une dérivée continue d'ordre n * 2m 2 sv (- b, b)

sont trois points distincts de cet intervalle.
La formule (11) est encote du type Gauss, d'après la

formules de ce type [7].

et 'É, , Er E3

définition des

ll.eçue le 13 II 1967 (Jnia er sité,, B abe ç- Bo ly ai"
Clu.i
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