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Considérons une fonction f = £{x) réelle, d'une variable
réelle et ¢ un fonction d'approximation de T,
(1) ff = g .
La fonetion ¢ est cholsle dans un certain ensemble détermind da
fonotions d'approximation, On peut, par exemple, cholsir @ dans
un ensemble vérifiant certalnes conditions interpolatoires, Cn
peut en géndéral supposer que lea fonctions £, ¢ solent définiea
sur le méme ensemble de l'axe réel, mais celte hypothdse n'est
pas esBcntielle. Toutefols si on veut utiliser 1'égelité approxl-
mative (1) & l'approximation des valeurs de la fonotion f par
les valeurs correspondantes de la fonction ¢, il faut supposer
que @ soit définie sur un ensemble gui contlenne l'ensemble de
définition de @ .
Dans les probldmes d'approximation on cherche en général
une fonotion d'approximation ¢ de manidre que l'erreur f - @

vérifie certaines restrictions imposdes par la nature méme du

probléme considéré.
liais i1 est important de chercher & conserver par
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La fonctlon interpolatrice P(x 3 g4eee,x;; £ | x) conser-

ve lea signe de la fonction f. On peut facilement démontrer cette

propriétdé, Flle résulte aussi de la formule

(2) B(X sXpreearXyi flxd = ja g, (x) B(x, ),
ol les fonctions 9, , @ = Oy1,...,n définies sur [a,b] sont des
fonctions polygonales particuliéres, ayant les noeuds x, ,
o= 0,1,+.s,0, indépendantes de la fonection f et données par
les formules

E {_%_1—}:‘:} l}:—}r.m__.-lh(xu;l-—xm;} |x—x“1+[:-:a-::{ﬁ__;) | :-:-a:n,_rll

o 2lxy g = X)) (X = Xy y)

af = 1,2,.054y8=1, 51 %= Q,n, nous avons

=~ xll -~ X + X
@ =

. . 2{;1-53
l{ Py - |x—xﬂ_l| + X = xﬂ‘lh
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La prupriété de oonearvation
du signe peut 8tre dnoncée de

la fagon suivante:

51 la fgggt;nn'f eat non-
négative, positive, népative,
respactivement non-pesitive
(sur [a,b]), la fonotion poly-
gonale (2) est gussi non-néga-

5 tive, positive tive g=
n 1
pectivement non-positive (sur
[a, b]).
*n-1 B
Fig. 4 51 nous appliquons la for-

mule de transformation d'Abal
au second membre de la formule (2), nous déduisons

P

1'approximation (1) certaines propriétds d'allure de la
fonction T,

Bvidemment, il faudrait tout d'aebord préoiser ce gqu'on
entend, par 1'allure, plus exactement, par une allure déter-
minée,d'une fonction et ensuite, ce gqu'on entend par conservar
catte allure, Nous ne chercherons pas & donner une définition
de 1'sllure d'une fonction, Nous considérons seulement quelques
propriétés que nous convenons de considérer comme caractérisant

cortainoo-alloresstellés que: la non-négativité, la monotonie, la
gonvexitd d'un ordre donnéd etio, Nous dirons toujours ce qu'il
faut entendre par le fait que la fonction d'approximation

conserva una allure domnnéa de la fonction f.

g 2.
Commengons par un exemple, Solt f une fonotion définie
sur 1'intervalle fini, et ferméd [a,b] et soit
Pixn,xl,....xni £ | %) la fonction polygonale ,inserite" suivant
lea sommets, ou plutft les poeuds a = x € X; €... € X 5 <X =D,
Catte fonction est caractérisée par les propriétés interpola-~
toires

P{xﬂ. XppennsXpd fl:ﬂ:u} = f{xu Yo WmOliiee il

et par le fait gu'elle est continue sur [a,b], étant lindaire
sur chacun des intervalles partiels [xu—l' xﬁ] Bz LiRyeaejll

déterminés par les noeuds.
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sont les différences divisées d'ordre 2 sur les noeuds
Xpor X3 v Xg» @ = i LR

Les fonctions x, sont non-concaves (habituelles) et
nous en déduisons la propriété sulvante de la conservation de la

convexitéd (plus exactement, de ls non-concavité) habituelle

(d'ordre 1)t
81 la fongtion f est non-congave, respectivement non-
convexe d'ordre 1, la fonction polygonale (4) est mussl non-con-
cave respgotivement non-gonvexe d'ordrae 1.
8 Tandis que la conssrvation du signe et de la monotonie
ont lieu gtiriot, la conservation de la convexitéd d'ordre

1l a lisu seulement au sens large. Cecl signifie que si la fonc-
tion non-négative (ou non-dédcroissante) f est, en particulier,
positive (ou croissante), la fonction polygonale (2) emi non
seulement non-négative (ou non-décrolssante), mals est de plus,
poeitive (ou oroissante). En méme temps, sl la fonotion non-con-—
cave d'ordre 1, f est convexe d'ordre 1, la fonction polygonale
(2} est seulement non-concave d'ordre 1 sans &tre nécessairement
convexe d'ordre 1.

Kous allons faire encore une remargue sur les fonotiona
polygonales, Ce: sont des fonctions continues qul se réduisent a
un polynome de degré 1 sur chacun des intervalles [xu_l, xu] '

o =1,2,...;0, déterminés par les noeuds. On peut les d&ftuiﬁ
aussl comme des combinaisons linéaires d'un polynome de degré 1
et d'un nombre fini de fonotions de la forme |x - A+ x - A,

ol A€ [a,b]. En général, une combinaison linéaire d'un polynome
de degré n-lt d'un nombre finl de fonctions de la forme

(J= =A|] + x =a )", ob A¢[a,b], est dite une fonotion

é18 ‘ordre n (n = nombre naturel), Une telle fonction

T L

I
(3) PCysXypeens®yi ZIX) = £) + T 400 [y Xy ]

ob =
¢¢I- = {xu; -,:‘_,_1} BEE':PEE?:} =
=-%[|x-xm_1| S £ R S S o L2 yll
gt
f{xu:} ) f{:u_l}
[xﬂ_l.xm;f]= s
ast la différence divieda de la
B K= % b
fonction £ sur les noeuds
Fig. >
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Les fonctions ¢, sont non-décroissantes (et non iden-
tiguement nulles) et nous en dédulscns la propriété suivante de

la conservation de la monotonie de la fonction £t

51 la fonction f est non-décroissante, eroissante,

déerolssante, respectivement non-croissante (x€ [a,b]), la

fonction polygonale (3) est aussi non-décroissante, crolssante,
décroissante respectivement non-croissante (sur [a,b]).

Bi nous appliguons encore une fols la formule de Lranu-

formation d'Abel au second membre de la formule (3}, nous dé-

-ﬂuiﬂﬂﬂﬁ
() Ptxnrxlrtlquhi " 4 J X) = f':-“:ﬂ] + [:{ﬂlxl; f] (x-a) +

n
+ EE xm{‘xj [IE—E' ]':m_l!ru H fq ' K = E.__a'_*_‘n .

ol X, sont encore des fonctlons polygonales ayanxt les noeuds
Xy @ =0,1,...,0 8t sont indé-

*o ; pendantes de la fonction f, Les

[%y 2 %g_1r % b f; .

Fig, 6 3 (X v Xy 5 £] = [%g 01 %y g3 T1 _
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propriétés de ces fonctions sont blen connues, Le cas n=-1 cor-
respond & la conservation du signe de la fonction. Il y a des
opérateurs trds importants de cette forme, On les appelle
d*habitude des opérateurs positifs. De tels opérateurs sont
fournis, par exemple, par les sommes de Fejér des séries Fourier,
par divers polynomes d'interpolation de Fejér etic. Les opdrateurs
positifs jouent un rfle trde important dans la théorie de
1tapproximation polynomiale, trigonométrique et d'autres approxi-
mations du méme type.

Depuis qunléa;a anndes nous avons commencd & étudier
augsl le cas n >=1, pour plusieurs opérateurs déterminds, Ces
recherches ont commencé par la remarque que le polynome bien

conny de 85, N, Bernstein

(5) B [£lx] = jﬂ g% () Q-0

conserve sur l'intervalle [0,1] la non-concavitéd d'ordre n de la
fonotion £ pour fout n £ -l. D;ns c@ 0&s nous pouvons prendre
B=1I-=1[0,1]. Pour n§ m -1 cette conservation est méme su sens
strict, danu'ai f sat convexe d'ordre n (= m-l) le polynome (5)
est aussl convexe (mnon seulement nmon-—concave) d'ordre n. Il est
d'ailleurs utile de remarquer gqu'ici il suffit méme de supposer
que la fonction f solt non-concave d'ordre n sur les pnintﬁ-%%,
= 0,100ey0. Pour nZ 2 cette condition est plus large que la
non-concavité d'ordre n sur un enseamble guelconque contenant ces
peints [6].

La propriété de conservation signalée du polynome (5)
résulte des propriétés des dérivées des fonctions convexes

d'orpdre aupﬁriaur_ut de la formule
K
(6) 4" B [f]x]

. mlk! l'ﬁk [ o %,... etk ; T (l-k} x“‘ {l-x}m—k-u ‘
m(m=-k) ! m=0 - " = ¥

o

est continue et a une dérivée continue d'ordre n-l (sin > 1)

sur [a,b] [7]. Autrefols nous avons montrd l'importance de ges
fauctinné ﬂéns la théorle de 1'approximation des fonchtions
convexes d'ordre supérieur [5]. Aujourd'hui on appelle ces
fonctions aussi des ,spline" fnnntinna. Dans le derniesr temps
plusleurs suteurs les ont étudié et ont montré leur importance
dang la théorie de l'approximation des fonotions. Nous signalons
surtout les recherches de 1. J. SCOHOENBEERG (volr, par exemple [1]
et 1a bibliographie de ce travail), |

g 3.

L'exemple dea fonctlons polygonales d'interpolation nous
montre la voie de la générallsation des probldmes de conservation
de certaines allures bien Adtormindes.

Considérons 1'opérateur F[f | x] dé&fini sur 1'espace
des fonctlon £, réelles et d'une variable réelle x, définies sur
un ensenble B de 1'axe réel, ayant ses valeurs dans 1'ensemble
des fonctions définies sur 1l'ensemble I de l'axe réel, Dans la
sulte nous suppeserons gue l'opérateur F[f|x] est linéaire. Nous

avons ls

DEFINITION. Nous dirons gue 1'opérateur F[f | x] consarve
(sur I) la non-goncavité d'ordre n (de la fonction f) si la

fonotion F [f|x ] de x est non-concave d'ordre n (sur I) pour

toute fonoction f non-concave d'ordre n {sur B).

Rappelons qu'une fonction f est dite convexe, non-con-

agave, polynomiale, mon-convexe respectivement concave d'ordre

n { 2 -=1) sur B, sl toutes les différences divisfes d'ordre n+l,
[xl.ig.....xn+2; f! de cette fonction, sur n+2 poinks, ou noeuds,
distinetes quelconques X1 Xgreea X, o de F sont posltives, non-nd-

gatives, nulles, non-positives respectivement nédgatives. Les
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teur (9) est défini méme sl f est seulement définie sur les
points (10).
"~ En complétant les recherches de L, FEJIR [2], nous

avons examiné la conservation de la monotonie par le polynome

(9) de L. FEJER [10]. E‘éﬂt le cas o = 0 de la conservation de
1'allure de la convexité d'ordre n, Parmi les résultats obtenua,
Bignalons le EHiFﬂﬂ?F 81 les pointa (10) sont normalement
distribués dans un intervalle, ou bien, si les points (10) sont
les zéros du polynome de Jacobi de degréd n et dont les paramd-

e, L

tres vérifient les inédgalités -1 ,p =21, le ﬁﬂlynuma
d*interpolation (9) conserve la monotonie de la fonction f dans
un voisinage de chacune des racines de la dérivée du polynomae
(3%-%q J{(X-%5) e+ .(%-x ). La notion de points normalement distri-
bués est due A& L. FEJER et intervient justement dans 1'ékude
de la non-négativité de l'opérateur (9) de Fejér.
De la forme (7) est aussi le polynome d'interpolation
de Lagrange. Ce polynome joult surtout des propriétés de non

gonservation de 1l'allure de convexitd [10]., On peut méme &tudier

du point de wvue de la conservation de l'ailura de convexit8, des
opérateurs construits sur des noeuds multiples. Un tel opéra-
teur eat, par exemple, le polynome de Lagrange-Hermite,

On a publié chez nous encore peu de travaui sur la
conservation de 1'allure de la convexité de divers ordres par
des operateurs F[f|x] , de la forme prleciséde dans la definition
donnée, D, RIPEANU a-cammunad 1'étude Et a obtenu qualgues

rédsultats remarquables, sur les opérateurs de la forme

b
(11) § f£(8) p(x,8) ds ,
a
aqul conservent la convexitd de la fonctlon f Jusqu'a un certain

ordre donné.
A, LUPAS [3] a &tudié la conservation de 1'allure de

HE-

Hous avons examinéd [9] la conservation de la.convexitd
par 1'opérateur d'interpolation plus géndral

(7} Fle|x] = E P ol £(x )y

o =0
ol X_4XjeeeesX, Bont m+l polnts distincts donnés da F et

Pu'Pl""'Pm des fonotions définies sur I, Nous pouvons Bupposer

que
{8) Xy € X € aee L e

Wous avons tro@vé les conditions nécessaires et suffisan-
tes pour que 1l'opérateur (7) conserve sur I la non-concavité
d'ordre n $m - 1, la fonction f étant non-concave d'ordre n sur
1es polnts (8), La numérotation (&) de® nceuds permet d'écrire
sous forme explicite ces conditidons, Nous avons sussi démontré
que 81 les points (&) sont donnés queleconques, 1l existe des
polynemes d'interpolation de degré m de la forme (7), qui conser-
vent toutes les convexitéds d'ordre § m-l1 sur un intervalle fini
de longueur non-nulle I [9]. Le probléme de la construction de
tels polynomes a été itudié aussi par D, RIPIANU [11].

~ Considérons le polynome s L. FEJER [2]

(9) Pelxl= 5 B f0x,)

dent le seesond membre est le premier terme du polynome de

Lagrange-~Hermite

- _";..--rm

n
E Xk, (o iixg)

n
‘*:1 hn{:-:} f{I-} +l.-l

de la fonotion f sur les noeuds doubles

(10) X €% €ane & X,
Ct'gst le polynome de plus petlt degré qui prend, ainsi que sa
dérivée, les mémes valeurs que la fonotion T respectivement sa

ir
dérivés £' sur les points (10). Mais il est olairs que 1'epéra- { i
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devra dtudier, par exemple, la conservation, par des opérateurs
trigonométriques, de la convexité par rapport & l'ensemble
(1linéaire} dea polynomes trigonomdtriques d'un ordre donné,

Une autre généralisation des fonctions convexes d'ordre supé-

rieur est constitude par les fonetions gui sont d'ordre n par

segnents. Une telle fonction jouit de la propriété gue 1'ensenm-
ble de sa définition peut &tre décomposé en un nombre fini de
gous—ensembles consécutifs tels gque sur chacun, la fonction
soit non-concave, ou non-convexe d'un méme ordre n. Nous disons
que 1'ensemble E de 1'axe réel est décomposé (en un nombre fini)

m

en des sous-—ensembles conséoutifs si B U x ©% si, pour
=1

tout @ = 1,2,...,0-1 ¢l a :-:H':‘E":IE y XN E ‘E‘u+l=-& x'" € x". Cette
généralisation des fonctions convexes d'ordre supérieur condult
4 une allure déterminde =i, par exemple, on fixe le nombre
maximun des sous-ensembles consécutifs de décomposition de la
forme précédente, Nous avons démontré [8] que le polynome (5)
de Bernsteln conserve aussi de telles aliures.

Pour donner un exemple on peut considérer qu'une T ng-
tion a one telle allure si elle est non-décroissante sur 1'inter-
valle [a,b) et nen-croissante sur l'intervalle [l,c], ob
a<b ¢c. Il yaaussi dtautres propriétés qui pﬂuﬁant Etre
gconsidérdes comme caractérisant des allures bien déterminées
d'une fonction. Far exemple, le fait que la différence diviasde
d'ordre n d'une fonction, ou bien la variation totale d'ordre n
[51 de cette fonction restent comprises wmntre deux nombres
ﬁnénéa. Une telle allure est encore conservéde par les polynomes
de B.N. Bernstein,

On peut encore généraliser les problémes de conservation,
en gherchant & étudier les opérateurs qui transforment les fono-
tions d'une allure donnéde dans desa fonctions d'une autre allure

donnée, Il faut toujours particulariser convenablement les
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gonvexitd de certalns opédrateurs généralisant le polynome de

B5.4. Barnstein.

§ 4.

Dans ce § nous nous proposons d'indigquer briévemesnt
qualques problémes de conservation d'allure, qui restent & &tre
dtudids, Les recherches devraient &tre dirigées dansg plusieurs

directions, dont nous signalerons les suivantes:

L, I1 reste A compléter les recherches sur la conserva-
tion de 1'allure de la convexité par des opérateurs F[f|x]
lindaires et méme non-linéaires et non seulement de la forme
(7) ou (11). M8me pour les opérateursde la forme (7) il reste &
édtudier les problémes de la conservation de l'allure de convexité
d'ordre n, en supposant qu'il &'aglt de fonctions f dBlinies sur

tout un lntervalle conbtenant les polnbc x .,

B, On peut étudier dos problédmes de conservation d'allures,
aubres que les allures de convexitéd. Blen entendu, il faut d'abord
préciser de quelle sorte d'allure il s'agit, On peut, par exemple,
partir ds certaines généralisations des fonctions convexes
d'ordre supérieur. Un peut généraliser les fonctions convexes
d'ordre supérieur de plusieurs manieres, En génédral, on peut se
rapporter & la convexité par rapport A un ensemble interpolatoire
de fonctions, introduite par F. MOLDOVAN [4]. D'aprés notre con-
naissance on n'a pas encore &tudié ﬂystématiguemant des cpéra-
teurs conservant une telle convexité génédrale, Ici certainement
il faudrait considérer en génédral des opérateurs qui ne sont pas
nécessairement lindaires. Les ensembles interpolatoires linéaires
gsonstituent un cas particuller important. Dans ce cas il faudra
dtudier d'abord les opérateurs linédalres, en particulier ceux

de la forme (7), qui conservent la convexité respective, On
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problémes, subrement on auralt des problémes trop généraux, compre-
nant toute-sorte de guastions gui sortent généralement de ce cadre,
Telles sont, par exemple, les probldmes, trés intéressants et dont
1'étude a encore &téd commencée par L.FEJEH, de la convexitéd (de
divers ordres) des sommes partiells® des séries frigonométriques.

C. Il serait aussi intéressant d'dtudier des problémes ana-
logues de conservabion d'allure pour des fonctions rédelles de deux
ou de plusieurs veriables réelles. A part quelgues extensions gui
résultent imm&diatement de 1'étude des polynomes de Dernsteln de
plusieurs variables, e% gu'on peut formuley facilement, & notre con-
naissance on n*apas encore étudiéd de tels problémes,
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