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SUR LA DELIMITATION DE IL’ERREUR DANS
I’ APPROXIMATION DES RACINES D'UNE EQUATION
PAR INTERPOLATION LINEAIRE
OU QUADRATIQUE
PAR

TIBERIU POPOVICIU
(Cluj)

On précise d’abord la délimitation de I'erreur donnée par A. M. OSTROWSKI
[1] dans 'approximation des racines d’une équation par interpolation linéaire,
On donne aussi un résultat analogue dans le cas de l'interpolation quadratique.

1. Considérons une fonction réelle f = f(x), définie et continue sur
un intervalle I de longneur non nulle. Nous allons d¢signer par z une racine
de 1’é quation

(1) flx) =0
Nous désignerons par [, @, ..., @h,q; f] la différence divisCe
(d’ordre n) et par L(@, @3, ..., @1 f| 8) = [@1, 23, - - #i5 [l & .o

le polynéme d’interpolation de Lagrange-Hermite sur les neeunds i,
X5, ...y Th.1 qui ne sont pas necessairement distinets. Lorsque les neceuds
ne sont pas distinets, dans la différence divisée et dans le polynéme d’inter-
polation correspondants interviennent aussi les dérivées successives de la
fonction f, d’aprés des régles bien connues.

2. Soient x,, , des points de I et y la racine du polyndéme de La-
grange-Hermite L(a,;, #,; f|#). Proposons-nous de délimiter 'erreur z —y
de ’approximation y ainsi caleculée de z, en faisant sur la fonction f cer-
taines hypothéses convenables.

De Li®, x,; fly) = f(?) =0 et de I’expression bien connue du reste
de la formule d’interpolation de Lagrange-Hermite, nous d¢duisons que

(2) L(®, @y fly) — L(@y, @y; flz) =
= f(2) — L(wy, @y; f|2) = [®y, @5 25 f] (2 — @) (2 — @)
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Mais
L@y, @35 f1y) — Loy, @43 ] 2) = [@1 #3351 (y — 2)
et il en résulte que
(3) [®y @35f1(2 — y) = — [, #3525 f1(2 — @) (2 — wy)
. 2
Si nous supposons que [a;, ®35f15~ 0, nous déduisons que
[2y, @9, 2; f]
[#y, @55 f]

, -
C’est d’ailleurs une conséquence immédiate de Papplicati q
on dge.

Ia méthode de «regula falsi» et rticuli
=iy en particulier de celle de Newton

Si nous supposons que f ait une dérivée seconde sur I

S

» DOUS avons.

(5) (2, 223 f]1 = ; L g
@y, 255 f1 = ['(E), [mnmzaz’.f]:?f (&)

ol & respectivement &, est (lors
: que @; 5= #,) & Pintérieur
i ) 2 rieur d -
S?t‘zf;f‘él‘i&e%g?:g‘;gwlﬁe 1}011“35 ol ’:’Jz respectivement leg poiitglgs ;I.;)etlt
EDNeR G € J ne s’annule pas sur I (pl M di
Uintérieur du plus petit intervalle contenant les (go?itf é;lél&lement a
15 T3, OU sur

¥y 81 @; = &,), nous en déduisons

f (&)

=i g — ) (2 =
57 (£) 1) (2 — @)
3. Les formules précédentes ont un sens seulement gi ]y i
racine

z existe et présente un intérét seul ;
em s 3 5
Supposons que ent siy ne sort pas de intervalle T,

o — —

0 < my = | [, 235 f]| = M, < 400
0< ng[[w{, mé? mé:f]lg ‘Mrz< +o0

pour tous les groupes de 3 points distinets &, W5, i,
Of a alors une dérivée continue, est strictemem’; 1112(;1101
et‘?e(;tm:lc;ve Sll£ 7L Alors si la folnction change de signe, la racin i
oo qt;e. e 130}1(11} )y ?ppartlent au plus petit inber;ralle confelf e:iz}u;;te
OINTS &y, ¥y % 81 f(@y) f(@,) <0, ou bi i i H
¢oté convenable de z. Y ] o A T T

De (4) nous déduisons alors 1 limitati i
ey G " es délimitations sulvantes de I?

de I. La fonetion
one et est convexe

erreur

Ny M
—2 |z —ay| |z — =|e— el —
L, 1| | Tl=le—y| = m2|z | |2 — @,

1

2 |

h
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Tes coefficients —=, —= de ces d¢limitations sont, en ge néral, meilleurs
m
1 1

M3 nd
%. Nous nous proposons d’obtenir un résultat analogue en considé-
rant un polyndéme d’interpolation sur 3 neeuds.

Supposons que la fonction f soit continue, strictement monotone
et ait une racine z a lintérieur de Pintervalle I. Consid(rons trois points
2y, @, ®yel, non tous confondus, tel que By = @y =Wy, Wy <8 < %y
Alors le polyndme de Lagrange-Hermite L(z,, 3 %3} flz) a une racine
y’ (et une seule) sur l'intervalle (x, ;). Si nous posons pour le moment

L(x,, @ @s; f|z) = L(w), la formule, analogue a (2),

2 2
que M - Yy M trouvés par A. M. Ostrowski [1].

(6) L(y") — L(z) = [®, &3 Ty &5 fl1(z—a@) (2 — @) (2 — @)

servira pour la délimitation de l'erreur z — y' de Papproximation y' de z.
Si L(y') 5= L(2) de (6) il résulte que
Lo 0, 25 () (o — ) (2 — )
[y’ 25 L]
5. Pour aller plus loin remarquons que la dérivee L'(w) étant de degre
1 et y’, ze (@, @) la différence divisce [y, z; L] est comprise entre L'(wx,)

et L'(wg).
En faisant les calculs, nous trouvons

(7 gz —4 =

) By — @ Xy — @y
L' (@) = 5?—2——?1{2[501, @y3 f1 — (@2 2335 il +ﬂﬂa_7[ml, @y f]
4 | 4 T |
, Xy — & Xy — T :
L(ma):J—J{2[m2, @g; 1 — [#1, @23 il + 22— @y, w5; f]
Ly — @y &y = Hy

Si A< [a], a}; f1= p pour tout zj, x; € I, nous trouvons que
(8) min (%, 2% — p) = L'(zy), L'(2,) = max (p, 2u — 2)
Supposons maintenant que la fonction f verifie les conditions

{0 =m = |[2, o fl| = My <180
0 <my =|[w], a5, ¥ ¥; fl| = My =+ o5

(9)

pour tout groupe de 4 points distinets 21, w5, X5, w3 de I et que M; < 2m;.

De la premiére condition (9) il résulte que la diff(rence divisée
[, @} ; f]est de signe invariable (autrement elle s’annulerait aussi, ce qui
est impossible). Nous avons done, ou bien 0 <<my = [@1, @:; f1= M, pour
tout @, @yl ou bien — M, = [, 2i; f1= — m; <0 pour tout i,

x e 1.
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De (8) il résulte donc que 0 << 2m, — M, = min (myy 2my — M) =

= |L'(m)|, |L'(@,)| = max (M, 2M; — m) =2M, —m, et la formule

(7) nous donne Ia delimitation

m.
=y | |e—ay| le—m| = |e—y'| =
2M; — my
M.
e - |z2—@ | |2—a,| |2—a,].
2my — M,
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