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Wt Wb o— - Y b Wi [ de la divergence de la série (4), résulte celle de la série (1). Les suites (u,),
b A RR—— " e i, et - . (e,) sont soumises & certaines restrictions de non-négativité ou de monotonie.
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1. A. L. Canchy a démontré [2] que si la suite (u,)”, est non-né-
gative et non-croissante, les séries

Sl W W e e Rt EEEE T R e i o
i~ (1) Y«
#=0
e @) ¥ 2ug
=0 \
- e W PrRRpp———
" g: ?.".-'."‘."'. . 1.. t .:r :: - w ": - sonf, toujtm;-s de la méme nature (toutes les deux convergentes ou toutes
& o S * - D — les deux divergentes).
a o Srana e . 0. Sechlémileh a généralisé [6] cette propriété de la maniére
o & = B RS S——— ~ guivante : Si la suite de nombres enfiers (g,) o vérifie les propriétés
: e o g ® N GEND uihn Gwmmn o Sutmms 0 a0, e — 0= Mg, — ), m=1,2 ...
" PRpHn ‘m’ WO S W S A o - ol M est un nombre positif, les séries (1) et
W SR Q“-uﬂr Rt I I L T e R T =
- LS J- 2 ; -
- :"""""'I R I @ S S Sy 40, 400 - - ¥ ngn_(g.-ﬂﬂ Gu)t,,
R L . 3
oo ‘c m - - sont de la méme nature, quelle que soit la suite (u,) non-négative et non-

croissante. J. O. Kluyver a encore précisé ce résultat [3].
_ Dang la suite, en complétant ces résultats, nous nous proposens de
trouver des conditions suffisantes et néeessaires que doit vérifier la suite
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non-négative (¢,)i2, (la suite des multiplicateurs) telles que, quelle que soit
la suite (u,);—, non-négative et non-croissante, les séries (1) et

(4) Y, e,
n=0

solent de la méme nature.
Nous allons examiner un probléme analogue, en soumettant la suite
(u,) & une condition, en général, moing restrictive que la non-croissance.

2. D’aprés K. Knopp [4] on dit que la suite (u,), est a-fois mono-
tone si on a

_ > Jf @ 2 fv—a—1
B) A%, = E (— 1) (v ]ﬂ'r.d,-v = E ( ]-,:_{."+vg 0, wm=10, ]_? S

v="> v=0 .

les séries du second membre étant convergentoes.

Pour o — 0 nous avons A, = u, et nous obtenons les snites non-
négatives et pour « = 1 nous avons Alw, — u, — u,.,; et nous obtenons
les suites non-croissantes. Enfin A~u, (¢ = — 1) se réduit & la série

oo
Y -
v=0

A vrai dire pour « > 0 la définition de K. Knopp est un peu plus
restrictive puisqu’il considére seulement des suites (u,) non-négatives,
hypothése que nous admettrons toujours dans la suite. Si & > 0, une suite
(%,) dont tous les termes sont égaux & un méme nombre quelconque

(positif, nul on négatif) est o-fois monotone puisqu’alors A*u, = 0,
0 =, 1y e
Dégignons par
i T
(6) Aju, = Y (v c 1]1&,,”, =0 -y s
v=0 v

les sommes partielles de la série du second membre de (5).

Les différences d’ordre « (5), pour « réel quelconque, ont été in-
troduites par A. F. Andersen [1]. Ce méme auteur considére les sommes (6)
(avec une notation un peu différente).

3. Dans la suite nous considérons seunlement le cas 0 = «=-1. Nous
avons alors le

Levwve 1. 8i 0 < a << 1, pour que la suite (u,)", soit a-fois mono-
tone, il faut et il suffit que

(7) Au. =0, . . W B=0; 1.

Remarquons que (si 0 << « << 1) nous avons (V_a—l)g B, V=

v
=1, 2, ... (I'égalité n’est d’ailleurs pas possible si 0 < « < 1). Nous
pouvons passer & la démonstration du lemme.
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La condition est nécessaire. Bn effet, si m = 0, la série
3 (v#“_-l)u“” est convergente et & termes non-positifs. De A%, =0

- »

y=mm+1 v
il résulte done

&:un === i (V_“_IJ ’H'n+'420’
v

=0 1y wzs

v=m+1

La condition est suffisante. De (7) il résulte que

= (v—o—1 5 :
E ( )‘un—]—'.lé N ﬂ'u‘! m = 1? 2’ L

v—1 v

ao
ce qui nous montre que la série Y}

v=1
est convergente. La propriété en résulte.
Le lemme 1 est done démontré.

(v_a_l ]u,,w, A termes non-positifs,
b}

4. Dans la suite nous ferons usage d'une importante généralisation
de la eéldbre formule de transtormation d’Abel. Cette formule générale
4 T 3 b o (<7 g
esh aussi due & A. F. Andersen [1] et on peut D’éerire sous la forme sy
métrique -
n n
E a b = Z A'ﬁ_-‘a'ﬂ—v. A;lx—\‘ b\i?

ol « est un nombre quelconque.
Nous éerivons cetbe formmle sous la forme smivante

" w v .+V— iy l S

(®) RIS o ) G T LR
‘y={} =0 =0 \'—[J..

et —v—1 o+ 0 :
Remarquons que Y (U + Y )ﬁ( ] et posons
N R n— v n
" B D R |
C‘---—]—— Wl P ]c-v, W= 0 Tz v
n—

) N ugﬂ
()

et

1) C=m7 —I-ﬁ Vgu n—v
i

gqui ont un sens si 0 =< « = 1 (méme pour d’autres valeurs de o, par exem-

ple pour o> —1).

Nous avons G, =0, n =0, 1, ...

Pour « = 0, les formules (9), (10) reviennent & C, = ¢,, C,,, =Cp .
respectivement.

rfe4+n—v—1
L [ v )cmv, iy B0y Ty ae
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Nous avons la formule

() Oy, = A DGy, — a0,
w41

9. De la formule (11) il résulte que lim €, ,, lim €, , sont indé-

pendants de m. En particulier done nous ;ll,vons
(12) :_lin_l 6"‘ = lin Oru-w! li_m G-n = Hni C‘rm-u
" a

pour toute valeur de l'indice .
Nous en déduisons le

LemMME 2. 1°. Pour que Uon @il lim C, > 0 il faut et il suffit qu’il
ewisle un indice m tel que inf ¢, > 0. :
n

2°. Pour que Von ait lim €, < + oo il faut et 4l suffit qu'il ewi
un indice m tel que sup 0, , < + co. J ffit quil existe
n

Démontrons la premiére partie du lemme. Si lim C, > 0, la suite
(¢,)i~¢ doit contenir une infinité de termes positifs. 8i m est un indice tel
quec,>0,onaC,, >0,n=0,1,... Nous avons alors inf Cory >0,

car autrement (si done inf €, , = 0) il en résulterait lim .gbw,, = 0, ce

n

qui confredit la premiére formule (12). Réciproquement, &e e =% 0

man

il résulte lim €, > 0, donc lim €, > 0, d’aprés la formule ”(12),

L
Passons & la démonstration (plus simple) de la seconde partie du
lemme 2.
Ceci résulte du fait qu'une suite est bornée supérieurement, si ef, seu-
lement, si sa limite supérieure est < + co. Dailleurs, im €, et lim ¢ "
man
n

quel que soit m, sont en méme temps finis ou infinis.

6. ]?éfsignons maintenant par s, n» = 0, 1, ..., les sommes partiel-
les de la série (1) et par tam = 0,1, ..., les sommes partielles de la série (4).
” E{?} appliquant la formule de transformation (8), nous en déduisons
1 =
(13) tm 3 u_-'tm—‘I: z cm }-v‘”m +¥ 7 E Cm‘ t * + ki
V=10 V=)

s 4
, )rﬁ,,._\.’:'-‘-,,,_f_v, Mg W == s 4

et, en particulier (en prenant ¢, =1, n =0, 1, .. o Ol &4 == 1)
v=0 ¥

n o ]
(14) By — 8 3= ( i ) L Wy Wo="04 Ay ...

Nous allons maintenant démontrer le
THEOREME 1. 8 0 << a <=1 et si la suite (#,)7-0 est non-négative
et a-fois monotone : '

R |
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1°. TLorsque la swite non-négative (¢,)>-o vérifie Vinégalité im C, > 0,
de la divergence de la série (1) résulle celle de la série (4). Tl

9°. Lorsque la suite non-négative (c,)i_q vérifie o:,"e'-_-n—éga,ﬁité lim €, <+ o0,
de la convergence de la série (1) résulte celle de la série (4). n

Si la suite (u,)7q 2 seulement un nombre fini de termes différents de
zéro, les séries (1) et (4) sont toujours toutes les deux convergentes et le
théoréme 1 en résulte.

Dans le eas contraire (si done une infinité de u, sont diifé.ren._rs de
zéro), supposons lim €, > 0. D’aprés le lemme 2, il existe un indice m

tel que inf O, , > 0. 1 existe alors un N tel que s,,, — $,-, > 0 pour,
oy > N De (13) et (14) il résulte que

b -

0 < inf Cm-n gmin(Cm.m Cmul? .80 C,,,.,,) =
D

i — 1
g min _ "m-—1 i lell' n > N
sm_;_"_sm—l

d’oll résulte la premiére partie du théoréme 1, en vertu des propriétés des
séries & termes non-négatifs et de la premieére formule de la moyenne
(relative anx moyennes arithmétiques pondérées). .

La seconde partie du théoréme résulte de la méme maniere de la

formule

3 Cm-s) é

{ —1
man — "m-1 = D]_E,LX(CW 09 Om.l -
'?m +n Sm—l

< sup 0, , < + oo, pour n > N

en supposant que sup C,, , < + oo, le nombre N étant toujours détermingé
n

tel que s,,, —$, ;>0 pour n> N.
Du théoréme 1 résulte le
COROLLATRE 1. 8i 0 << a<<1 et si la suite (c,)7 vérifie les inéga-
lités
0 < lim ¢, << lim O, < + oo,

ot les €, sont donnés par les formules (9), les séries (1) el (4) sont de la
méme nature. !

Remarques. La généralité plus ou moins grande des cfm(htlons du
théoreme 1 résulte, d’une part, du fait que d’aprés K. Knopp [4] s
0= p= a=1 toute suite «-fois monotone (et tendargt vers 0) 1egt ATL8RL
g-fois monotone et, d'autre part, si pour mettre en évidence ordre o,
nous désignons par C1 les expressions (9), nous avons

i » m—B+?1‘—v—1)(B+v)Cm;
h- e i = il
Cn =E (B{—}—'ﬂ-] Z( —v L}

v=0
"

8 — c. 5302
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On a

éﬂ(rx—ﬂntn—v—l)(p+v)=(a+—nJ

B—y v i

tous les termes de la somme du premier
: * membre étant : ,
aussi que, pour tout v donné, on a = 0. Remarquong

(a—ﬁ—%'frv—?—l)(ﬁ-l-" prayey
g

pour n — 0. Il résulte alors de 1 '] ili . :
divergentes que ¢ la théorie de la sommabilité par séries

Iim CP <lim O =lim 0% <Tim 0¥,
Pour le cas « =1 nous allons donner un résultat phis complet,

7 I’jm_w étre complet nous allons examiner d’abord le cas o« — 0

qui est {1‘ ailleurs bien connu dans la théorie des séries. Nous avons lo

THEOREME 2. 8i la suite (u,)?, est non-négative :

1° Pour que de la divergenc 8éri ¢ '

: g e | gence de la série (1) vésulte celle de la séri
(4), 9l faut et ol suffit que Pon ait lim ¢, > 0. i

2°  Powur ivi

2% LPous que de la convergence de la série (1) vésulte celle de la série
(4), @l faut et il suffit que Pon @it im ¢, < - co.

On suppose, bien entendu, que la suite (¢,)2, est non-négative.

)2 La sufﬁsanee_ 493 conditions résulte du théoréme 1. Il reste & démon-
rer que ces conditions sont aussi nécessaires, '

e Nous montrerons d’abord que si lim ¢, = 0, on peut trouver une série
ivergente telle que la série (4) soit convers
_ : S01t convergente. En effet, da
on peut trouver une suite partielle (infinie) ; b
b
(1 } GJIT, c'l‘*, ---;c'uh; L
de (c¢,) telle que I'on ait

1
oy E—y k=13

v

I1 suffit alors de considérer la série (1), ot

. 1
U, = 0, nsEtn,, Un, = — k=1,

r S

- Montrons maintenant que si lim ¢ —
. ‘ . = oo, 0N peut tro
i;_;’zrle (1) convergente telle que la série correspond,ante (lr.i) goit di&rgf;e;[i;lse
ans ce cas on peut trouver la suite partielle (15) de maniére que '

an>k, k:l’ 2,_._

——
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et il suffit de prendre

l

1
u, =0, BN, u“”:};‘? /e .
Nous déduisons aussi le
COROLLATRE 2. Pour que les séries (1) et (4) soient de la méme nature
quelle que soil la swite non-négative (u,)%0, il faut et il suffit que la suife
non-négative (¢,)= o vérifie les inégalités 0 < lim ¢, = lim ¢, < + co.

8. Reprenons maintenant le cas o = 1. Nous avons alors le

THEOREME 3. 8i la suite (u,)2., est non-négative el non-croissante :

1°. Pour que de la divergence de la série (1) résulle olle de la série
(4), il faut et il suffit que Uon ait 1> 0.

9°. Pour que de la convergence de la série (1) résulle celle de la série
(4), il faut et il suffit que Pon ait L < + oo.

Conservant les notations précédentes, dans 1'énoneé de ce théoréme
NOus avons posé aussi

Gy T 6, 4 200 8, -—c"+r:1+...—|—c,,.

(16) [ =1lim = ', L= lim-
— n+1 n+1

La suffisance des conditions résulte du théoréme 1. Nous avons donné
cette propriété il y a déja longtemps [5]. Il reste & démontrer que les con-
ditions sont aussi nécessaires.

Supposons d’abord ! = 0. Nous allons construire une serie (1)
divergente telle que la série (4) soit convergente.

En vertu de la premiére formule (12), de toute suite (0. " on
peut extraire une suite partielle tendant vers zéro. On peut, en particu-
lier, trouver un #, tel que €, < 1. Or peut ensuite trouver un %,, aussi

grand que on veut, en particulier un n, > 7 tel que €, 41, ny—ny—1 <E'
On peut trouver ensuite un #, aussi grand que Pon veut, en particulier
3 =3 b

. .
tel que ngy — 2n, + 7y > 0 et tel que Ui, 41, ng-n,—1 <—3—- En général, pour

tout k = 2, 3, ... et les ny, ng, . ..y Ny, 4 étant déterminés, on peut frouver
un n,, aussi grand que l'on veut, en particulier un n, vérifiant 'inégalité
(17) Ty — 20ty + Mg > 0, E=238,4, ... (0> m)
et tel que
1

(18} C"B—l'l']'wﬁ;_"k—l_l < —k", k — 1,2, (’nn == - 1}
Définissons alorg la série (1) telle que

' 1
Un, _ 41=Un,_ 42 = o0 = Uy, = v b= B2 e (p=1)

Ie(n, — my_4)
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Cette série est divergente puisque
By = it +;?l+ +%, h=1,2,...
Ilna;lgsi?t gt'-rie (4) est convergente puisque dans ce cas de la formule (13)
Ly, — !";-_1 = ?"k_l_,, 1, n-m =1 (B — My _q) ity

1'21,2, ...(??'0: _1, t—l =0)
d’oll, en tenant compte de (18),

1 3}
[ I i y
p R Lo et e it k=12, ...

k2

Pour que la démonstration soit compléte i :
C ration soif pléte il fant démontrer que
1(3;33) eﬁx}em%afletla; m;ttt-e’(u,,):’:u est bien non-croissante. Or ceci 1‘é%1;ltg 3(111:
- Hin etiet, on a d’abord n,— n, ;>0 et I'inégalité wn,_, > uw, revient a
1 1
e
(b — 1) (m_y — n,_,)

o, —my_g)
e (7 i-2)

k(n, — Bya) — (& — 1) (My-q — Ny _y) =

= k(n, — 2n,_, + n,_y) + (n, 4 — Wi g) 25 0,
ce qui est vrai.
Supposons maintenant
que I = 4 oo. Nous allons construir
serie (1) convergente telle que la série correspondante (4) soit d.ivfalll';e:t]:ae

Dans ce cas nous i1
_ Dan; pouvons choisir les nombres »
maniére que 'on ait encore (17) et P gt Mg ore 518

e e
J\:-—l'l‘“k M

ek B=10 . (i = — 1)

Définissons alors la série (1) telle que

1

'uut_l-g-]_ = ﬂ“k e e
}52(?% = ﬂ'k—l) ;

172 = R T — 1#,,1_

b=1,2...n=—1).
Dans ce cas la série (1) est convergente puisque

1 1
S,,:] = .
g it et o E=18

mais la série (4) est divergente puisque

1 1,
f”k>1+_2_+“'+?’ k:1,2,.--

——
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La suite (w,)r-o est encore non-eroissante puisque 'inégalité Un,_, = Un,

revient 2
1 r

(k - ])2 (B g — ﬂ'k—-ﬂ) Eg("k = ﬂ'l‘.—l)

ou
k3 (m, — 2n;_ + Ny_a) + (2k — 1)(nm, 1 — Ny _g) > 0.

Du théoréme 3 nous déduisons le

COROLLATRE 3. Powr que les séries (1) et (4) soient de la mime
nature, quelle que soit la suite non-négative et non-décroissante (U)o,
il faut et il suffit que la suite mon-négative (c,)r-o vérifie les inégalités
0 <l<<L< -+ oo, o les nombres 1, L sont donnés par (16).

Dans le cas (3) de Schlomilch nous pouvons d’abord remarquer
que ¢,=9g,.1+ 1, done g,=4¢, +mn PpoUr n = 1,2, ... Le nombre
M est nécessairement=1. En effet, rous avons 1<<g,.1 — ¢, =
< M"(¢, — ¢,) qui, pour 0 << M <1 ne peut étre vérifié pour n assez
grand. Si g, = n < g1, (K> 0) nous avons

Mg — B gy, o St —
Je1 I + 1

d’on il résulte

k1l et g o Gt MG — ) =0

go + K ‘5‘12 G e +1
— (1 + M)g,  Mges + 9o &M 415
gﬁ‘. + 1 y*‘f {— 1

ce qui nous montre que dans ce cas =1, L=M + 1. Dailleurs de
— 9241~ 90 o deyg, ., —>+oo pour k— + oo, il résulte quel = 1.

vppq 1
yk_}.L y 2 ¥
Dans le cas particulier (2), de Cauchy, nous avons g, = S R—=0; Ly

et£:15 L=2-

Iffg.‘r.ﬂ le 23 octobre 1967
Institul de Crlenl

de U Aewdémie dela République Socialiste de Roumanie
de la Filiale de Cluf
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