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SUR LA CONSERVATION DE L'ALLURE DE CONVEXITE
DES FONCTTONS PAR INTERPOLATION

I)AR

.|IBERIU POPOVICIU
à Cluj

ComntunicaLiot'¿ þró.sentée au Congrès International des Mathémctticiens,

lvloscou, 16-26 août 1966
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l. Considérons un opérateur f l,fl*l qui transforme la fonction f,
réelle d'une variable réelle définie sur I'ensemble E de l'axe réel, en une
fonction de r réelle définie sur un ensemble 1 de l'axe réel.

Il est inutile de préciser dès maintenant la nature de l'opérateur
Fl.f xl, son ensemble de définition res des ensembles .E',1.

era en l'opérateur F[f lxl un
(addit r. La foncrion Ftf )xl
un po r ensemble quelconque

rqteur F [ Í I x] conserae (sur I) la non-
si la fonction Ffftx] de x est non-

,xction f non-concaz)e d'ordre n (sur E).
tre donnée pour Ia conservation de
e la concavité d'ordre n de 7a fonc-
rquons que si I'opérâteur Flf I xl
) d'ordre n, l'opérateur -FIflxld'ordre n de f str le même ensemble

å, ilol"" 
": 

iiï:i::^1:"i*:: f, 
t {Hl

f et réciproquement sur le même

"_ ?. Nous supposons qu'on connalt les définitions er les propriétés destjn"t|gl.* .non-cor)caves, convexes, non-convexes et concavès ã'ordre z.\-es detlnitions s'obtiennent par 7a conservation du signe des différences



c ST]R t-A CONSER\/A TION DE I-,Af-I-IIRE DD CON\/trX .ITTJ
I

Lorsque tous Ies noeuds sont doubles, donc si /?1:h2:..,:kp:2(m:2þ),
FrL"flxl esr I'opérareur bien connu de Ééi¿i-iil.'"'- "

Le problème de la conservat
donné n (à - l) par I'opérateur
présente un certain intérêt. Nous
de L. Fejér [l] sur la conserva
Fr["fl*] dans le cas des noeuds t
autres, certains résultats sur la con
la monotonie (n:0) par le oolvnô
simples er pour I'opéraìeur de^Fejer

5. D'après (4), le polynôme hB,*@)
P

polynôme IIr(x - !")^in (B, r"). Il en est

est toujours divisible

ainsi aussi pour la
par ìe

somme

D'u' ltr,,(r)' cette somme esr de degré effectif au moins egar à f min (p,Æ.)
puisque sa dérivée d'ordre B, pour *: !t, !t> p + l, est égale à
D*'!{,'"('u) = !ft@: 1, par zuite des egäit é;.Nous en déduisons Ie

Théorème I. .Si 1 
= 

p < k_t, nè þ et si

(6) 
" < fmin (p, /e*),

d_1

1,1 

,/olsty9*'. 
Fa-rl.f I *l ne conserzte Ic¿ non-concq,¿)itë d,ordre n sL* aucuntnteraalle de longueur non_nulle I.

supposons, en effet, re contraire. La fonction rB est à Ia fois non_ccncave et non_convexe d,ordre z (sur 1), donc Fu_r[xg] r] se réduit àun polynôme de degré n. Mais si dais (2) nous p"5;il -f (r):r0, nousavons d'après (3), va:FB_, [xe'xf-l 0! Èrál hu,_@), ". ìrr d,après (6) estimpossible.
Lorsque les ordres de multiplicité kr,kr,...,ko d.es noeuds sont touspairs et lorsque p: k-1, on peut obtenir un résurtat plus précis par Ie
Théorème 2. St les ordres de muhiplicité kr,k2,...,k1, des noeuds son¡tous pairs et si

/e - måx (k1,ler,..., kr) Ín 11 <É leo: ry,

te pol jtnôme Fn-"lf lxr ,e conserz)e ra non.ronr7 ¿i d,ordre n sur arcuninterztalle de longueur non-nulle I,
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divisées d'ordre n ! | de ra fonction. pour ces propriétés on peur voir,par.exemplej mes travaux antérieurs sur les ronctidor--convexes drordresupérieur et dont ra riste est inutile a'cir"- t.p-äîiäì"r.

ont un ordre de multiplicité plus g

aturels (p > l), de somme égale

Ìå3' y' 
": 

:l'Ä 
u 

::, I :,: : r;T, 
ä åi;

es gt , !2,.,., !þ étant p points distincts

on sait oue Ie polynôme Z (r) ..est. comprètement caractérisé parre fait qu,it esi d,e d,e{rî"i_^i ; fí'il uerirìË'i.r'îätir¿,
(1) Lo) (y,): ft') (y"), y :0, 7 ,.,.,ko- l, u:1,2 ,...,?
où les accents signifient des dérivations successives (;f{o) (x) : .f (x)).

Nous avons

(2)

où

(3)

L(*,,x2t...tx,t; f ix):'f Uu[f lxl ,
lJ -0

Hr[f lx): D(r])/(ß) (t)hr,*(x), g:0,1 ,...,h-t,
lu :"TT':ton. D(ß' étant étendue à roures res vareurs de ø pour lesqueilesk*> þ + l. Le polynôme hB,*@) esr de degré ffi_1, esr [gú à
L,(*.t^rx2,...,x,,; flx) pour uni: fonction 7 coivenablement choisie ervérifie les égalités

t lY-0, 1,...,åô-1, ò:112,.,.,e- 1, a, 1_1,,..,þ(4\ I hl,"(vr>: o\-./ 1.." . ìy:0, 1,...,p-1, p+ 1,..., lr,-1, ù:ø
I hff'[(Y") : 1'

4. Posons maintenant

(5) F,lf )'f : i Hr[f lx), y:0, r,...,k-t.
Ators F" [/leJ esr un ooå:ui.u. linéaire qu,on peur supposer, er que

::::..:rlP^:1o-1s, ¡tre défini sur I'ensemble des fonctions ayanr uneoenvee d'orctre T sur un intervalle E contenant les points !o., a.Jl,2r...rp.
Nous avons, en particulrer, Fn_t[-f lx]: L(h,xzr..,r-i,,,;-flÐ.
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nôme de degré effectif 1 qui s'annule sur .a er qui prend donc aussi
des valeurs négatives sur tout voisinage de a, donc aussi sur 1.

Le théorème est ainsi démontré povt n: - 1.
Pour n > - I la démonstrarion esr analogue. Il suffit de prendre

pour /(x) une fonction dont Ia dérivée d'ordre n I I soir égale à la
fonction (8) et de remarquer que la dérir¡ée d'ordre n i 7 d'une Íonction
non-concave d'ordre n doit être non-négative.

Si z ) m-3 le polynôme (7) conserve la non-concavjté d,ordre n
sur tout l'axe réel.

8. Les théorèmes 1,2,3 sont plutôt des théorèmes de non conseroation
de Ia non-concavité d'un certain ordre z. Nous allons donner aussi, par
quelques exemples, des propriécés de conseracüion de la non-concâvité
pour tout ordre Þ - 1.

Considérons d'abord le cas oir nous avons seulement deux noeuds

ñ

distincts, l'un étant simple. Soit donc
- Xz: .,. : Xrs-1 : lt : Qt Xn : lZ :
les idées.

Dans ce cas nous avons

þ : 2, l¿t : l¿ : m-7, k2 : 1, xt:
ó et supposons a 1b, pour fixer

(*-a ilr-I
(e) F,[f I xl :

dt+t F"[f ix]

¡r"t @)(b - a)"' t

Y : 0r 7,.'.rm - 2

et nous pouvons énoncer le

Théorème 4. Si m>2,0{r<m-2 et si ¡r": r l(*;t),-=
(g) conserae Io non-|oncaait¿ d,ordre
)l sz m - T est pair et sur I'interaalle

',Í)i #få'l;,,ée (e) conseroe ta non-
cn) si m - T est impair et sur tout

diatement des formules

dr F"[f lx] . .. . (x - o\,r*Y-l
,#. : :(m- 1)(m-2)...(m_ r)( ; _:) [b,q,a,,..,a;fl¡

* [,- (-;')G -:)''-'-'frn, to) 
!

: (m - t) (m - 2) ... (m - t - U (=)^,- "i. fb, ø, a,..., a ; f l
,tr') ..t Ylt

10

La démonstration se fait conlme pour le théorème 1, en remarquant que

p

(* 
- !o)""-' ll(d) (tr - !^,)kt
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hn-t,,(*): p

(/e,- 1) ! ¡1{") 1r" -}")ÀrY:1

où dans le produit I1(") la valeur ø. de y est exceptée. La somme

))(h-t)ht-t'(r) est un f,ottytOrne de degré effectif m - 1 dont le premier
coefficieni (celui de x' r) est

i
D(A-r) p

(lr"- 1)l lfo (y,-!,)h,
>0

6. Pour les polynômes (5) il suffit toujours d'examiner la conser-
varion de la non-concavité d'ordre n, pour n suffisamment petit. En
effet, si n>rn- 1, le polynôme d'inlerpolati-on généralisée (5)- conserve
triviálement la non-concavité d'ordre n de la fonction sur tout l'axe réel,
puisque tout polynôme de degré z est non-concave d'ordre n partout.

7. Si les noeuds sont tous confondus, donc si P:7, k:m, xt:
- xz : ,.. : x,p: h.: c, on peut prendre pour E un intervalle quelcon-
que de longueur nõn-nulle contenant le point c. Nous avons alors

(?) F,,-rlf I xl : L (x, x" t...¡ ïm; .f ' x): b' 
(t-^ 

,t)' ¡rct Q)
ß:0 Pr

et c'est le polynôme de Taylor de degré m - I de la fonction / sur
le point c.

Nous avons le

Théorèrne 3. Si m22, -71n3w-3, le polynôme de Taylor
(7) ne conserae la non-concaaíté d'ordre n sur aucun ínterallle de longtteur
non-nulle I de I'axe réel.

Soit d'abord n : - 1. Il s'a3it alors de démontre¡ la non-conservation
du signe par le polynôme (7).

Soit ã un point îmérieur de 1 et cliffére nt de c. La fonction (polynôme)

(B) ç @) :, _!_-:.l?_:)" :, .l=:l(l:-_:lo'-' -,," ; _ : )
est positive sur l'axe réel, donc sur .8. Si nous posons f (x):9 (r), le

polynôme de Taylor (7) devient Fr-r [qir]: t -!---9. C'est un poly-
z-c
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I kza + (k, - 1)b (k,- 1)o I k,b1
L m-t ' m-l l'

cette propriété est.à rapprocher à cerre qui exprime que l,opérateurFo-' ["fl x] : L (o¿o:.:::, b_, b,:.:, b ; f I x) conrervè la non-concavité d,ordre

m - 3 r.r" l'int.rv"ii" --l-

I k,ø * (kr- l)b (k,-1)a I kzb IL n-l ' m-l-l
et qui résulte comme cas limite d.'une propriété déjà établie pour le poly_nôme de Lagrange (sur des noeuds ¿ird'""i.j-t¿1.'s 

vrqv¡¡

t9..r:.r propriétés de non conservation et de conservation de Ianon-concavité d'ordre z des opérateurs (5) sonr à ."pp;;;ï;;'de -rã 
p"åiil*¿

très remarquable du poìynôrne de S. N. Bernstein _ tc),,_a
d¡ conser
rion I'JÈ 

lirt|"t" propriété la fonc-
Des les' sur Ia cons lu¡e deconvexité,, d,interpolation g forme

>:f (x") P,(x) ont été faites dans un de mes rravaux antérieurs [4].

?1¿*3!t!, besonders durch Hermitesche Inter_o), 707 -725.s fonctions conaqces d,ordre supérieur. Mathe_

øtion_.du signe et de la monotonie par certøinsion^d'une aariable. Annales Univ. 
.sci, 

Ë;ä:_246-
'øllure.-de conaexité d,une fonction þar ses þoly_a, s (26), (195r), 3lt_32e.

le pol.ynôme d'interpolation cle L. Feiér- duz. An. çt. Univ. raçi, VItr, a tsòili'6i'_Bí.

As upRA 
:3i:äyjåå, åTii,i#_ coNvÌxrrArE

Rezumat

continuînd cercetãrire asupra conservã¡ii alurii de convexitate 13,4,51,se considerã polinomut lui Lafr.anj.Jier_it. Lai;,;r1",....',*,,,;/¡r), undenodurile xa) ct.: r,2,.,.,m tt", ,îrrì-ìeapãrat distinõte. se noteazã cu
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@-f.'-1)l(x-a)ø

(m-t)t(x-

t-)

si å < ¿¿ nous avons une propriété analogue qui s'obtient de la même
manière. Dans ce cas il suffit-de remplacer-dani I'énoncé du théorèmå
les intervalles [ø, a t V"t(b - a)1,[1- *r(b - o),o + Vv(b - o)]"t tã, i-co)
respectivement par fa - Vr@ - b),a1, [a - V^,@-b), a * Vr@ - b)J er(- *,o1.

. q. supposons encore que nous ayons seulement deux noeud.s distincts,
dont /a,coTncident avec a ej å, avec b, ?Ì, q(ó. Nous avons kr* hr:m
et nous pouvons supposer htZ2, h2>-_ 2. Nous pouvons alors ôbtenir les
polynômes hu,"@) sous la forme suivant:

h.,.(x):
ir,r ,

þ! (b - ø)n-e-r (h, - g - 1) t (kr- 1) ! 
'

(t - o),,, P-t(b - t)k,-t dt, f3 : 0, l r...rkt - 1

tt."(x): --( l)!(m- P -r)t(b-ÐL_
t1'¿\ / pl(å_ a)nt-e-r(hr_I)l(kr__ p_1)!'

.(,, - a)n,-t (b -- t)^,-a-t ¿r, P ._- 0, 1. ,...,1e2_ 7.
.t

Consid¿rons. encore les polynômes d'interpolation généralisées (5)
où nous avons (3) et k,:max(furkr).

On voit tout de suite que ì'opérateur Fr["f lx] corcserve Ie signe et
la formule

d4Íll*l _ n,-t (b - x)*,-t
la,b ;fldx (/ø, - 1) !(kr- I)l(b tr)u,-z

nous montre qu'il conserae aussi lq monotonie de Ie fonction sur I'inter-
valle fa, bl.

Si nous faisons les calculs nous trouvons aussi

t\If ']xl -(m-2)l(x - a¡n' 2(b - x)h"-2

dxz (k, - 1) ! (k, - t) I (b - a),n-z '

' l&' - 1)Í(k, - 1) a * /e'b - (m - 7) xl[a, ø,b ;f] -l-

* \kz - 1) l(* - 1) * - hz ct - (k, - 1) bl fø, b, b ; fll
et cette formule nous montre que l'opérateur Frl-f lx) conserz)e lø non-
concaaité ltabituelle (d'ordre 1) sirr l,intèrvalle
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FrlÍlx) suma termenilor din âcest polinom care contin numai valorile
derivatelor pe noduri pînã la ordinul '¡ inclusiv. Teoremele _1, 2 exprimã
cazari cind'operatorul Frlflr] nu conservä neconcavitatea de ordinul z
pe nici un interval. Teorema 3 se referã la cazul nodurilor toate con-
iundate. Atunci Frlf lx) revin la polinoamele lui Taylor relative la

funcçia /. Teorema 4 enun(ã cîteva proprietã1i de conservare a alurii de

convåxitate în cazul cînd avem numãi douã noduri distincte, unul fiind
simplu. Lucrarea mai conline clteva rezultate referitoare la conservarea
alurii de convexitate în cazul general a douã noduri distincte.


