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SUR LA CONSERVATION DE I’ALLURE DE CONVEXITE
DES FONCTIONS PAR INTERPOLATION

PAR

TIBERIU POPOVICIU
a Cluj

Communication présentée au Congrés International des Mathématiciens,
Moscou, 16—26 aoiit 1966

1. Considérons un opérateur F|f|x] qui transforme la fonction f,
réelle d’une variable réelle définie sur ’ensemble E de P'axe réel, en une
fonction de x réelle définie sur un ensemble I de I’axe réel.

Il est inutile de préciser dés maintenant la nature de IP’opérateur
F(f x], son ensemble de définition et les structures des ensembles E, 1.
Dans la suite £ sera en général un intervalle et Popérateur F[f|x] un
opérateur linéaire (additif et homogéne) particulier. La fonction F[f|x]
de x sera toujours un polyndme, donc / peut étre ua ensemble quelconque
de Paxe réel.

Définition. Nous disons que Popérateur F[ f|x] conserve (sur I) la non-
concavité d’ordre n (de la fonction f) si la fonction F[fix] de x est non-
concave d’ordre n (sur I) pour toute fonction f non-concave d’ordre n (sur E).

Une définition analogue peut étre donnée pour la conservation de
la convexité, de la non-convexité et dela concavité d’ordre » de la fonc-
tion f par Popérateur F[f|x]. Remarquons que si Vopérateur F[flx]
conserve la non-concavité (convexité) d’ordre n, Popérateur —F[f|x]
conserve la non-convexité (concavité) d’ordre » de fsur le méme ensemble
I et réciproquement. Il en résulte que si un opérateur linéaire F[f| x]
conserw{e’[a non-concavité (convexité) d’ordre #, il conserve aussi la non-
convexite (concavité) d’ordre n de f et réciproquement sur le méme
ensemble /

c 2. Nous supposons qu’on connait les définitions et les propriétés des
é)ncngn_s on-copcaves, convexes, non-convexes et concaves d’ordre z.
es définitions s’obtiennent par la conservation du signe des différences
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divisées d’ordre 7n+ 1 de la fonction. Pour ces propriétés on peut voir,
par exemple, mes travaux antérieurs sur les fonctions convexes d’ordre
supérieur et dont la liste est inutile d’&tre reproduite ici.

Nous désignons par [X15 % 5005 X5 f] la différence divisée d’ordre
m—1 €t par L (x1,%gs0es %m; | %) le polynéme de Lagrange-Hermite de
Ia fonction f sur les noeuds Yoy = 1,2,..,m. Les noeuds x, ne sont pas
nécessairement distincts, mais la différence divisée et le polyndme de
Lagrange-Hermite ont des définitions bien connues contenant linéairement,
en dehors des valeurs de la fonction S sur les noeuds, aussi les valeurs
d’'un certain nombre des dérivées successives de f sur les noeuds qui
ont un ordre de multiplicit4 plus grand que 1. 7

3. Soient &, ,ks,...,k, des nombres naturels (p = 1), de somme égale
4 m et soit k= max (k15 k2 yery k). Considérons le polyndéme de Lagrange-
Hermite L (x) = L(x,,x,,..., Xm3 f|%) sur les m noeuds x;,x,,..., %, dont

"ky) coincident avec y,, o = 1,2 s 3 1€8 Y1, ¥y 5.0, 9, étant p points distincts

de I'axe réel.
On sait que le polyndme L (x) est complétement caractérisé par
le fait qu’il est de degré m—1 et qu’il vérifie les égalités
(1) L (ya) :f(Y) (ya)) V= OJ 1 serey ka i 13 % = 1,2,---,P
ol les accents signifient des dérivations successives (O (x) = f(x)).
Nous avons

(2) L (%05 %5000 %5 f\‘x):kleﬁ[flx]J

ou : i

(3) HylAlnles SO R (y ) hy (), B=01,.,k—1,

la sommation Y étant étendue & toutes les valeurs de o pour lesquelles

Y

k,= B+ 1. Le polynébme hy, (x) est de degré m—1, est égal 3
L (%1, %5 5.005%05 f|x) pour une fonction J convenablement choisie et
vérifie les égalités

Y == 0501 WA 1TG — 18208, e —o ) Topm 1,00up
=0 | B

4) Y=0,1,,f—1, B+1,,k—1, d=ua
AL () = 1.
4. Posons maintenant
) Y
(5) F‘y[fl‘x]zsz[f,x]S Y=0,1,.,k—1.
f=0

Alors F [f|x] est un opérateur linéaire quon peut supposer, et que

nous supposons, €tre défini sur I’ensemble des fonctions ayant une
dérivée d’ordre y sur un intervalle £ contenant les points y,, a=1,2,...,p.

Nous avons, en particulier, Fj_i[f|x] = L (x;,%2,.00, X [ ).
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Lorsque tous les noeuds sont doubles, donc si e s =kp=2(m=2p),
Fy[f|x] est Popérateur bien connu de Fejér [1].

Le probléme de la conservation de la non-concavité d’un ordre
donné n (= — 1) par Iopérateur (2) ou, en général par Popérateur (5),
présente un certain intérét. Nous avons d’abord les importants résultats
de L. Fejér [1] sur la conservation du signe (7 = — 1) par Popérateur
Fy[f|x] dans le cas des noeuds tous doubles, Nous avons donné, entre
autres, certains résultats sur la conservation du signe (n = —1) ou de
la monotonie (z =0) par le polynéme (2) dans le cas des noeuds tous
simples et pour Popérateur de Fejér [3, 4, 5].

5. D’aprés (4), le polyndme hg,a (x) est toujours divisible par le

P
polyndme Hl(x—ya)mm ® %) 11 en est ainsi aussi pour la somme
a=1

14
DR hp,o (x). Cette somme est de degré effectif au moins égal 3 > min (B,ks)
x=1

puisque sa dérivée d’ordre B, pour x =y , ou Ys = B 41, est égale 3
JTE hgf; (ya) = hgfg (¥5) =1, par suite des égalités (4).
Nous en déduisons le

Théoréme 1, S; l=P=k—1,n=0 er s

»
(6) n < Zmin (B, &,)s
o=1

Z'e polynime FE, [f|x] ne conserve Ia non-concavité d’ordre n sur aucun
intervalle de longueur non-nulle I

Supposons, en effet, le contraire. La fonction x* est 4 la fois non-
concave et non-convexe d’ordre # (sur I), donc Fy_ [x® x] se réduit a
un polynéme de degré n. Mais si dans (2) nous posons S (&) = x*, nous
avons d’apres (3), X =F,_ [%* x] - p! E”’)hﬁ,a (%), ce qui d’aprés (6) est
impossible,

Lorsque les ordres de multiplicité %, &, ,..., k, des noeuds sont tous
pairs et lorsque B = k—1, on peut obtenir un résultat plus précis par le

Théoréme 2. S les ordres qe multiplicité ky , ky ..., ky des noeuds somy
tous pairs et si ‘

?
ko= max (i, Ry o B) S 0413 ly = m,
a=1

le polynéme F,_, [f1x] ne conserve la non-concavité dordre n sur aucun
tervalle de longueur non-nulle I,
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La démonstration se fait comme pour le théoreme 1, en remarquant que

v
(x—y ) e 1@ (x — 3 )
B =P
(e, — DI (y,— )M
y=1
{id
ou dans le produit II* la valeur « de y est exceptée. La somme

y=1
z‘,(k—Uhk_la(x) est un polyndme de degré effectif m — 1 dont le premier
coefficient (celui de x~ 1) est

Sk s 0 05

r
R, — DS (¥, —y )

v=1

6. Pour les polyndmes (5) il suffit toujours d’examiner la conser-
vation de la non-concavité d’ordre », pour z suffisamment petit. En
effet, si n=m — 1, le polyndme d’interpolation généralisée (5) conserve
trivialement la non-concavité d’ordre »n de lafonction sur tout I’axe réel,
puisque tout polyndme de degré » est non-concave d’ordre n partout.

7. Si les noeuds sont tous confondus, donc si p=1, k=m, %, =

=Xy = .. =X, = ¥, = ¢, on peut prendre pour E un intervalle quelcon-
que de longueur non-nulle contenant le point ¢. Nous avons alors
! ! =0
(7 B, [fix]l=L(x,%m%,5 f12) =% gléf (c)
=0 !
et c’est le polyndome de Taylor de degré m—1 de la fonction f sur
le point ¢,

Nous avons le
Théoréme 3. Sim=2, —1=n=wm—3, le polynéme de Taylor
(7) ne conserve la mon-concavité d’ordre n sur aucun intervalle de longueur

non-nulle I de Paxe réel.
Soit d’abord # = — 1. Il s’azit alors de démontrer la non-conservation

du signe par le polyndme (7).
Soit z un point imzérieur de I et différent de c. La fonction (polyndme)

( 2m~1 x_c)

2—¢
est positive sur axe réel, donc sur E. Si nous posons f(x) = ¢ (x), le

polyndme de Taylor (7) devient F,_; [¢|x] =1 _¥77¢ Cest un poly-
B =

xX—C

X —C

Z2—=C

x—¢ (x-—c

@) o) = O i —)2m=1 -+

z2—c

2—cC
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nome de degré effectif 1 qui s’annule sur z et qui prend donc aussi
des valeurs négatives sur tout voisinage de 2z, donc aussi sur 7.

Le théoréme est ainsi démontré pour n = —1.

Pour # > —1 la démonstration est analogue. Il suffit de prendre
pour f(x) une fonction dont la dérivée d’ordre #n 4 1 soit égale i la
fonction (8) et de remarquer que la dérivée d’ordre # -- 1 d’une fonction
non-concave d’ordre » doit étre non-négative.

Si n>m—3 le polyndbme (7) conserve la non-concavité d’ordre n
sur tout l’axe réel.

8. Les théoremes 1, 2,3 sont plutdt des théoremes de non conservation
de la non-concavité d’un certain ordre n Nous allons donner aussi, par
quelques exemples, des propriéeés de comservation de la non-concavité
pour tout ordre = — 1,

Considérons d’abord le cas ou nous avons seulement deux noeuds

F S . ;
distincts, 'un étant simple. Soit donc p =2, by =k=m—1, by =1, x, =
= X ==Xy = Y1 = a4, Xy =Y, = b et supposons a <b, pour fixer
les idées.

Dans ce cas nous avons

( _a )m—l ]
©  FLfla] = (Z_HZ&H HORD W [ (x — a)y —

y=0,1,.,m—2

(x _1 a)m—l
(b _ a)m—otfl

wa (a)

et nous pouvons énoncer le

Théoréme 4. Sim=2, 0=y=m—2 et si le/(

m— 1) L
m—y-1

a ; s y, - s

le polynéme ,f.f’mrerpm’anmx généralisée (9) conserve la non-concavité d’ordre

¢ — 1 sur Plintervalle [a,a + uo (b —a)l s2 m— vy est pair et sur Pintervaile

[2—p, (b —a), at Py (b —a)] si m— vy est impair.

roncaﬂ?ﬁ ?g;em;, le po[_y?,é_me d’f{'}:rerpaiation généralisée (9) conserve la non-

oncavite aorare y sur lintervalle [a, + o) si m — v est impair

Paxe réel si m — v est pair. ¥ ) ! i b A

La démonstration résulte immédiatement des formules

dYF_Y [f,x] ! e m—y—1
— s =(m—1)(m—2)...(m —y) (2— a) [6,,a5... a5 f1+

M

I

dr+t FY [ff.X'] — m——2
S (D (m—2) ---<m—v—1>(Z_Z) - [b,a,a,...,a;f]
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Si b<Ca nous avons une propriété analogue qui s’obtient de la méme
maniere. Dans ce cas il suffit-de remplacer dans I’énoncé du théoréme

les intervalles [a,a 4 . (b — a)], [a — (b —a),a-+ u, (b —a)let[a, + o)
respectivement par [a —p (a — b),4a], [a — b (@a—0b), a-t+p, (a—10)] et
(— o, a].

9. Supposons encore que nous ayons seulement deux noeuds distincts,

dont £, coincident avec a et k, avec b, ol a<_b. Nous avons ky + k%: m
et nous pouvons supposer & = 2, k; = 2. Nous pouvons alors obtenir les

polyndmes £, (x) sous la forme suivant:

(=B DiGetln  amy
Pl — @yt (ky — B —1)!(k,—1)!

by, () =

b
N —ayn 816 — o—tde, B =01,k —1
x ! (=1 P m—p—-1!(—xP ]
ipa (2) = BI(b — @)ym=P—1(fy—1)!(ky — B — 1)!

.\'(z Ay (B 1Py, B— 0,1 ey — 1

Considérons encore les polyndmes d’interpolation généralisées (5)

ot nous avons (3) et k= max (&, k,). ) .
On voit tout de suite que Vopérateur F,[f|x] conserve le signe et

la formule
- ky—1 bl ) ka—1
P G IR Sl o

dx (y — 1)1 (ke — 1)I(b— a)n—2
nous montre qu’il conserve aussi la monotonie de la fonction sur Vinter-
valle [a, b]. )

Si nous faisons les calculs nous trouvons aussi
EFfl2]_ (m—2)l(x — @t (b — 2y
dx? (By — D! (ky— D)1 (b — ayn—

Ay — D) [(ke— 1) a+ kb —(m— 1) x][a,a,b5f] +
F(ky —1)[m— 1) x—kya — (ky—1) 0] [a, 6,55 f]}

et cette formule nous montre que lopérateur F,[f|x] conserve la non-
concavité habituelle (d’ordre 1) sur Pintervalle

7 SUR LA CONSERVATION DE L'ALLURE DG CONVEXITE 13

kra+ (b — )b (ky—1)a + kdy]
m—1 ’ m— 1
Cette propriété est a rapprocher 4 celle qui exprime que Popérateur
Fo [flx] =L(a,a,..,a,b,b,.,b ;f1x) conserve la non-concavité d’ordre
CU SRR D Tl

&y ks
m — 3 sur lintervalle

[ G szt ]
m—1 m—1

et qui résulte comme cas limite d’une propriété déja établie pour le poly-
ndme de Lagrange (sur des noeuds distincts) [4].

10. Les propriétés de non conservation et de conservation de lanon-
concavité d’ordre 2 des opérateurs (5) sont & rapprocher de la propriété

trés remarquable du polynéme de S. N. Bernstein i (E?)f(z' ) ¥ (1 — x)m—e
o |08 "

de conserver sur Pintervalle [0,1], toute propriété de convexité de la fonc-
tion f définie sur cet intervalle [2].

Des considérations générales” sur la conservation de J’allure de
convexité par des polyndmes d’interpolation généralisée de Ia torme

"

D f(x,) P, (x) ont été faites dans un de mes travaux antérieurs [4].,
=0
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ASUPRA CONSERVARII ALURII DE CONVEXITATE
A FUNCTIILOR PRIN INTERPOLARE

Rezumat

Cc_)ntinuind cercetdrile asupra conservirii alurii de convexitate [3, 4, 5],
S¢ considerd polinomul lui Lagrange-Hermite L (%1, %5 5 300y % 3 f| %), unde
hodurile X, a=1,2 ..,m nu sint neapdrat distincte. Se noteazi cu
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E [f|x] suma termenilor din acest polinom care congin numai valorile
derivatelor pe noduri pind la ordinul y inclusiv. Teoremele 1, 2 exprimd
cazuri cind operatorul F [f|x] nu conservd neconcavitatea de ordinul #
pe nici un interval. Teorema 3 se referd la cazul nodurilor toate con-
fundate. Atunci F [f|x] revin la polinoamele lui Taylor relative la
functia f. Teorema 4 enuntd citeva proprietiti de conservare a alurii de
convexitate in cazul cind avem numai doui noduri distincte, unul fiind
simplu. Lucrarea mai contine citeva rezultate referitoare la conservarea
alurii de convexitate in cazul general a doud noduri distincte.



