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Sur la conservation de l'aUure de convexite des 
fonctions par des polynomes d'approximation 

Par 

TIBERIU POPOVICIU 

L'INSTITUT DE CALCUL 
DE LA FILIALE DE CLUJ DE L' ACADEMIE 

DE LA REPUBLIQUE SOCIALISTE DE LA ROUMANIE 

1. Dans les problemes d'approximation on eherehe d'habitude une fonetion 
d'approximation cp de la fonetion donnee f de maniere que l'erreur f - cp de l'egalite 
approximative 
(1) f~ cp 

verifie eertaines restrietions (delimitations, ete.) imposees par la nature meme 
du probleme eonsidere. 

Mais il est important de ehereher a conserver par l'approximation (1) eertaines 
proprietes d'allure de la fonetion f En general la fonetion d'approximation cp est 
ehoisie dans un eertain ensemble determine de fonetions, ensemble qui depend 
d'une eertaine maniere de la fonetion f On peut, par exemple, ehoisir cp dans un 
ensemble verifiant eertaines eonditions interpolatoires. 

Evidemment il faudrait tout d'abord preeiser ee qu'on ente nd par l'allure, 
plus exaetement par une allure determinee, d'une fonetion et ensuite ee qu'on entend 
par eonserver eette allure. Nous ne ehereherons pas a donner une definition de l'allure 
d'une fonetion. Nous etudierons seulement quelques proprietes que nous eonvenons 
de eonsiderer eomme earaeterisant eertaines allures, tel que: la non-negativite, 
la monotonie, la eonvexite d'un ordre donne, ete. 

2. Pour preeiser eonsiderons l'operateur F[flx] defini sur l'espaee des fonetions 
J, reelle et d'une variable reelle x, definies sur un ensemble E de l'axe reel, ayant 
ses valeurs dans l'ensemble des fonetions reelles definies sur l'ensemble I de l'axe 
reel. Dans la suite nous supposerons, sauf avis eontraire, que l'operateur F[flx] 
est lineaire et nous introduisons la 

DEFINITION. Nous dirons que ['operateur F[flx] conserve (sur 1) la convexite, 
la non-concavite, la polynomialite, la non-convexite respectivement la concavite 
d'ordre n (de la fonetionf) si lafonction F[flx] de x est convexe, non-concave, poly­
nomiale, non-convexe respectivement concave d'ordre n (sur I) pour toute fonction 
convexe, non-concave, polynomiale, non-convexe respectivement concave d'ordre n 
(sur E). 
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Rappeions qu'une fonction fest dite convexe, non-concave, polynomiale, 
non-convexe respectivement concave d'ordre n (~ - 1) sur E si toutes les differences 
divisees d'ordre n+l, [Xl>X2, ... ,Xn+2; f] de cette fonction sur n+2 points, ou 
noeuds, distincts quelconques XI, X2' ... , Xn+2 de E so nt positives, non-negatives, 
nulles, non-positives respectivement negatives. Les proprietes de ces fonctions, 
ainsi que des differences divisees, sont bien connues. On passe des fonctions convexes, 
non-concaves respectivement polynomiales d'ordre n aux fonctions concaves, non­
convexes respectivement polynomiales d'ordre n en changeant leur signe (sur E) 
donc en passant de f a - f et vice versa. Les proprietes de conservation de la concavite 
et de la non-convexite resultent donc simplement (dans le cas des operateurs lineaires 
F[flx]), des proprietes de conservation de la convexite et de la non-concavite du 
meme ordre. Le cas n = - 1 correspond a la conservation du signe de la fonction. 
Les operateurs positifs (et en generalies operateurs non-negatifs) jouent un röle 
tres important dans la theorie de I'approximation polynomiale, trigonometrique 
et d'autres approximations du meme type. Le cas n =0 correspond a la conservation 
de la monotonie et n = 1 a la conservation de la convexite habituelle. 

3. Nous avons etudie le cas n:> -1 pour plusieurs operateurs determines. 
Nos recherches ont commence par la remarque que le polynome bien connu de 
s. N. Bernstein 

(2) 

conserve sur l'intervalle [0, 1] la non-concavite d'ordre n de la fonction f pour tout 
n ~ -1 [2]. Dans ce cas nous pouvons prendre E=I=[O, 1]. Nous avons obtenu 
quelques resultats generaux concernant des operateurs du type (2) [5] et concernant 
la conservation du signe et de la monotonie par les polynomes d'interpolation de 
L. Fejer [6], qui est aussi du meme type. Nous avons aussi obtenu certains resultats 
analogues pour le polynome d'interpolation de Lagrange [4], [7]. 

Nous designerons par L(x l , X2, ... , Xn+ I; fix) le polynome de Lagrange 
(de degre n) prenant les memes valeurs que la fonction f sur les n + 1 noeuds 

X I 'X2 ' ••• ,xn + l • 

Du fait que le coefficient de x n dans le polynome L(x l , X2' ... , Xn+ I; fix) 
est egal a [XI' X2' ... , Xn+ 1 ;f] il resulte la propriete, presque evidente, que si 
XI ,X2' ... ,xn+IEE, ce polynome conserve la non-concavite d'ordre n-l sur tout 
intervalle 1. Cette propriete est d'ailleurs equivalente a la non-concavite d'ordre 
n - 1. Mais il est facile de demontrer que ce polynome conserve la non-concavite 

[X +X +"'+X X +X +"'+X ] d'ordre n - 2 sur l'intervalle I 2 n n, 2 3 n n+ I en supposant 

que Xt<X2<",<xn+1 [4] 


