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Sur le reste de certaines formules de quadrature 

TIBERIU POPOVICIU 5. Cluj (Roumanie) 

D~did gt M. A. Ostrowski gt l'occasion de son 75ikme anniversaire 

1. On peut exprimer de plusieurs mani6res le reste R [ f ]  de la formule de qua- 

drature 
b 

a 

oh x, (~ = 1, 2,... ,  n) sont des points distincts de l'axe r6el et A,, ~ = 1, 2, ..., n des 

constantes r6elles donn6es, ind6pendantes de la fonction f. Nous supposerons que a 
et b, oh a <b,  soient finis, que toutes les fonctions consid6r6es soient r6elles, et nous 

d6signerons par I un intervalle contenant les points a, b, x~, (~ = 1, 2, ..., n). 
Soit m le degr6 d'exactitude du reste R [ f ]  (ou de la formule de quadrature (1)), 

donc le nombre, bien d6termin6 par les conditions" R[1]  = R [ x ]  . . . . .  R [x m] =0, 
R Ix m + 1] :~ 0. Si R [1 ] v a 0 nous prenons m = - 1 et si R [1] =0  nous avons 0 < m =< 2 n -  1. 

Si f est une fonction continue sur l'intervalle I nous avons [1] 

t t 

R [ f ]  = A[~I,  ~z .. . . .  ~m+2;f] + B[~I, ~2 . . . . .  ~m+2;f]" (2) 

Les points ~ ,  d'une part, et les points ~ ,  d'autre part, sont distincts mais d6pendent 
en g6n6ral de la fonctionf.  Les constantes A, B sont ind6pendantes de la fonctionf.  
Nous avons A + B = R [ x  ''+1] et [Yl,YE .... , y , ' f ]  d6signe la diff6rence divis6e, 

d 'ordre r - l ,  de la fonction f sur les points (ou noeuds) Yl, Y2,-.., Yr. Si m >=0 les 
points ~,, ~'~, peuvent 8tre choisis 5. l'int6rieur de l'intervalle I e t  si de plus la fonction f 

a une (m+ 1)-i6me d6riv6ef (m+ 1) 5. l'int6rieur de I, on a 

f(m+ . . . . . . .  i)(~) F B f(m+- ')(~') (3) 
R [ / ] = A  ( m + l ) !  ( m +  1)! 

~, ~', 6tant deux points de l'int6rieur de l'intervalle Ie t  A, B 6tant, d'ailleurs, les mSmes 

constantes que dans (2). 
Si on peut prendre B = 0  dans (2) ou dans (3), on dit que le reste R [ f ]  est de la 

forme simple. Nous avons donn6 autrefois des conditions n6cessaires et suffisantes 

pour qu'il en soit ainsi [1], mais le reste n'est pas toujours de la forme simple. 
Nous allons montrer que m0me si le reste n'est pas de la forme simple, dans le 

sens pr6c6dent, nous pouvons, dans certains cas, introduire des diff6rences divis6es 
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modifi6es de mani6re quele reste devient de la forme simple par rapport ~t ces nouvelles 
diff6rences divis6es. La d6finition de la diff6rence divis6e qui interviendra ici r6sultera 
de ce qui suit. 

2. Soit toujours m le degr6 d'exactitude de R [ f ]  et d6signons par k (0 < k <n)  le 
nombre des points x, compris dans l'intervalle ouvert (a, b). Si k > 0  nous pouvons 

supposer que les points Xl, x2, ... ,  Xk, sont dans (a, b) et si k < n que les points Xk+ 1, 

Xk + 2, . . . ,  Xn, sont en dehors de (a, b). D6signons par c, d (c < a < b < d), les extr6mit6s 
de l'intervalle I et consid6rons les polynomes 

R [ ( x - c f ]  ( x - c )  "+ '  ( a = 0 , 1 ,  . n + k )  
P, = (x - c)" R [(x - c) m+ '] "" ' 

qui sont bien d6finis puisque R [ ( x - c )  m+ 1] = R  [x  m+ 1] 4:0 et qui verifient les 6galit6s 

R [P , ]  = 0, (ct = 0, 1 . . . .  , n  + k ) .  (4)  

I1 est facile de voir qu'on doit avoir m < = n + k - 1 .  En effet si nous prenons le 
polynome 

1 - ( x  -- x,) 2 (x - x 2 )  2 . . .  ( x  - Xk)  2 ( X  - -  Xk+ 1 ) ( X  - -  X k + 2 ) . . .  (X  --  Xn)  

(dont la forme est facile/t 6crire si k =0  ou k =n), nous avons 

b 

R [/] = l ' l ( x )  dx ~ O. (5) 
a 

D6signons maintenant par D ( y l ,  Y2 . . . .  , Y,,+k+l ; f )  le d6terminant des valeurs des 
fonctions Po, P1,. . . ,  I'm, Pm + 2, I'm + 3 , ' " ,  P,,+k, f (si m = -- 1 des fonctions P1, P2,..., 
P,,+k, f )  sur les points Yl,  Y2, . . . ,  Y,+k+l, et par D * ( y l ,  Y2, . . . ,  Y,+k) le mineur corres- 
pondant  ~t l'616ment f (Yn+k+ 1) de ce d6terminant, donc le d6terminant des valeurs 

des fonctions Po, P~, . . . ,  Pro, Pro+ 2, Pro÷ 3, ..., P,,+k sur les points Yl , Y2, ..., Y,,+k. Nous 
• " ,  . x m + l  __ ) n + k -  1 V ( Y l , y  2 . . . .  , y ,+ ,+ j )of l  V ( Y l , Y 2 , . . .  , avons D ( y  1,y2, Yn+k+l, ) = (  1 m -  

Y,,+k+l) est le d6terminant de Vandermonde des nombres Yl, Y2, . . . ,  Yn+k+l. 

La nouvelle diff6rence divis6e que nous introduisons est d6finie par la formule 

[Yl,  Y 2  . . . .  , Y,,+k+ 1; f ]*  = 
D ( Y l ,  Y2, ".., Y,,+k+ l ; f )  

. . .~  . x m +  1 " D(Yl, Y2,  Y n + k +  1 ,  ) 
(6) 

Dans cette d6finition nous avons suppos6 que les points y, sont distincts. Mais on 
peut 6tendre la d6finition aussi au cas des points y, non pas n6cessairement distincts 
par un passage ~. la limite dans la formule (6). Ceci revient a maintenir la formule de 
d6finition (6) en modifiant convenablement le d6terminant D (et aussi les d6terminants 
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D*, V) tel que nous l 'avons expliqu6 ant6rieurement [1]. Ceci exige l'existence d 'un 
certain nombre de d6riv6es de la fonction f. De cette mani6re la diff6rence divis6e (6) 
est d6finie quels que soient les points y, distincts ou non. 

3. Avec les notations pr6c6dentes consid6rons la fonction continue q~ (x) qui en 
dehors des points x, est 6gale ~t la combinaison lin6aire l ( x ) [ x ~ , x l ,  x2, x2 , . . . ,  

xk, xk, xk+l, xk+2,..., x,, x ; f ] *  des fonctions Po, PJ ....  , P,,, Pro+l, Pro+z,'", P,+k,f" 
On a alors q~ (x , )=0  (a = 1, 2, ..., n) donc aussi 

b 

R [q~] = l" q~ (x) dx 
a 

et compte tenant de (4), (5), nous avons 

b 

a '] f R [ f ] =  R I l l  q~(x) dx. 
a 

En remarquant que la fonction l ne change pas de signe sur (a, b), il en r6sulte que 

R If] = R Ix m+ 1] [ ~ 1 ,  ~2 ,  . . . ,  ~n+k+, ;f]* (7) 

off les ~, sont des points distincts de l'int6rieur de I (d6pendant en g6n6ral de la 
fonction f ) ,  gt condition qu'on puisse appliquer les thdorkmes de la moyenne aux 

diff&ences divisdes (6). Je r6f6re le lecteur pour ces th6or6mes ~t un travail pr6c6dent [1 ]. 

Cette condition est sfirement v6rifi6e si" 

(H).  Le ddterminant D*(Yl, Y2,..-, Y,+k) est 5 0 ,  quels que soient les points Yl, 

Y2, ..., Y,+k distincts ou non. 
Dans la d6monstration pr6c6dente de la formule (7) on a suppos6 que la fonction 

continue f ait une d6riv6e (au moins sur les points x l, x2, ..., xk). On peut voir facile- 
ment que le r6sultat obtenu est valable sous la seule hypoth6se de continuit6 sur 

l'intervalle ferm6 [a, b] de la fonction f. 
Si nous d6signons par W ( g l ,  g2, ..., g~) le wronskien des fonctions gl,  g2, .... gs, si 

nous supposons de plus que la fonction f ait une (n + k)-i6me d6riv6e sur l'int6rieur 
de I et si la condition (H) est v6rifi6e, nous avons (le wronskien a ses lignes et ses 

colonnes dans l'ordre habituel) 

R [ f ]  = -- ( -  1)"+k-m-' 

l ! 2 ! . . . ( n  + k)! 
R Ix m+ 1] {W (Po, P,, "", P,,,, Pro+ 2, Pro+ 3, " " ,  Pn+k,f)} 

x=~  

6tant un point int6rieur de L Remarquons que le second membre de cette formule 
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est de la forme 
n + k - m - 1  

Z Q~ (~)f ("+ ' +') (~1 
a = O  

off Q~ est un polynome de degr6 ~ ind6pendant de la fonction f ( e = O ,  1,. . . ,  
n + k - m - 1 ) .  

4. Si Po = 1 et p ,  (e =0 ,  1 . . . . .  n + k) sont les fonctions symOtriques fondamentales 
des nombres y , - c ,  (e = 1, 2, . . . ,  n + k), nous avons 

D* (Yl, Y2 . . . . .  Y,+k) = 
.+k -m- ,  )" R [(x - -  c)  m + l  +a]_ 

= v ( y , ,  y~ . . . .  , y . +~ )  ~-,Z ( -  ~ - R ~x :--@ +'] P " + ~ - m - ' - ~  

I1 en r6sulte que la condition (H) est v6rifi6e si les nombres 

E ( -  1) ~ ~ ]  ~ (a - c) °÷~- '- ' -~ 
~=o R [ ( x -  c) m n + k -  m -  1 - 

(s = 0, 1, . . . ,  n + k) (8) 
sont tous positifs ou tous n6gatifs. 

EXEMPLE. Consid6rons la formule de quadrature 

2 

f f  dx 2 f  (0) + 6 f  (1) + 2 f  (2) (x) . , . _ _  + R I f ] .  5 
0 

Dans ce cas nous avons k = m  = 1 et nous pouvons prendre c =0,  d = 2 .  Le reste n'est 

pas de la forme simple habituelle (on a R I f ] -  3-~5 f "  (~)-3-~5 f "  (~') si la d6riv6e 
seconde existe). Dans ce cas les nombres (8) sont tous de m~me signe et diff6rents de 0, 
donc la condition (H) est v6rifi6e. Si la fonction f est continue sur [0, 2] e t a  une 
d6riv6e quatri6me sur (0, 2), nous avons 

R I f ]  = - -~o [4f"  (~) - 4(~ - 1)f '"  (~) + (2 ~2 _ 4 ~ + 3 ) f  TM (~)],  0 < ~ < 2. 

5. On peut facilement 6tendre les consid6rations pr6c6dentes aux formule de 
quadrature off le second membre contient aussi lin6airement certaines des valeurs 
sur les points x= des d6riv6es succesives de la fonction f et aussi ~t des formules d 'ap- 
proximation lin6aire correspondant  ~ des fonctionnelles lin6aires plus g6n6rales. 
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