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Sur le reste de certaines formules de quadrature

TiBerIU Poroviciu a Cluj (Roumanie)
Dédié a M. A. Ostrowski a l'occasion de son 75iéme anniversaire

1. On peut exprimer de plusieurs maniéres le reste R[ /] de la formule de qua-
drature

[r@dx= T 470+ RS M

ou x, (x=1,2,...,n) sont des points distincts de I'axe réel et 4,, a=1,2,...,n des
constantes réelles données, indépendantes de la fonction f. Nous supposerons que a
et b, ot a< b, soient finis, que toutes les fonctions considérées soient réelles, et nous
désignerons par I un intervalle contenant les points a, b, x,, (¢=1, 2,..., n).

Soit m le degré d’exactitude du reste R[ /] (ou de la formule de quadrature (1)),
donc le nombre, bien déterminé par les conditions: R[1]=R[x]=--=R[x"]=0,
R[x™*"']#0.Si R[1]#0nous prenonsm= —letsi R[1]=0nousavons0=<m=2n—1.

Si f est une fonction continue sur I'intervalle J nous avons [1]

R[f] = A [éls 52""9 ém%—l;f] + B[érl’ 512’ st £:n+2’f] . (Z)

Les points &,, d’une part, et les points £, d’autre part, sont distincts mais dépendent
en général de la fonction f. Les constantes 4, B sont indépendantes de la fonction f.
Nous avons A+B=R[x"*'] et [y, 3., ¥; [ ] désigne la différence divisée,
d’ordre r—1, de la fonction f sur les points (ou noeuds) yy, ¥z, ..., ¥,. Si m20 les
points &,, £., peuvent étre choisis & I'intérieur de I'intervalle 7 et si de plusla fonction f
a une (m+1)-iéme dérivée "1 & Pintérieur de /, on a

(m+1) (m+ 1)z
Rpp-at s O gl ) ®
(m + 1) (m+1)!

&, &' étant deux points de intérieur de Uintervalle /et 4, B étant, d’ailleurs, les mémes
constantes que dans (2).

Si on peut prendre B=0 dans (2) ou dans (3), on dit que le reste R[ /] est de Ia
forme simple. Nous avons donné autrefois des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il en soit ainsi [1], mais le reste n’est pas toujours de la forme simple.

Nous allons montrer que méme si le reste n’est pas de la forme simple, dans le

sens précédent, nous pouvons, dans certains cas, introduire des différences divisées
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modifiées de maniére que le reste devient de la forme simple par rapport a ces nouvelles
différences divisées. La définition de la différence divisée qui interviendra ici résultera
de ce qui suit.

2. Soit toujours m le degré d’exactitude de R[ f ] et désignons par k(0<k<n) le
nombre des points x, compris dans Pintervalle ouvert (g, b). Si k>0 nous pouvons
supposer que les points x;, X, ..., X;, sont dans (g, b) et si k<n que les points x; 1,
Xy 25 -+ Xy SONt en dehors de (a, b). Désignons par ¢, d (cSa<b<d), les extrémités
de P’intervalle I et considérons les polynomes

R[(x —¢J]
Po=(x—cf == (x— )" =0,1,...,n+k
( ) R[(X . C)m+1:l( ) ((1 )
qui sont bien définis puisque R[(x—c)""!]=R[x"*!]+#£0 et qui vérifient les égalités
R[P]=0,(¢=0,1,...n+k). )

Il est facile de voir qu'on doit avoir m<n+k—1. En effet si nous prenons le
polynome

P=(x—x;)°(x = x3)% . (x — )2 (% = X 1) (¢ = X412) ooe (X = X,)

(dont la forme est facile & écrire si k=0 ou k=n), nous avons

R[] = fl(x) dx #0. &)

Désignons maintenant par D(y;, ¥, ..., Ya+r+1;/ ) le déterminant des valeurs des
fonctions Py, Py,...; Pyy Prv 2 Pui3s-eos Poigo f (1 m=-—1 des fonctions Py, P,,...,
P, .1, /) sur les points yy, ¥a,.vv, YVeri+1s €t par D¥(py, ¥5,..., ¥,4i) le mineur corres-
pondant & 'élément f(y,4+z+1) de ce déterminant, donc le déterminant des valeurs
des fonctions Py, Py, ..., Py, Puyas Put3s.-es Pyyy sur les points ¥y, ¥,y YVpig- NOUS
avons D (P4, ¥as o Yurier 13X ) =(= 1) TV (31, V2 cver Patas 1) OV (V1 Vas oo
Ynir+1) €St le déterminant de Vandermonde des nombres ¥y, V5, ..., Vori+1-

La nouvelle différence divisée que nous introduisons est définie par la formule

D(y1s Y25 -5 Ynaw15f)
[ris Y25 eees Ynrrsn ,f]* = T T e 1Y (6)
" D(yy, )’2’---,J’n+k+1§xm+1)

Dans cette définition nous avons supposé que les points y, sont distincts. Mais on
peut étendre la définition aussi au cas des points y, non pas nécessairement distincts
par un passage a la limite dans la formule (6). Ceci revient a maintenir la formule de
définition (6) en modifiant convenablement le déterminant D (et aussi les déterminants
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D*, V) tel que nous 'avons expliqué antérieurement [1]. Ceci exige I'existence d’un
certain nombre de dérivées de la fonction f. De cette maniére la différence divisée (6)
est définie quels que soient les points y, distincts ou non.

3. Avec les notations précédentes considérons la fonction continue ¢ (x) qui en
dehors des points x, est égale & la combinaison linéaire (x)[x, xy, X3, X2,...,
Xi» Xi» Xt 15 X4 25++0» X X3 f ¥ des fonctions Py, Py...., Py, Ppiy, Priayeons Posio /-
On a alors ¢ (x,)=0(x=1,2,..., n) donc aussi

R[¢]=}w(x)dx

et compte tenant de (4), (5), nous avons

R s RPN

a

En remarquant que la fonction / ne change pas de signe sur (, b), il en résulte que

R[f]ZR[Xm+]] [51’52"“’ €n+k+1;f]* (7)

ol les &, sont des points distincts de I'intérieur de 7 (dépendant en général de la
fonction 1), d@ condition qu'on puisse appliquer les théorémes de la moyenne aux
différences divisées (6). Je réfere le lecteur pour ces théorémes a un travail précédent [1].
Cette condition est s{irement vérifiée si:

(H). Le déterminant D*(yy, y3s ..., Yu+x) €5t #0, quels que soient les points yy,
Yas-eoy Yuai distincts ou non.

Dans la démonstration précédente de la formule (7) on a supposé que la fonction
continue / ait une dérivée (au moins sur les points x;, X,,..., x). On peut voir facile-
ment que le résultat obtenu est valable sous la seule hypothese de continuité sur
Pintervalle fermé {a, b] de la fonction f.

Si nous désignons par W(gy, g2, ...s &) le wronskien des fonctions g;, g2, .-+, &5, 51
nous supposons de plus que la fonction f ait une (n+k)-iéme dérivée sur lintérieur
de I et si la condition (H) est vérifiée, nous avons (le wronskien a ses lignes et ses
colonnes dans 'ordre habituel)

(_ 1)n+k—m—1 »
R[f]=-~—" — -~ R[x"" {W (Po, Pis s Pus Pus2s Prs3oos Pusio
(/] 1120 (n + k)! [x" " H{W (Po, Py +2 +3 +kf)}x__.__é

¢ étant un point intérieur de 1. Remarquons que le second membre de cette formule
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est de la forme
nt+k—m=-1

RGOV

ol @, est un polynome de degré o indépendant de la fonction f(a=0,1,...,
n+k—m-—1).

4, Sipy=1etp,(x=0,1,..., n+k) sont les fonctions symétriques fondamentales
des nombres y,—c, (x=1, 2,..., n+ k), nous avons

D*(¥1, Yaseoos Vuti) =

:V(yl,yz,...,y,.+k)" u-‘;’:_ (— ]) R}EE)(C_C)),,,+1]] ntk—-m—1—«a

It en résulte que la condition (H) est vérifiée si les nombres

ntk-m—1 R[(x_c)m+l+a ( s )(d_c)n+k_"‘”1—a

a;o e R[(x h)aﬂj n+k—-m-1—«a
(s=0,1,...,n+k)y (8

sont tous positifs ou tous négatifs.

ExempPLE. Considérons la formule de quadrature

ff(x)a'x 2f(0)+6f5(1)+g[§2) L RIfT.

Dans ce cas nous avons k =m =1 et nous pouvons prendre c—O d=2. Le reste n’est
pas de la forme simple habituelle (on a R[ f]==575f"(&)—2% " (&) si la dérivée
seconde existe). Dans ce cas les nombres (8) sont tous de méme signe et différents de 0,
donc la condition (H) est vérifiée. Si la fonction f est continue sur [0, 2] et a une
dérivée quatrieme sur (0, 2), nous avons

RIf]==s[4/" () -4 -Df" O+ Q& -4+ DM (E], 0<é<2.

S. On peut facilement étendre les considérations précédentes aux formule de
quadrature ou le second membre contient aussi linéairement certaines des valeurs
sur les points x, des dérivées succesives de la fonction f et aussi 4 des formules d’ap-
proximation linéaire correspondant a des fonctionnelles linéaires plus générales.
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