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DAS RESTGLIED IN EINIGEN FORMELN DER NUMERISCHEN
INTEGRATION VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Tiberiu POPOVICIU

1. In vielen Formeln, die zur numerischen Integration
von gewdhnlichen Differentialgleichungen benutzt werden,
ist der Rest ein lineares (additives und homogenes)
Funktional R[f], das auf einer linearen Menge S erklirt
ist, deren Elemente f stetige Funktionen sind, die auf
einem Intervall I (dessen Linge von Null verschieden

ist) der reellen Achse definiert sind. Wir setzen weiter-
hin voraus, daf die Elemente von S geniigend oft diffe-
renzierbar sind, damit die betrachteten Formeln sinnvoll
sind und da8 S alle Polynome enthdlt.

Untersucht man die Struktur des Funktionals R[f], so
spielt die sogenannfe einfache Form dieses linearen Funk-
tionals eine bedeutende Rolle. Darunter verstehen wir
folgendes: '

Ein lineares Funktional R[f] heiBt von einfacher Form,
wenn es eine ganze Zahl n2-1 gibt, so das REz"+¥]#o ist
und

(1) RIA = R 8y e ik yyi ]

fiir alle f e S, wobei Ev’ v=1,2,...,n+2 voneinander ver-
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schiedene Punkte des Intervalls I sind, die im allgemei-
nen von der Funktion f abhéngen.

Dabei bezeichnet [il,yz,...,yk+l;fﬂ die dividierte
Differenz k-ter Ordnung der Funktion f, gebildet mit den
Knotenpunkten yl,yz,...,yk+1. Diese Knotenpunkte k&nnen
sdmtlich voneinander verschieden sein oder nicht. Im
letzteren Fall wird die dividierte Differenz bekanntlich
mit Hilfe der Ableitungen der Funktion f definiert. So
gilt z.B.

Bovieoowifl= 5 75w
—— .
k+1

Bezeichnen wir der Einfachheit halber mit D, [f] ate
dividierte Differenz k-ter Ordnung der Funktion . ge=
bildet mit einem gewissen System von k+1 voneinander ver-
schiedenen Knotenpunkten aus dem Intervall I, so kann man
Beziehung (1) wie folgt schreiben:

RlA) = R0, [

2. Ist das lineare Funktional R[f] von einfacher Form,
dann hat es den Genauigkeitsgrad n, d.h, flir alle Poly-
nome n-ten Grades ist es Null, jedoch nicht fir alle Po-
lynome (n+l)-ten Grades (das einzige Polynom mit dem ef-
fektiven Grad -1, ist das mit Null identische Polynom) .
Dabel bezeichnet n die ganze Zahl, flir die die entspre-
chende Beziehung (1) gilt. Diese Bedingung ist jedoch im
allgemeinen nicht hinreichend dafilr, das R[f] von einfa-
cher Form ist.
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Dagegen gilt der folgende Satz:

Ein lineares Funktional R[f] ist genau dann von ein-
facher Form, wenn es eine ganze Zahl n2-1 gibt, so daB
R[f]#o i8t fir alle konvexen Funktionen f n-ter Ord-

nung aus S.

Dabei heiBt eine Funktion f konvex von der Ordnung n
auf I, wenn ihre dividierte Differenz (n+l)-ter Ordnung,
gebildet mit jedem beliebigen System von n+2 voneinander
verschiedenen Punkten des Intervalls I, positiv ist.
Sind diese dividierten Differenzen nicht negativ, so
sprechen wir von einer nichtkonkaven Funktion n-ter Ord-
nung. SchlieBlich heift eine Funktion f konkav bzw.
nichtkonvex von der Ordnung n, wenn =f konvex bzw.
nichtkonkav von der Ordnung n ist.

Der Beweis des obigen Satzes ist einfach. Weitere da-
mit im Zusammenhang stehende Eigenschaften habe ich in
meinen friheren Arbeiten [3], [4], [5] angegeben.

Ist 720, so kdénnen die Punkte Ev’ v=1,2,...,n+2 in
der Formel (1) sogar aus dem Inneren des Intervalls I ge-
wdhlt werden.

3. Ist die dividierte Differenz (n+l)-ter Ordnung der
Funktion f beschridnkt, d.h. gilt
(2) |En1,a:2,...,zn+2;fj|§ M (M endlich)
fliir alle Systeme von n+2 voneinander verschiedenen Punk-

ten Ty 1Toypeees®,, o AUS I, so erhdlt man aus (1) folgende
Abschédtzung fir R[}j:
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(3) IR[F| < 1RE™Y | w

Ist die Funktion f (n+l)-mal differenzierbar, so kann
man Formel (1) durch

(n+1)
@ R = AR s
N+l

ersetzen. Flir n>0 genligt es vorauszusetzen, das8 die Ab-
leitung f(n+1) im Inneren von I existiert und in (4)
kann man dann { aus dem Inneren von I wihlen.

Ist f(n+1) beschrénkt, dann gibt es eine (endliche)
Zahl M, so daB (2), also auch (3) gilt. Man kann sogar

(n+l)
_ su
M= =D

annehmen.

Wir bemerken, das8 man fir die Formel (1) die Existenz
der (n+1)-ten Ableitung nicht vorausiusetzen braucht.
Demnach ist Formel (1) allgemeiner als die klassische
Formel (3), die dann gilt, wenn Rcﬁ] von einfacher Form
ist und auch die (n+l)-te Ableitung f(n+1) existiert.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, das8 die Abschitzung
(2) und demnach auch (3) gilt, ist, das f(n) existiert
und einer gewdhnlichen Lipschitz-Bedingung geniigt.

4. Um festzustellen, ob ein lineares Funktional R[f] von
einfacher Form ist, geniigt es den vorhin erwdhnten Satz
anzuwenden. Man ma8 also zeigen, daB R[f] fiir alle kon-
vexen Funktionen n-ter Ordnung aus S von Null verschie-
den ist. Zu diesem Zweck kann man verschiedene Darstel-
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lungen von R{f] benutzen oder verschiedene Kriterien, die
aus den Eigenschaften der konvexen Funktionen n-ter Ord-
nung resultieren. Solche Kriterien habe ich in meinen
frilheren Arbeiten [5], [6] angegeben.

Einen Fall mdchte ich n&her behandeln, da dieser zahl-
reiche Anwendungen bei der numerischen Integration von
Differentialgleichungen hat.

5. Wir betrachten die lineare Approximationsformel
k.-1
F 7 ()

(5) Al}ﬂ = ‘E aidf (xi)+R[3j

. . =1 j=0
wobei das lineare Funktional A[f] auf der Menge S defi-
niert ist. Das Restglied R[f]| hat dann die in Nr. 1 an-
gegebene Gestalt.

In Formel (5) bezeichnen

o
17, xl,mz,...,xp

p voneinander verschiedene Punkte
des Intervalls I.

2°, ky+kpseeesk p natiirliche Zahlen.

Es sind dieses die Multiplizitdtsordnungen der entspre-

chenden Knotenpunkten Ty sTgpenasT. Wird jeder Knoten-

punkt so oft gezihlt, wie seine MultiplizitHdtsordnung be-

trdgt, so haben wir im ganzen n+l Knotenpunkte, wobei

(6) n=k

+ k, 4.0+ k-1

1 2 14

ist.
3°, @y j=0,l,...,ki-1, t=1,2,...,p Koeffizienten,
die unabhingig von der Funktion f sind. Sie k&n-

nen negativ, Null oder positiv sein,




122 T.POPOVICIU

4, £ (@) .r) gie j-te Ableitung der Funktion f.

Ist der Rest der Formel (5) fiir jedes Polynom n-ten
Grades gleich Null, wobei n den gleichen Wert wie in (6)
hat, so sind die Koeffizienten ai,j eindeutig bestimmt.
Man erhdlt sie, wenn f durch das zu f und den Knotenpunk-
ten z, mit den Multiplizit&dtsordnungen ki gehdrige Poly-
nom L von Lagrange-Hermite ersetzt. In diesem Fall folgt
dann

) k.
(7 R[F] = A[l { (z-z ) t[}l,zz,...,zn+1,x;fj]
1= -

wobei N DY RRRE die n+l Knotenpunkte (voneinander
verschieden oder nicht) bezeichnen. Betrachtet man die
rechte Seite von Formel (7), so ergibt sich, daB das Ar~
gument von A[f] in dieser Formel mit dem Rest f-I der
benutzten Interpolationsformel f=I von Lagrange-Hermite
Ubereinstimmt. Nimmt x den Wert eines der Knotenpunkte
an, dann ist dieser Rest Null, Dieses muB8 bei der Deu-
tung von A[f-L] in Formel (7) stets beachtet werden.

6. In vielen wichtigen Fillen hat das Restglied R[f] der
Formel (5) nicht nur den von (6) angegebenen Genauig-
keitsgrad n, sondern ist auch von einfacher Form.

Das Funktional 4[f] heiBt positiv beziglich eines
Teilintervalls I* von I, wenn A[f]>0 ist fiir jede Funk-
tion f die auf dem Intervall I*, ausgenommen eine endli-
che Zahl (30) von Punkten aus I*, positiv ist. Dabei
wird stets vorausgesetzt, daB I* mindestens zwei Punkte
enthdlt.
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Beachtet man Formel (7), so ergibt sich folgende Ei-
genschaft:
1°, 1Ist das lineare Funktional A[f] positiv beziiglich
des Teilintervalls I* von I,
2°. sind alle Multiplizitdtsordnungen ki von Knoten-
punkten aus dem Inneren von I* gerade Zahlen
(das trifft z.B. zu, wenn das Innere von I*keinen
Knotenpunkt enth&lt),
3°. ist das Restglied R[f] der Formel (5) fiir jedes
Polynom n-ten Grades gleich Null,
dann hat dieses Restglied R[f] den Genauigkeitsgrad n
und ist von einfacher Form.

Als Beispiel nehmen wir

b
Alf] = f w(x) f(z)d=
a

an, wobei a,b (a<b) zwei endliche Punkte des Intervalls
I sind, w eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b]
nichtnegative stetige Funktionen, die nicht identisch
gleich Null sind. Die vorhin formulierte Eigenschaft
kann man dann auf das Restglied der Quadraturformel

b ki—l .
(8) J w(zx) flx)dz = § 1 a; jf(a)(x£)+R[}ﬂ
! i=1 jeo tr

- anwenden.,

7. Viele Formeln zur numerischen Integration von Diffe-
rentialgleichungen haben die Form (8) und erfiillen die
angegebenen Voraussetzungen, wenn man zu Stammfunktionen
verschiedener Ordnungen der Funktion f i{ibergeht. Durch
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solche Transformationen bleibt der Rest von einfacher
Form. ‘
Diese Behauptung resultiert aus folgenden S&tzen:
1°. Ist die Ablettung f' einer Funktion f konvex von
der Ordnung n, dann i8t f konvex von der Ordnung
n+l.
2°. Hat R*[f] den Genauigkeitsgrad n+l (n2-1) und ist
von einfacher Form, wobei R*[f]=R[f’| <st, dann
hat R[f] den Genauigkeitsgrad n und ist auch von
einfacher Form.

Beziliglich weiterer Einzelheiten sei auf meine Arbeit
(5] verwiesen.

Bei der Anwendung von Formeln zur numerischen Integra-
tion, wird nach einer solchen Transformation gewdhnlich
die Summe, die auf der rechten Seite von Formel (8)
steht, durch die linke Seite angenihert. Bei einer sol-
chen Modifikation wird das Restglied R[f] durch -R[f]
ersetzt, wobei sich jedoch weder der Genauigkeitsgrad
dndert noch die einfache Form.

Um einige konkrete Beispiele anzufilhren, mSchte ich
auf das ausgezeichnete Buch von L.COLLATZ [1] verweisen,
in dem eine Fiille von solchen Formeln angegeben ist.

Beigpiel 1. Die Formeln von Adams zur numerischen Inte-
gration haben die Form (8), wenn man zur Stammfunktion
von f libergeht. In diesem Fall gibt es in dem entspre-
chenden offenen Intervall ]a,b[ keine Punkte z.. Die In-
tegrationsformeln von Adams haben demnach ein Restglied
von einfacher Form.
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Beispiel 2. Nach G.KOWALEWSKI [2] gilt fiir die Differenz
n-ter Ordnung (n20)
a+nh

o (2) £ () dz

n=v.n

n
bpfla) = Eo(-l) (%) £ (a+vh) =
v=

a
wenn man voraussetzt, daB die n-te Ableitung der Funk-
tion f stetig ist. ¢ bezeichnet eine stetige (nicht iden-
tisch verschwindende) Funktion, die stiickweise polyno-
mial und nicht negativ ist. ¢ ist, wenn man die heutige
Terminologie benutzt, eine Spline-~Funktion.

Man kann dann zeigen, daB das Restglied der Formeln

1
Yo=73Woy = 2o ¥y

mit den Genauigkeitsgraden 3, 5 bzw. 6 von einfacher
2 4
Form ist, u. 2zw. gleich -2xr° p,[f], 36A Ds[}ﬂ,
-a20* 0, [F]. _
Die benutzten Bezeichnungen sind dabei diejenigen von
L.Collatz.
Um z.B. die zweite der betrachteten Formeln zu erhalten,
genligt es die GauBsche Quadraturformel
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a+2nw 2
¢ (z) fx) dx=’1’_2E'(a) +10f (a+h) +f(a+2h):| +R[f]
‘a

anzuwenden flir die Funktion f=y", wobei

z -a, fir z e [a,a+%]
$(x) =
a + 2h-z, fir x ¢ [a+h,a+2%]

ist. Analog verfihrt man bei den anderen beiden Formeln.

Beispiel 3.'Beachtet man die Formel

a+3h
llf(a)+27f(a+h)-27f(a+2h)—llf(a+3h)= I $ (x) £ (x) dz
a

wobei ¢ eine positive und stlickweise konstante Funktion
ist, so folgt, daB das Restglied der Formel

1 6 -

mit dem Genauigkeitsgrad 6 von einfacher Form ist.

8. Es erhebt sich natiirlich die Frage, welches die Struk-
tur eines linearen Funktionals R[f]ist, das nicht von
einfacher Form ist. Im Falle der Restglieder von For-
meln zur numerischen Integration von Differentialglei-
chungen kann man diese Frage leicht beantworten. Ein sol-
ches Restglied hat die Gestalt

k -1

(9) A= § 1 s,

EALNERY
=1 5=0

Dabei kann man x1<xz<...<zp
zienten b

= S 4
wobel r=r)+r,+ p’ yr1+r Fooutr,
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voraussetzen; die Koeffi-
. sind von der Funktion f unabhidngig.

Ist der Genauigkeitsgrad des linearen Funktionals
(9) n;max(rl—Z r2-2,...,rp—2), dann haben wir eine For-

mel der Form

r-n-1 _
r[f] = .21 Mlygrvgproe i i¥spngy i fls

tirs= s W1ag™1) 0
2 1

S'—"O, 1,...,1‘1:_1, 7:=1;2,...,p

ist. Die Summe der von f unabhidngigen Koeffizienten Ai
ist nicht gleich Null und es gilt nach dem Mittelwertsatz
fir dividierte Differenzen die Gleichheit

ROFD = AEyvEpren s ypiFlHuELEY e B) o f]

A,u sind zwei von f unabhingige Koeffizienten

r=g-1 n+l
(A+p= g —R[} 1) und £,r €} zwel Systeme von je
n+2 voneinander verschledenen Punkten des Intervalls I,
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9. Haben die Koeffizienten Ai alle das gleiche Vorzei-
chen, dann ist das lineare Funktional (9) von einfacher
Form. Im entgegengesetzten Fall kann es vorkommen, daf
es nicht mehr von einfacher Form ist. Gilt z.B.

2,2,<0 oder Alkr_n_1<0, dann kann man mit Sichérheit sa-
gen, daB R[f] nicht von einfacher Form ist [5].

Beispiel 4. Es gilt
3fo-10f1+12f2—6f3+f4+2f;'=—6[6,1,1,1,1,2;f]+
+12[},1,1,1,2,3;}'_‘|+s4[1,1,1,2,3,4;f]
wo £if=pld) (1) ist.
Man kann nun leicht feststellen, daB das Restglied
der nichtsymmetrischen Formel (in Collatzscher Schreib-

weise)

1
"',..- - — p
Yo *—3—271 ( 3y_y+10y 12y, +6y 5=y 5)

mit dem Genauigkeitsgrad 4 nicht von einfacher Form ist.
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