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UBER DIE KONVERGENZ VON FOLGEN LINEARER
POSITIVER OPERATOREN

VON

TIBERIU POPOVICIU
(Cluj)

I. Es sei Fein Operator, der jeder stetigen Funktion f die auf einem
dnkten abgeschlossenen Intervall [a, b] t(_a < b) definiert ist, eine
Funktion von x zuordnet, die den gleichen Definitionsbereich besitzt und

Wit mit F[f|x] bezeichnen. Die Funktion S ist das  Argument, x ist
P

ert fiir das Element f seiner Def Initionsmenge. Um hervorzuheben
* eine Funktion der Verinderlichen z ist, bezeichnen wir diesen Ope-~
auch mit F[f(z)|¥]. In unseren Ausfiihrungen betrachten wir nur
are (additive und homogene) Operatoren, die, falls es notwendig ist,
elnigen zusitzlichen Bedingungen geniigen. Einen Operator, der je-
unkt-_ion S ein Polynom zuordnet, also deren Wert ein Polynom ist,
0 Wit Polynomoperator.
3ekanntlich kann das Intervall [a, b] vermittels einer linearen Trans-
mation in ein Intervall [e; d] (¢ <d) der gleichen Art abgebildet wer-
 Welche die Stetigkeit einer Funktion nicht beeintrichtigt und durch
¢in Polynom in ein Polynom desselben Grades berfithrt wird. Ist die
on fauf [a, &] definiert und setzt man x — [(6b—a)y + ad — bc)j(d — c)

1 b—a)y--ad—be
_ hilt man namlich eine Funktion f, (v) =/ ( (-—a)%-{_—f—‘l) die
e a) definjert ist. Bezeichnet ®(8) den Stetigkeitsmodul von S und

. denjenigen von fis so gilt w,(8) = ( Z___E b) ) Diese Gleichheit zeigt,
—C
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A ' i i bes-
. gs wurde auf verschiedene Weise versucht die Formel (3) zu ver
E's'l‘ggeeAutoren, insbesonders G, G. Lorentz 1], L. G. Sokolov
ad P C. Sikkema, beschiftigten sich mit der Frage den (universalen)

und . .

tanten Faktor ) der rechten Seite der Ungleichung (3) durch einen
2

dass sich bei Abschitzungen des absoluten Approximationsfehlers vermyj
des Stetigkeitsmoduls die Grossenordnung durch dje angegebene Trgp,
mation nicht &indert. Daher kann man o.B.d.A. statt des Intervallg r, 5
das Intervall {0, 1] oder [—1, 1] betrachten, wodurch sich auch 6
Formeln und Rechnungen vereinfachen,

2. Ist f eine auf dem Intervall [o, 1] erklirte Funktion, gq ergiby
sich das Problem eine Folge von (linearen) Operatoren =5

(1) (BLf |}

4 tzen. P. C, Sikkema [6] hat sogar den kleinsten Faktor
nglz)uefﬁz‘;ten. Wir werden weiter unten noch auf die Approxima-
'hsof;ung ® (]i_ )zuriickkehren.

4 3. Die erwihnten Beweise der Ungleichung (3) beruhen hauptsichlich

e el Hi haften des Bernsteinschen Operators B,[f] x], uzw. darauf,
gleichmissig gegen f konvergieren soll, Dieses Problem ist eines der wich s-—?ge‘ajf‘gﬁﬁsniﬁon 1 in sich abbildet und dass er ein nichtnegativer

g’é;amr ist, d.h. dass er die Nichinegativitir der Funktion f bewahrt,

. Es sei nun F[f|x] ein Operator mit diesen beiden Eigenschaften d.h.
elte
BELSE | %] =1,

”n n 3 V -
B,,[frx1=§_j( )f(—)x I—0~ (=1 IL /) 205V FIf| #] 20

v=0\V n

einfiihrte, Beachtet man die Linearitit des Operators, so ergibt sich aus Eigen-
S. N. Bernstein zeigte, dass® . schaft II;
@) BLSI¥12 f() auf [0, 1] “ | I W) 28l Sy Flf| = Flga)

Demnach gilt auch
VIEL ]| = F| S| «1.

er diesen Voraussetzungen kionnen wir den absoluten Betrag der
egﬁi /(%) — F[f| ] mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls w(3) der Funktion f
dtzen. Setzt man w(0) =0, dann ist die Funktion «(3) auf dem gesam-
Intervall [0,1] definiert und wegen der Stetigkeit von f ebenfalls ste-
Beachter man die Definition von ®(3), so ergibt sich

| f(®) A | S o(jx—1]).

Lange Zeit blieb jedoch die Frase einer Abschitzung und der Bes
mung der Gréssenordnung  des Fehlers f(x) —B,[f|x] bei der App
mation f{(x) a WLf| %] offen.

Dieses Problem léste ich im Jahre 1034 [3] und zeigte, dass
Ungleichung

(3) | f(®) —B,[f|x]| é‘g &) ( —1——) auf [0, 1] Anderseits ist

Vn
J®) — FLf | %] = f(x) F[1|x] — F[f| %] = F[ f(x) — £(¢) | x].
Wegen der bekannten Ungleichung [8]

oM = (A +1o@d) O, 320),

gilt, wobei «(8) der Stetigkeitsmodul der Funktion [ ist. Da o(8) » 0 fi
8~ 0, falls / stetig ist, ergibt sich aus (3) die Bernsteinsche Formel
und folglich auch der Satz von Weierstrass, '

Spiter, im Jahre 1942 [4], habe ich einen besonders einf achen Be ail
der Ungleichung (3) gexeben. i 8llt demnach

Die Bernsteinschen Polynome erwiesen sich als besonders niitzliett - = — f(¢ = Flo(lx—z|)|x]=
beim Lésen vieler Proble ne der Analysis und der Funkt:onalanalysl_ £ (%) Flf1 4| = FUIfx) — f) || 51 = F[ (l |
gehoren zu den swunderbarens Polynomen der mathematischen Ana __<_(-18F[ |x—ft|]x]+ 1 )m(a)’

*) Mit dem Simbol jwird die gleichmissige Konvergenz bhezeichnet.
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wobei der Parameter 5 (0 < 0=1) unabhingig von x ist und passeng
wihlt werden kann. i

Mein erster Beweis der Ungleichung (3) [3] beruhte auf dieser
schitzung. Ich zeigte ndmlich, dass '

' _Geniigen die linearen Operatoren der Folge (1) den obigen Bedingun-

II und setzen wir
A,,:sup F"[[x_t“x]’
[0, 1j

! 1
sup B[ |x—r||x]=<- ..
[OII]) Lix | ]_“2]/72

’

1.-;1.'-'?}_:' | (%) — Fulf] %] | = 20(4,,).

L Um diese Abschitzung zu erhalten, geniigt es in der F,[f|x] entspre-

. i i Werte
Lo i 4) 8=4, zu setzen. Da uns nur die Kleinen
ch(};n igf:;eeilslilg:%nf 1)<ann man annehmen, dass diese dem Definitionsbe-
&Iclh der Funktion w(3) angehoren.

»- | Gilt y

(4,=)B,=Vsup F,[(x—1)2[x] >0 fiir n—> 4 oo,

(7). [ oy 0, 1) . s
o'! féigt, dass die Funktionenfolge (1) auf [0, 1] gleichmissig gegen die
‘Funktion f koavergiert

ist, Wiabit man § == E_ (7=1), so ergibt sich fiir den Operator |
7 F

aus der Abschitzung (4) die Ungleichung 3).
4. Fir einen Operator F[ f]x], der die obige Bedingung 1T erfills
gilt auch die Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakowski i

(5) VIFfg|x}| <V P2« Fg[ .

In der Tar, sin_gi fs & stetige Funktionen, so gilt fiir beliebige reelle h " In meiner Arbeit setzte ich voraus, dass F,[f|x] Polynomoperatoren
TR e e } 'elr FormiPV (%) f(x.) sind, wobei x, € [0,1], v=0,1,...,# untereinander ver-
Flef + B2 x] = 2 F[£2| 2] + 24 Flfg|x] 4 B*Flg2|x] = 0. | b i = B e phece e
- 3 . . . . 3 y i ne n ( 5 s
o }ll)w quadfiansche. Form n «, 8 der 11nk<=:n Seite dieser Beziehung g?zﬁng ist jedoch nich_t we.:senth"ch, d‘e‘nn qal]e_I{bﬁ;fg;lngﬁghbzﬁl;endiagg
;i Ochél;fdeingpléiilz;}nt}%’?}llvﬁa “;iféﬁ Else)r g};ttc.lingung [ ergibt -a\ g IUngleichungi' (6), die, wie wir vorhin gezeig i ;
s sieh g oilt. ' )
aus (5) die Ungleichung f sc}érarvl(l;il;g sbeltzen nun voraus, dass die Funktionenfolge (F,[f]|x]) fiir
/Ff2]%] =x 1.Jnd f==x% auf dem Intervall [0, 1] gleichmissig gegen f konvergiert.
(6) _ VI FLf|%]| = VFFTa]. o ey
' < -F,[z? uf [0, 1].
Aus (4) folgt dann Fu[(x —1)2x] = x® — 2xF, [¢| x] + E,[z ]x]_", auf - o
1" In diesem Fall ist demnach Bedingung (7) erfullt und es ergibt sic

folgender Satz von Korovkinscher Art: : .
."'gelz?eirﬁgen die linearen Operatoren F,[|x] den Bedingungen E’ I; .”Zd kor-~
vergiert die Funktionenfolge (1) fiir die .F’m;?”‘?_”e.” J =%, f=x" gleichmdssig
gegen f auf dem Inzervall [0,1), dann gilt fiir jede stetige Funktion f
(1 — ) | (B F,[f12] 3 f(%) auf [0, 1].
B,[(x—1)?| 2] = e II Man kann auch eine Formulierung angeben, in der die Bedingung
nicht auftritr, u.zw.: : :
'-Geﬂit'gen, die linearen Operatoren F,[f|x] der Bedingung 11, so galr_(é})
jede stetige Funhtion [ genau dann, wenn (8) fiir die Funktionen f=1,
W x} fx X% glll‘ i S
. In diesem Falle haben wir nimlich

5. In einer dritten Arbeit [5], die ich diesem Problemkreis gewi I | . —f0) |x]| =

: L — (1 — E[1 | 2]) f(x) ++ Eu[(f(x) —£0) | ]| =
habe, versuchte ich die fiir die Folge (B,[f|x]); der Bernstein-Pol i} | (x) Rlsla ] =N [ | D )‘ L .
erhaltenen Sitze auch fiir Folgen von allgemeineren Operatoren zu bewel SN — F[1 ] b B f(x) — A1) || 2]

rﬂwwﬁuwug(éﬂﬂ?SFRHA)ww

Mein zweiter Beweis der Ungleichung (3) [4] beruhte auf dieser.-’i
schiizung und der Feststellung, dass wegen il

die Gleichung
sup B,[(x —1)?|x] = =14
[0,1] 4n

gilt,
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Weiterhin gilt ..
@I =Bl s |£].11 =Byl 1430 auf (50l

salisi i Resulrate fiir
: i h Spezialisierung meiner £
Jily n'Arbﬂ;cn |[3]-11;73T écl;];eic:;:: Cdasspd:'ese Ordnung nicht verbessert wer
e T i Tsche-
: - e (mit den Tsch
e (11) besagt, dass die Fe}érzchfns P:blg;ns;)mgmé Aoptrsmation
thgglleﬂ Knotenpunkten) bemeEsn;z;; j?df:éh bemerkt, dass die O';‘dml;]ng
S —— > e B rgeben. £ it dety Tsche
Lya : die Bernsteint Palyﬂﬂme_ﬁ €l h Fejérsche Polynome (mit :
B =57 =47l -  di¢ ‘ wimation_durch Fejérscl " ! i
(il falA= ( o l Seliesg i+ 1 J Wit e hlers bei ‘éer ;ggf)l:(;:l-:ten) effektiv besser ist als jene be-‘-nﬁ?c‘h Ag%ggt,
heffSCh,szn Igef‘lr?srez}z—l’ol ynome. E. Moldovan [2] hat nd
on durc

i 1 ht gj(lfv;)-

X w[ln nfn] betrigt und nicht o ¢ leichung
cgcsfnfs);?enggfein} achte Btweigf Eihéungj& S;ioili‘:ﬁag‘;i ilsrcgnﬁ; natein.
izt i) dewt Fehler 05t der. Anprasy h Fejérsche Po-
tiitzte ergal?_ fir den bei der Approximation durg:

’ fgr d%‘lgﬁggighe;fl' schen Knotenpunkten dleselbeerg:gﬂll:;;gﬁ
! ich di:nFrage ob diese Ordnung nicht }g;bejggrtp :fy-nome o
b crheb sis Ibe Beweismethode benutzt, jedoch o Knotenpunkte
" __-ﬁ_llshmarhrdilzslf; Knotenpunkte nicht die Tschebyscheffsche
"ifé_'tSG g : -Hermiteschen
ot ? . Teil des Lagrange X _
“téhhwir s 40, ) sf?.llr ?zilﬁf?ter’einander verschiedene Interpola

und

Es ist aber

F,,[(.‘\:"— I)Elx] =x"‘F,;[1 J.‘.\‘.‘] -—2IF,, {Elx] g Fn[ral

Der Beweis kann dann wie im Falle der erste
det werden.
7. Die Eigenschaft (2) gilt also nicht

Demnach kann man auch den Satz von Wei
Folgen beweisen.

In der dritten meiner zitierten Arbeiten [5] habe ich als
gezeigt, dass falls Xo5 X500y %y die Nullstellen der Tschebyscheff
nome 7,.,(x) = cos [(7 1) arccos x] sind, und

x¥]=20 auf [0, 1};... i
n Formulierung

18
nome und

nur flir BernsteimPojy.n Jynome (9) mit

erstrass mit anderen Polyno;

Anwend
schen P

i x ]O) 4 BedingUDg I ist
" Interpolationspolynoms ( dem Intervall [—1, 1]. Die_ fiille
£ falfl#] =§: ) fl) Eéﬁonssrfe’l'leiiliexuégé;;t‘c’)fgnaug) erfiillt. Damit auch die Bedingung II erfi
V=i il n iuar

: : o
ass die Knotenpunkte x, auf eine bestimmte A

i i ichtnegativ sind. Diese
das Fejérsche Polynom bezeichnet, d.h. den ersten Teil des Lagrange- s .

, ist aber notwendig
miteschen Interpolat’ionspolymms mit den Knotenpu

i illr, Wir
eilt sind uqd Zwar so, hebyscheffschen Knoteppunkte erfiillr.
nkten x, : ngung xztielsxél BFE%I:E g%i-wT:Ei ea 13; h fiir die allgemeineren Knotenpunkte
o L i E men an eEl
(10) Ek"(x) flw) -+ 2 R (%) £ () erfiillt,. Wir haben dann
V=0 =0 ¥l

, e hy(x) (x — xy)?
dessen Werte in den Punkten x,, ¥1400 %, (jeder zweimal gezihlt) gleich 1 Fl(x— 22| 4] ugo

S(#1)sees f(x,) sind und dessen Ableitung in diesen Punkten gleich f
S (#1)sees f'(x,) ist. So sind die Bedingungen I, IT erfiillt und man erhill

) f § ir, dass einerseits
und um die rechte Seite zu berechnen, bemerken wir, d

"

(11) 70 =Rt s S20 !7:1;] auf [— 1, 1],

(12) (o 38 = SO M() (0= 2P = 233 ) (&= )
'n41 i ( D) 2.
In diesem Falle haben wir uns dep Einfachheit halber auf das Int
vall [—1,1] beschrank.

S : 'seits
- fiir jeden beliebigen Parameter o gilt und dass ander
Dieses Resultat ergibt sich, wenn man beachtet, dass

k (x) = _—lz—)(?‘?)—(Tz 3 [= 0,1,...,?1
. 3 — : (20— 2v) (" (2
W =t \; (T ()2 gn —II—T u Ii.St’ wobei c )

v=0
.
i

s . 1 bei
8. Wir kehren nun zuriick zur Ordnung « ——) des Fehlers bei gesetzt warde. Fiir « = erhilt man aus (12)

n =
Approximation durch Bernsteinsche Polynome. In der ersten meiner ange

.':_' Malematicy
l W
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— : = 0,1,...,# untereinander
- 1 ' ; dass die Knotenpunkte x,, v bl ,_ ]
4n, dass enfillt, so gilt
Bollx — 0% ] ] = 202() - Nehmen Wir 20, €288 © dieser Knotenpunkte zusamm )
i Z i i d x mit keinem die
v=o (I (xv)) _ .hieden sind un
1 > - 0 o ail i 7 1 ,
: s ] A el x .
Um unsere Frage zu beaniworten, wire es niitzlich folgendes Pro- o [%, %g5 Xpgeens X3 f1= Zoll(xv) lec¥ %5500
_ <

blem zu I5sen :

Problem 1. May, bestimme die Grosse . . . ;
Geniigt die Funktion f der Lipschitzbedingung
e

T TEpme 1
14 inf | (max 22y s~ 1 L 3L Lo A g
Y e 1 “=°<Z'(x"”2}’ ) —f) | S M5 — 27|, fir o, €[~ 1,1]

wobei I das Polynom (13) #st und das Infimum sich auf alle Folgen (%)
zteht, fiir welche — 1 e S <% =1 gilt und fijr die gie Interpol,
onspolynome erster Ay hyy v=0,1,.., 7 auf dem Intervall [—1,1] nichtnegariy)
sind,
Ein weiteres Problem wire folgendes |
Problem 2. Man bestimme gi, Grosse (14), wobei I das Polynom (13)
st und das Infimum sich auf alle Folgen (x) beziehr fiir die — 1S xy<<
<x;<...<x,,_5“1 gilt, i
Das Problem 2 unterscheider sich von Problem 1 dadurch, dags die:
Nichtnegativitit der Polynome %, nicht mehr verlangt wird, [
Diese beiden Probleme fiihren uns zy folgendem

Problem 3. Mun bestimme die Grsse
" LA

inf AL ,

) V=0 (4 ()2 4

L i —1, 1].
'R(x”g('l(x)@lz_'(m)“ fiir x|

In Analogie zu den Problemen 2 und 3 formulieren wir die folgenden
n An

Problem 4. Man bestimme die Grisse

" 1
i { max | /(x) | 2;0 j’(xm}

~ay) | [=1,1]

1"

wobei 1 das Polynom (13) ist und das Infimum sich ay f alle Folgen (x,) mit
| inf 3% =——s
(xy) =0 \ ) (x\') I

=l=sn<y< .., <X =1 beziehs. ¥

Wir schlagen diese drei Probleme als Forschungsprobleme vor. Es sel
bemerkt, dass falls eine Folge (oder die Folge) (x,) Minimallésung des Pro-
blems 2 ist und dje Eigenschaft hat, dass die entsprechenden Polynome /.
V=0,1,..,n nichtnegatiy sind, so ist damit auch das Problem 1 geld

10. Zum Abschluss mochte ich noch zwej weitere Probleme anfiihr
die den obigen drej sehr idhnlich sind, ;
Das Restglied der Lagrangeschen Interpolationsformel

J(x%) ~L(x,, « s X5 f | %)

wobei L(x,, Xiyes X5 f|x) das Lagrangesche Polynom der Funktion f mit
den Knotenpunkten K05 Xigeeny X, bezeichnet, ist bekanntlich ;

R(JO) :Z(x) [x, K05 X1geeny Xy 3 f]

wobei / das Polynom (13) ist und (% 2B5Y %3505 %, 5 f1 die dividierte Diffe-
renz der Funktion S fiir die Knotenpunkte Xy X0y Xy ey X, i

. : ~ ) 't
wobei I das Polynom (13) ist und das Infimum sich auf alle Folgen (x.) mi

=1 <o <X, =1 beszieht. ) T .
ngoohfez; 5 isr\ ein klassisches Problem der Approximationstheor

ir diejeni in denen
nimmt seinen kleinsten Wert fiir diejenigen Punkte an, in

lal:fs';gllte Betrag des Tschebyscheffschen -POIYEPms sl eucas =) am
Sten ist und nur in diesen Punkten. Es sind diese

Xy == COS fi’l)“, v=0,1,.,n
n

und dje Losung von Problem 5 ist also 2%~
Problem 4% dagegen ist ein noch offenes Problem.
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DESPRE CONVERGENTA SIRURILOR DE OPERATORT LINIARI SI

Rezumat
Delimitarea erorii in aproximarea
a unei functii continue pe
de autor in lucririle [3,4]. U
obtinutd intr-o Jucrare aparutd
Zenta lucrare se revine, cu mai mul
nute anterior, La sfirgitul lucririi

cele ce preced $i a cdror rezolvare gr putea aduce
monstrarea teoremei lui Weierstrass cu ajutorul polin
ale lui Fejér,



