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DE FAREY

PAR

TIBERIU POPOVICIU
(Cluj)

On établit une propriété des sommes des yiemes topmes, pour ¥ = 1,2,...., k
des suites croissantes de k nombres naturels, premiers entre eux ct dont le dernier

terme est égal 4 n(n=k).

1. J. A. Blake a remarqué [1] que si nous considérons toutes les
fractions ordinaires irréductibles, plus petites que 1 et dont le dénominateur
est <<n, la somme des dénominateurs est égale & 2 fois la somme des
numérateurs. O’est une conséquence immédiate de 1a propriété que si nous
congidérons tous les couples ordonnés de nombres naturels (a;b) oL a <<b=mn,
les nombres a et b étant premiers entre eux, la somme S,(n) des secondes
composantes b est égale a 2 fois la somme §;(n) des premiéres composantes @,

On a dailleurs, 8,(n) = ne(n) et Sy (n) =%n<p(n) est égale & la somme

des nombres naturels << n et premiers avec n. On suppose bien entendu,
:1111@ n>1 et ¢(n) est la fonction bien connue d’Euler !(I’« indicateur »
e n),

I. Katz [2] et A Zane [3] sont revenus sur le résultat précédent
de J. A. Blake.

Da ns 1a suite nous allons donner une génerallsatlon de cetite propriété.

2. Nous démontrerons le:

THEOREME., Soient k, n deux nombres naturels donnes, on 2 < k<n
€ considérons toutes les smtes croissantes (a,l, Gyy o+ .y ) de k nombres naturels
OU: Q). ay = m, b). ay, @y, . .., @ sont Premiers entre eua. Désignons par S,(n)
1 somme des yiewes termes a, de toutes ces suttes pour v =1, 2, ... k.
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Nous avons alors

(1) Sy(m) =v8 (n), v=1,2,..., k.

Nous allons déduire 1a démonstration de ce théoréme d’une Propriété
analogue des suites (a;, a,, ..., ;) dont les termes ne sont pas soumis 3
la restriction b) du texte. Nous allons donc démontrer le :

LeMuME. Soient k, n deux nombres naturels donnés, ot 2 <k <n

et considérons toutes les suites croissantes (ay, @y ..., @) de k nombres
naturels ay, dgy ..., &, dont le dernier terme est égal & n. Désignons par
Ay(n) la somme des V'™ termes de toules ces suites pour v =1, 2, ..., k.

Nous avons alors
(2) Ayn) = vAyn), v=1, 2, ..., k.
3. Passons a la démonstration du lemme. Nous pouvons calculer

les sommes A(n) par récurrence, mais on peut aussi les obtenir rapi-
dement par ’emploi d’une certaine « fonction génératrice ». Considérons

la fonction génératrice de k variables @y, @y, . . ., @, F = F (21, @yy. . ., &) =
= Y a1al ... o, la sommation étant étendue A toutes les suites crois-
santes (ay, dy ..., @,) de nombres naturels. Nous avons alors

2 Ty Fyp1 4.0 @
(3) F=]11

i=1 1—93; m,-_;_l s e W

Pour simplifier I’écriture désignons par [f]1a fonction d’une variable
2 qui s’obtient de la fonction f(ay, ,, ..., @), en posant @; = @, =...=
=& _, =1, , = 2. Nous avons alors

or it
4 23 I— AV n) "
@) 7o) = 5 vt
pour v=1,2,..., k—1 et

oF P

5 =YV A,(n)"1,
(5) (52 ]= % 4.0
Pour n<<v, v=1, 2, ...,k les coefficients 4,(n) n’interviennent pas dans

le lemme. 1ls sont définis par les formules (4) et (5). Nous verrons d’ailleurs
qu’ils sont tous nuls. Pour calculer les premiers membres des égalités (4)
et (5) remarquons que

(0, pour v << 4
[ 0 Lillyp1 v oo &y ]_ —(Ti—%Fﬂ pourk>vg’i
0wy 1—&@i01 ... @,
1
W' pour v = k
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| i i &g ivation d’un produit, nous
Done, si nOUS appliquons la régle de la dériva P A

.Obtenons

¥ V:1,2,..-

oF e 2
[awv]“ A=)t

oF 7 21
Y VA
[ amk] (1—2't .

i i ' t done
ssulte immédiatement les formules (2) et le lemme es
moxﬂ,rgl Sn obtient d’ailleurs facilement ’expression de A.(n) sous la

dé
forme
(6) Av(n)zv(;:)» v=12,...,k

4 1lons maintenant démontrer le théoréme énoncé. Désignons

ar 9)1"(3 (i}lilgemble de toutes les suites de & nombres naturels qui mt(lar-.

Eiennent dans le lemme et par M, (n) le sm;}s-_epsemble formé pm(-i eIE{
¢léments de I (n) dont les termes sont tous ﬂ;v:mbles par le nombre »

st clair que @ est un diviseur de n. On déduit ensemble My(n) en multi-

pliant par d chaque terme des éléments de m g— . I1 en résulte que l’en-

ble 9.(n) iouit de la méme propriété que ’ensemble M(n). Les sommes
f'ff([;e), v i—( 1), J2, ..., k correspondant & I’engsemble M;(dn) sont égales

& dA\,(E), v=1,2, ..., k respectivement.
d

Pour obtenir les suites qui interviennent dans le théoréme il faut
supprimer de M(n) les éléments (suites) dont les termes ne sont pas pre-
miers entre eux, Désignons par Py, Pay «+ +y Pr (tous) les facteurs premiers
(distinets) du nombre n. Les suites sqp_pmmées de ‘ﬂ)lgn) s’sont celles 13001]1'
lesquelles le p.g.c.d. des termes est divisible par au moins I'un des; -nml:n Tes
premiers p;, P, ..., p,. En appliquant le principe bien connu d’inclugion
et d’exclusion, nous obtenons

M) 8m) =Aym) + ¥ (— 1) % PuPis -

8=1 (s)

n
Al ————
s, (phph cee D, )

v=1,2,...,Fk

Ol 13 sommation Y est étendue & toutes les combinaisons éy, fg « -y %y

)
$ 3 8 des indices i, 25 a5 15 \
Compte tenu de (2), les égalités (1) en résultent. Le théoreme est
done démontre,
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5. Des formules (6) nous déduisons aussi:

n(n—1
Av(n)svi(k_l) V=1, 2 .k

ol (;: - i) est précisément le nombre des éléments de M(n). De mémg

si nous désignons par N(n) le nombre des suites qui intervienuent dans |
théoréme, nous avons

8y(n) = V%N(n), ve=1,2, ..., k.

Enfin, de la formule (7), pour v = k, nous déduisons

NS S LN
(®) N(n)=(’;j)+a§(—1r§(M;zz— 12 )

Pour k¥ = 2 nous avons N(n) =¢ (n) olt ¢(n) est la fonetion d’Eule
(lindicateur). Pour % >2 la structure arithmétique du nombre N (n)
donc aussi des nombres S,(n), v=1, 2,..., k est plus compliquég
Désignons par €y, v=0, 1, ..., k—1 les coefficients factoriels du rang i
définis par 1’égalité polynomiale - .

(@+1) (@+2) ... (x4+Fk—1)=Cha* '+ Cha** 4 ... - CF.

Considérons aussi les fonctions arithmétiques

@v(n):n"n(l—i), v=1,2,...
i=1 28

les ps, @ =1, 2, ...,7 étant toujours les facteurs premiers distinets de M
Pour v = 1 nous retrouvons la fonction d’Euler ¢,(n) = g(n). En généraly
o,(1) est égal au nombre des suites de v nombres naturels dont les termes
sont << » et ont leur p. g.c.d. premier avec n,
Si nous remarquons que (n 1) _n—=1)n=2) ... k+1), do
k—1 (t—1)!
la formule (8) nous déduisons

1 k—2
2 (— 1) Orora-s (n).

v Y= A
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¢. Nous pouvons en tirer quelques conséquences eb n’ous pouvons
éné.l'a-iisel' de plusieurs maniéres ce que nous avons dérr}ontre. i

\ T pl,opriété (ue NOUS examinons dans ce travail resjse vratiep;):ll;
JPensemble des suites croissantes de gombres natur.els pr«i{mers ell)lle o
+ dont le dernier terme est << m. Ceeci résulte du fait que l'ensembie :
B-t & est la réunion des ensembles M (v), v="F k+1,..., # qu Son
Bl'déjr' G&: Jdeux ) deux. Si donc dans ce cas 8, (n) est la somme des \.:“"m
dlﬁ]mn-tiat N’(n) le nombre des suites de 1’ensemble considéré, ces fonctions
;ili‘tmlﬁliétiques sont les fonctions sommatoires des fonetions S,(n) et N (n)

l.espectivement. Nous avons done

b=

Som) = 3 8ui), v=1,2 .ok N'n) = .‘iN(i)

i=1

I

oit d’ailleurs les 8,(%), N (4) sont nuls pour 1<k

7. La propriété de ’énoncé du théoréme est vraie aussi pour Ten-
semble de toutes les suites non déc.roissan_tes de & nombres\enmer‘s non
négatifs premiers entre eux et dont le dernier terme est fgal a,1 n. Si 111)011:
désignons dans ce cas par 8t(n), v=1,2,...,k et N* (n) les Ifcom re
correspondant & Sy(n), v = 1, 2, ..., k et N(n) respectivement, nous
2VONs

sz‘(n):vs;(n):v%zv*(n), we=1,207.., %
et

(10) ¥ (n) = (?-Lﬁz g Chpurs (0)

Qest une formule analogue & la formule (9). o
On obtient ce résultat en établissant une propriété tout & faib
analogue & celle de 1’énoncé du lemme et relative & l’ensemb.le de toutes
les suites non décroissantes de k nombres entiers dont le dernier terme est
égal & n (les termes n’étant pas nécessairement premiers entre eux). Le
n+bk—1) _ (m+1) (n+2)...(n+k—1)
k—1 ) B (b —1)!
Il nest pas nécessaire de détailler la démonstration. J e me con-
tenterais de dire que cette fois-ci il suffit de nous appuyer, au lieu de (3),
Bur la fonction génératrice

nombre de ces suites est égal & (

B 1
II

o1 1 — @y @y -0 0 Ty
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On peut évidemment donner aussi une propriété analogue 3 1
conséquence examinée aun® 6. Je propose au lecteur d’énoncer cetf
propriété. '

Regule 3 aotit 1971

Institut de Calcul
Cluj
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