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On établit une propriété d.es somrnes ¿". yièmes termes, pour v:7,2,...., k
des suites croissantes dc /t nombres naturels, premiet's entre ettx ct dont le dernier
terme est égal à n(nllc).

I. J. A. Blahe a remarqué [1] que si nous consid.érons toutes les
fractions ord.inaires irrécluctibles, plus petites que l- et d.ont le d.énominateur
est < rr, l& somme d.es d.énominateurs est égale à 2 fois la somrne d.es

numérateurs. Ctest une conséquence immécliated.e la propriété que si nous
considérons tous les couples ord.onnés de nombres naturols (ø¡ Ó) où a {b -n,
les nombres a et b étant premiers entre eux, la somme Br(rø) cles secondes
composantes ö est égale à 2 fois la somme Si(zr,) ates premières composantes ø,

on a d.'ailleurs, ñr(za) : ng@) et ñr(rø) :lnnrnrestégaleàlasomme
d'os nombres naturels 1n et premiers a,yec n. On suppose bien entenrlu,
gue ??,>1 et 9(r,r) est la fonction bien connue d.'triuler l(l'<inclicateurl
de n).

- I. Katz l2l et A,. Zanø [3] sont revènus sur le résultat précéclent
rie J. A. Blake.

Da ns Ia suite nous allons d.onner une généralisation d.e cettepropriété.

2. Nous clémontrerons le: . , , . ,.
TrÉonÈrwn. Soient k, n d,eun mombres naturels d,onnés, où 2{ti<tt,

et.consid"érons totttes les suites croissantes (üt, az , , . . , at) d,e h nombres naturel,s
où: Q' útc:'tL¡ b).ar, ûzt.,,, a'osont prurirturt'entreew,r.Désí'gnonsltar S"(n)
cq' soYnrne d¿s vièmes furmes au detoutes ces su,iles pour' \ :7¡ 2, . . ,rlc,
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Donc,sinousappliquonslarègleclelaclérivationcl'unprod.uit,nous
obtenons

t#l:,
ø* v:11 2r...rk-|

(L-ø +1"

llLl: r, "*-' .

I a** J (l - z)b+t

I1 en résulte immédiatement les form-u-les (2) e.t le lemme est d'onc

¿¿noiïrãiOüiUii""tiufie*s facilement l'ex$róssion dø A"(n) sous la

forme

(6) a"(n):"(i)r v:r¡2t''''k'

semblo üìjLn) jouitcle la même propriété que I'ensembte.!n(1)' I-'es sommes

Au(n), v:!¡ 2t ..::;g;rñú"dant à-I'ensemble lL¿(dn) sont égales

(?) þo,au
m

,9u(m.) : A,(n)+ I ( - 1)' I PhP¿,. ,..9i"
(s)

1 o2, k

otr la sommation ! est étenclue à toutes les combinaisons iy ir, ' ' '¡ ô,¡

e à s des intlices f) ,, ..., ,.
u.". Tîäl_Fr 

tenu a:e p¡,' tes égatités (1) en résultent. I_,e théorème est,
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Nous aaons alors

(1) B"(rz) : v8r (r¿)r v :1, 2, ..., k.

Nous allons d.éd.uire la d.émonstration de ce théorème d,une propriété
analoguo d.es suites (au az, . . ,, at) d.ont les termes ne sont pas soumis ¡
la restriction b) du texte. Nous allons d.onc démontrer le :

I-.¡nmm. Soient -lt, n .d,eun nombres natu,rels d,onnés, où 21h{n
et cons,id,érons toutes les su,ites cro,issantes (&t, ü2, . . ., ür)' d,e k notnùes
n.aturol_s au ãzt .:.) q!,, d,ont le d,ernier terme est égøt à, n. Désignons pa"r
A"(n) Ia somme t¿¿s vièmeÊ furmes d,a toutes ces su,ites-gtour y:l¡-2, ...i n.

Nous alons alors

(2) A,(n): vArþr,), y:1, 2, ..,, k.

3. Passons à la clémonstration d.u lemme. Nous pouvons calculer
les sommes Au(n)_pa,r_.récurrence, mais on peut aussi 1es obtenir rapi-
d.ement par ltemploi d.tune certaine < fonction génératrice r. Consiclérois
lafonctiongénératriced.e/¿ variables ør, üz¡ ..., ffiu,I : I (nt, fiz¡,. ,tnt):
: E *? ni, . . . nit' ,Ia sommation étant étencLue à toutes les suites crois-
santes (üu úz¡ . . ., ar) de nombres naturels. Nous avons alors

lc(3) -E : IJ
Pour simplifier l'écriture d,ésiguons Bar [/] la fonction d.'une variabre

ø qui stobtient d.e la f-onction l(nu æzt . . .t nr), en posant fr!: frz:. . ¡::0*-L:7t fr*: z. Nous aYons alors

(4) ôT
0uu

4æI
n:L

A n ên

pour v :7t 2t ..., k - l- et

(5)
+@:I/*
n-L

n ãn- 1

Pourz¿<V, V:7, 2, ..., /cles coefficients A,(n)ntinterviennentpas dans
le lemme. Ils sont défits par les formules (a) et (5). Nous verrons d'ailleurs
qutils sont tous nuls. Pour calculer les premiers membres des égalités (4)
et (5) remarquons que

0, pour v<r

0 u¡æ¿g .. . fr¡3 pour /c ) vÞø
0øu L-n¡n¡+t ,.. fi*

poul v : /r
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lJ

es conséquences et nous pouvons

nous avons d.émontré.

ns clans ce travail reste vraie pour
ombres nat'urels premiers ent're eux

n

Bi(ø) : E B"(¿),
'i:7

v:1, 2) ...rk, N'(n): I ¡f (

i:r
i)

oÌr rl'ailleurs les Bu(i), X(t)) sont nuls pour i<h'

héorème est vraie aussi Pour I'en-

issantes de /c nombres entiers non

d'ernier terme est égal à z¿' Si nous

L, 2, .. ',h et .l[* (t¿) les nombres

h et N(n) resPectivement, notts

AYOÙS

lSî(n,) : vSi(n.) :"+N*(n), v:1t 2' "' 'lt

et

7 t:--2

(10) r* (rr) : 
1O! g,Io c" e*-'-' (rø)'

Ctest une formule analogue à Ia fo
On obtient, ce résultat en ét

analogue à celle d.e llénoncé d.u I
les suites non d.écroissantes de k
égal à m (Ies termes n'étant Pas

nombre de ces suites est égat; l%"\
ll n'est pas nécessaire d'e clétail
tenterais d.e clire que cette fois-ci il
sur Ia fonction génératrice

¡r1
trt-"ü¡+t...nto
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5. Des formules (6) nous d"éd.uisons aussi :

A,(n): 
" +(

n-L
lr -7

v:11 2r.,.rh

""(;-
si nous

1ì 
"*t 

précisément le nombre des éléments cte Ð?(r'r). De
r)
d.ésignons par N(n) le nombre des suites qui interviennent clans

théorème, nous avons

Bu(ø) : ,!-Npt¡, v : 1, 2, ,.., It.

Enfin, de la forrnule (7), pour v : /¡;r nous décluisons

N('tt'):ff-l* å (-t,'ä (

n
-1

(8) ?¿r?¿" ... P¿,

k-r).

Poul k 2 nous
^
vons ¡r(n I rø) oÌr 9 (m) est

arithmétique
Ia fonction d.

(i 'ind.icateur Pour It 2 In structure c1u nombre lr
donc âUSSI d.es nombres ñu (z¿),

par Cir V:0r I, ..., lc

l'égalité polynomiale

1 2 l¡ ESt plUS

Désignons
tLéfinis par

ies coefficien ts factoriels tIu rang

(ø *1) (n*2) ... (n +k-l):CInk-'lCf,tr'-z +..' -lCil-'.

Consitlérbns aussi les fonctions arithmétiqueg

su(n):""É(t - #)' v:I¡2s

les p L 7, 2 cle

Pour Y 1 nous
I "(

n ESt égal àu
ont m et ont leur p ob c. d premier

^
Yec ,].1,

si nous rema,rquon* n"" (i _ l):
la formule (8) nous clécluisons

(ru - 1)(n-2) ... (n-lç*1) ,da
(k - 1)!

(e) N(n) : : *f( - 1)' ciso-1-,(n).
(/c-r)13:s
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On peut évid.emrnent donner aussi une propriété analogue
lecteur d'énoncer'

a
conséquence
propriété.

examinée au no 6. Je propose âu

Reçule 3 aofit 1971
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