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1. S. Golgb et C. Olech ont démontré [1] qu’il existe un
nombre ® et un seul, compris strictement entre O et 1
(0 < ® <1), de maniére que la formule de quadrature

1
({2 ax =g £00) + 0 2(8) + 2y £ + R(D)

| 0

"s'oit exacte pour les fonctions (xo =}4iély x-p xq, xr, ol Py Qs
Il‘sont des nombres positifs quelconques tels que p<g<r. Le
falt que la formule (1) est exacte pour les fonctions 1, xp,

w1, x* signifie que

)

(2) R(1) = R(xP) = R(xY) = R(xT) =

P Les coefficients .?LO, A'I’ 9»2 sont indépendants de la
f0n<:1::1.on f et peuvent etre calculds facilement a 1’aide des
,*?Salltes (2). Nous obtenons ainsi X, + r o+ !)»2 =1 et

. ' g4 -D

%{'5&) “A',] = H

r' (r+ D(a+ DEP - oY
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2 T. Popoviciu

P _ d
(3b) N, = (p + 1)8 (q + 18 .

(p + 1)(q+ 1@EF - 8%

Toute puissance réelle d’un nombre positif est un nombypg
positif bien déterminé. Les autres déterminstions 4° une tellé

puissance n’interviendront pas dans ce travail. On a 0¥
si 6 est positif. La fonctionm x®
continue et indéfiniment dériveble sur 1’axe réel positif,
pour tout exposant réel & . Pour 6 = 0 cette fonction 5€ 1é-
du;t a la constante 1. S8i 6 > O la fonction x est définie et
continue pour x = Q.

Le nombre ® est donné par 1 équation

(4) (r -~ Q@+ 1P + - r)(qg+ 10 +
+ (a = p)(x+ 18" =0

qui, comme 1 ont montré S. Goigb et C. Olech (1], a exac—
tement une racine et une seule dans 1’intervalle ouvert 10,1,
Dans le travail cité de S. Golab et C. Olech on suppose que
les exposants p, q, r sont des entiers (positifs). En
suivant leur démonstration on peut voir facilement gue cette
restriction n’est pas nécessaire. Nous supposerons done
seulement que O<p<q<r.

La formule (1) constitue une intéressante généralisation
de la formule de Simpson.On obitient cette derniére en prenant
Pp=14a=2, =3

. Dans ce travail nous nous proposons d’étudier le reste
R(f) de la formule (1), sous des hypothéses bien déterminées
faites sur la fonection £,

Auparavant nous allons ‘établir quelques résultats qui pré-
sentant de 1 intérét par eux-mémes peuvent &tre utilisés dans
1°étude d autres problémes, analogues & celui traité dans c€
travail, '

2. Désignons paf
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= 0
est donc définie, uniforme,

Formule de quadrature 3

819 827 eoo g gn
b

= | g (%),
t t=1r25ats
X4 Koy eeey Xn> 1001, t=1,2, o1y

16 déterminent 4 ordre n des valeurs des fonctions g,t =
=1, 25 sesog N sur les points Xy i=1,2, ¢ccoy n. Dang ce
géterminant g, (X;) est 1°élément qui se trouve dans la i-iéme
ligne et la t-iéme colonne.

Le déterminant (5) est évidemment nul si le points x; ou
si les fonctions 8y 1e sont pas distincts.
ne sont pas distinets, la notation (5)
modifié.

Si les points %3
sera employée pour un déterminant convenablement
Cette modification consiste dans le remplacement des lignes
correspondantes a chaque groupe de points Xy confondus par
des lignes formées par les valeurs des fonctions 8y et de
leurs dérivées successives sur ces points. Ceci implique,bien
entendu, 1 existence des dérivées considérées. Plus ex-
actement, soient Zyy Zos ccey 2y les points distincté avec
lesquels coincident respectivement kq, k2, cosy km (kq, kza
cesy Kp 2 1) des points x4« Alors pour tout 1 = 1, 2000y M,
il y a exactement ki lignes constitudes par les valeurs des

fonctions 8y et de leurs ki - 1 premiéres qérivées sur le

point Zg e
Nous continuons de désigner par
B9 By ocey &
(6 Vg2 n )
X,], XZ, 55.9 xn

le déterminant ainsi modifié. Meis il est important de pré-

ciser alors la succession des lignes du déterminant ainsi dé-
fini et qui est bien d’ordre kg + Ky + coutt km =

Nous désignerons par (6) le déterminant d ordre n dont

leg (k1 + Kot oo ¥ kl q* j)lemes lignes, pour les valeurs

. consécutives 1y 25 scay k de Jj, prises dsns cet ordre,sont

. les guiventes- ' '
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4 T. Popoviecin
84(25) 85(25) cee 8(25)

I DU RN S
N T i 2 (2.

La somme ky + ky + aos + ks _q est remplacée par o pour
1=1et les accents désignent des dérivations successiveg,

Les lignes (7) sont des lignes consécutives dans le déter-
minant (6). Avec cette convention la succession des colonneg
et . des lignes est bien précisée dans le déterminant (6).

= Bien entendu, le déterminant modifié (6) est bien ddfini

meme si les points Zgr By ceey z, ne sont pag distincts,
mais alors il est évidemment égal a 0.

Tout revient, en somme, & poger

(8) Xk1+k2+..¢+ki_1+j =231 3= 12,000,k 1 = 1,2,,..,n0.
Il est important de remarquer qu’alors on ne peut pas sou-
mettre, en général, les lignes du ddterminant & une permu-
tation quelconque, puisque 1°ordre de ces lignes & été fixé
d’avance. Nous voulons dire par cela que, pour prendre un
899 Bas 85

exemple, tandis que le déterminant V(Z IS
13 Bqr 23

) est tou-

Jours défini, le symbole V(fq’ s21 &3 ) ne signifie rien si
19 %20 29

24 # Zoe

Au contraire, nous pbouvons soumettre les lignes du déter-
ninant & une permutation par groupe de points confondus, ce
qui revient, en. somme, A une bermutation des points Zge Plus
exactement, soit Va1 Vos ee.y VvV, une permutation des indices
Ty 2y oo,y N Posons alors, pour simplifier Iles notations.
x{ = xvi, 1=12 ooy n. Ie déterminant (6), avec les
lignes correspondantes permutées, est alors

- Pl -

Formule de quadrature 5

(%) v(gqs oy ceey 8y )

x%, X5y eeey X,

la. succession des lignes pour un groupe de points xi égaux
avec un z. étant respectée conformément & la régle décrite
par le tableau (7). Ceci signifie que nous considérons
seulement les permutations Vas Vos sens v, Ppour lesquelles
nous avons

(10) x° =125 = 1,2,,..,k£, 1 =1,2500e4m

’

k1+k2+...+ki_1+j

la. suite z{, zé, G zé étant une permutation de 1la suite
Zgs 295 eesy 2 .La valeur du déterminant (9) différe de celle
de (6) au plus par le signe, d’aprés la formule (17) qui sera
établie plus loin.

Signalons dés maintenant les cas particuliers suivants:

1°. Pour les fonctions g8y = xt_q, t = 1,25,00a50, le  dé-
terminant (5) se wvéduit au déterminant de Vandermonde
V(X1,X2,...,Xn) des nombres x1’x2"°“’xn° Nous avons donc

n-1
= V(Xq5 Xny seey X ) =
Xqs Xpy seey X ) 12 =

FIN A a4 X
(11) V<

1,2;000,11

= r_] (Xj N xi),

i<j

(V(xp) = 1).

2°, Dans le cas ou tous les points x5 colncident (avec
x) le déterminant modifié (6) se réduit au  wronskien
W(gq,ga,...,gn)(x) des fonctions 8y *). On peut donc écrire

*) C’est la raison pour laguelle nous appelons quelquefois le de-
terminant (5) le préwronskien des fonctions gy .
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6 T. Popoviciu

____-—_-_-—_‘-h—._ 4

%'1’ Boy eesy 8n
(12) V( ): W(g’” 829 ceeey gn)(x)o

X’ Xp soagx

éeIOn peut ‘égalementbobtenir le déterminant modifid (6)
par un passage a la limite convenable, Pour ne bas compliquen
les choses,nous supposerons que toutes les dérivées qui intep-
viennent existent et sont continues, tout au moing  dapg
certaing voisinages des points 2. .

Soient alors n points distincts x(i), di = Ty 2500000
i=1, 2y co0y my et considérons le déterminant D d'crérei;
(= kg + ky + oo + k) dont 1°8lement de 1a (K, + Ky + aoe 4
Foaee b Ky g4 j)iem ligne et la t*®™ colonne est 1a dife
férence divisée habituelle [xgi), xgi), S x(i); 8.] de 1a
fonction g, sur les noeuds xﬁi), xgl), ....ngi :t ol j =
SR L ATRZL SRR v ) kig t =1, 2y 20ey N Si nous remarquons que
cette différence d1v1§ee tend vers TEE%WTTT g%amq)(z1)
lorsque les points xél), V=", 2, osoy Jy tendent vers Z.
nous voyons que le déterminant D tend vers le détermina;t

m
modifié (6) divisé par le nombre f“] (k; = DIt lorsque

(1) iy
XV ol Zi,V:’I, Zy LI ) kig i:’l, 23 esog mo
Nous employons la notation abrégde o !t = 141 21 ... !
(ot = 1), |
Enfin,si nous multiplions le déterminant D par le produit
m .
i . As
(13) [ {63 SN O x(1)y
i=1 LS

et si nous faisons quelques opérations élémentaires sur les
lignes, nous obtenons le déterminant

; * g ,é i°.°°ugl' I ]
(']4)V( (1) 4) M ( 1 2. n gy
LM i 2) (2 2 .
x1 "-’x2 ’V“"’:!.xk‘i 9x1 ixé ‘,ooo,xké )',.aa,x,(lm) 'Xéx.n)'.e,o'xkim]
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Formule de quadrature

—

I1 en vésulte que le déterminant (6) s obtient en multi-

m
pliant (14) par (_] (k; = DI, en le divisant par (13) et
=4 .
en faisant ensuite tendre. les points xgl)vers z; 5 pour =
= 1y 25 o0y Kyy Inzndr 20w 5
La notion de différence divisée est bien connue.Nous 1 en-
ployerons sous sa forme générale exposée dans le mémoire cité
plus loin & propos de 1°étude du reste de la formule (1) [5].
Tes différences divisées habituelles sont celles par rapport
aux puissances entieéres nomnégatives successsives 1,%,% ;040
de la variable.
4, Comme une premiére application,nous trouverons la for-
nule donnent la valeur du déterminant de Vandermonde généra-

1isé
-1
1 X o0 xn i .
(15) v(x,’l, Lt o xﬂ) = V(%qy Xpo eeey X)) =
1’29»9.,[’1 1929"‘9911). k.k.
=[] (& = A T
- ' ] J i
i=’1 l<j .

en usant des notations (8). En pariiculier, nous avons

V(X Xy eooy X) = W, X, aeey N (x) = (0 = DI
X, X, ;

m

En revenant & la valeur du déterminant (9), égal & (6) ou

& son opposé, nous pouvons écrire

4

&qs Boy esoy gn
Xqs xé, oo Xn)

‘(16) 58 V(

B p; N Bqs Bpy =0y By
= sg( V(x1, Koy eeoy xn) V(xq, £, Jomace

==



8 Te Popoviciu

1, xa, vooy Xn étant une permutation admissible de 14 s
Xqs Xny ooy X, en supposant que X<
nous employons la fonction

{' 1, pour x > Q,

uite

< o &
£ oSt Bl od

58 X = Oy pour x = 0,

-1, pour x < 0,
qui satisfait a 1°équation fonctionnelle 8g (xy) = S8 Xog
pour x et y réels quelconques.. ' 2
En tenant compte de (15) et (16) nous obtenons aussi

(17) sg V(g1, 829 sesy gn) h

rd

,xjr? XZ’ so0g x;l

1’2’005.’]11 . ,, s

k..
= Sg r’] (Zf o Z:) i v 81, 829 S
. . J 1 Xiy Xny ees X
i<y 1 2 ' “n

en employant les notations (10) et en supposant que 2, £ 2,

...<fz . ! i

Remarquons en passant, que si parmi les nombres k,, k.,
P km il y a au plus un qui est impair, le détermlna;t (g)
ne dépend pas de la permutation admissible xqg 2, so0g xn de
la suite xq, Koy eney e

2+ Nous allons établir maintenant une formule qui permet
de réduire le calcul d’un déterminant de la forme (6) d ordre
n au calcul d un déterminant de la néme forme mais d’ordre
n -1,

Modifions les lignes du déterminant (6) de la maniére sui-
vante: Reprenons le tableau (7). La formule de Leibmiz

(w _( 8¢ \(w /By (W U (u-v)
G e el

(v

1
=
b
o
-
3
S
N
Ly
1
-
5

t=19 29 66 g 1'1.)

Dous montre que, sans modifier la valeur du déterminent (6),

- 778 =

Formule de gquadrature

—

- les kimﬂ derniéres lignes du tableau (7) peuvent eétre rem-

placées respectivement par

ri 8404 8405 see  Bqhy
8454 8qhp oo Bqby
(18) * - - L] L - L] - - L L L - L Ll . - L] . - -
(k=) (i;=1) ()
| 81" Bqliy © T eee B4y

ol hy = g,/84» t =1, 2, ..., n, les fonctions et les aé-
rivées de divers ordres étant calculées au point =z;. Si k; =
= 1 on ne fait aucune modification de cette sorte sur le ta-
bleau (7). Remarquons que les éléments de la premiére colonne
du tableau (18) sont tous nuls.

Ces résultats ont été obtenus en nous basant sur le fait
gu’un déterminant ne change pas de valeur lorsque’on ajoute a
une ligne une combinaison linéaire quelconque d autres lignes.

Aprés ces opérations les lignes restées inaltérées forment

le tableau
Sq(zq) 62(21) cae gn(zq)
84(25)  85(25) +is 8 (25)
(19) - (i 3" vl A
81(2,)  8o(2y) oo B, (2p)-

Ces lignes gardent leurs places dans le déterminant (6).
Toujours sans changer la valeur du déterminant (6), on peut
s 8 , ga(2;)
retrancher la (i-’l)leme ligne multipliee par -1—-E—— de la
s ' 81(21_1)
;iéme . iy . PV
i ligne et ceci pour i =1, 2, ..., m. Les elements du
tableau (19) ainsi transformé s obtiennent par 1 application
de la formule (Newton-Leibniz)

Ze
L
84(2;) — 84(25_4) £4(2y) = 84(24) S <gt(y)>i dy
th Ui 1Y 7i=1 81(23_4) "1 ol s 8,(3).
- 779 -



10 T. Popovici ;
P - Formule de quadrature 11

Lorsque m = 1 1le tableau (19) a une =
S 1 o . PS 3 s
laisse inchangée. eule ligne QU on Ta formule (20) doit donc etre regardee comme la genera-
Apreés toutes ces transformations les éléments 4 gFation de:cette defuigreformulen (22).
miére colonne du adterninant (6) devienneti ‘6 ¢ la pre- 6. Toutes les hypothéses concernant la continuité, la dé-
le premier qui est\egal 3 gz )e Enfin,en aorta:tn;ls sauf rivabilité, 1 1ntegrab111té, etc,, des fonctions qui ihter-
A= ¢ facteur vlennent sont vérifides si nous appllqueonsles résultats pré-
r_] (gq(zi)) i = f—] 8.(x.) et en ddvelo ) ., cédents aux fonctions gt(x) ==X t t = 152500891 définies
2 all 2N
i=1 i=1 14 ppant le déterminang |pour x>0, les &, étant des nombres réels donnés  quel-
d°aprés la premiére colonne, on obtient la formule . conques. Si nous remarquons gque, dans ce cas,
g, (%) 6.~ 6,-1
(20) V(%/,i Bos cc0y 8n g ( L > = ( g‘t = 8'1);(_ s t =1, 2, vesy N,
Xqy Xpy eeey X | T 84(x)
n Sol %y Z
- I‘T g (%:) . la formule (20) devient (m=>1)
e 1 i ) S 5 ooe. S l{’(yf]’yagano,ymm,])dy,ldy2ooody [y 6, 4
1=1 n-1 5 B S sy EP
%1% 2 (23) ) I Tk -
N _ x1’ 1{2. saey }Cn
- ' ' (€ =6, )(6x5~64) (6= €, ) (%, X )6‘1
= - -— e - en e r
(21) Y(Tqs Tos cees To a) = 2 =855 P n " /0% %2 *n
1 2 ! Ve’ = Zn 2 Z
s 2.3
V (g2/81) ? (33/81) 9 eecy (gn/g’]) A S S eaa S §(y1’ y2, eeey ym_,])dy,] dyg D) dym—1
= 21.21,..-,Z1|:?'1g22,22,.¢,,22,;9’2,.,.,,ym_,],zmgzm“”9zm). 24 22 Zm_,]
S h'—-—Y--_;..l ~
- 4 ou
oy~ 4 ky =1 K, = 1
, ' ¢ §(Y19 Tos eoes ym_q) =
C.est 1la {ormule que nous voulions établir. Nous avons ' 6 o 61 5y~ &~ =1
encore employe les notations (8) ! = x 1 , 5 y seey X :
Nous supposons, bien entendu ‘
sque toutes les fonctions, dé- = V(Z.eZaseces? ZngZrgnsesd P Z 9B _geoegZ )
rivées et intégrales qui interviemnent ont un sens. En parti- e Sy 2 72720 it cokiuile Wikes
culier, par exemple, que 1la fonction g, ne s ‘annule  pas, ky = ) ky g1 oy =1
u¢ la foncti i
¢ = Be :oi Y(Tqr o0 eeey, Ty 1) est continue, etc. ! De cette formule nous déduisaons le
(21) En%’_ 'e point z; ne figure pas au second membre de | Théoreéeme 1. Avec les notations précédentes, si
. in, si m = 1 %a formule (20) n’a pas de sens. Dans '0"21‘ Ty < eee < Zy et 8, <6,< ...<& le ‘déterminant
¢e cas elle est remplacée par la formule bien connue [2]: ' SN g ]2
' 4 '] '4 n
(22) W(81, 82, ceoay g ) = 81 W((32>’ (?2) LY e (ﬁ) 2 |I (24) v X ’ X g ssey X >
. g1 g1 g,] i x1’ x2’ ecoy xn

. est positif.
- 780 - . : -.781 -



12 Ta Popoviciu
14 ° 14 __________—-_-‘
La demonstration ne présent pas de difficultés et est
principalement basée sur la formule (23). On peus procéd;r

par induction compléte. Remarquons d’abord que 1s propridid
est vraie pour n = 1 car alors le déterminant (24) se %éduit
a x44 qui  est Dbien un nomwbre positif, Remarquons augsy

que pour n =1 (n quelcongue) la propridtd est vrale
puisqu’alors on a
[y 6, &
e A 2 n
X ] X g ©0o003p X
25) v LY M 6,
( ) <X/l» x/ig 000y ?XI,i >“ ch 9 X 75 eocyp xn:)fl}i,') =

b e e s n(n-1)
eh¢~€2 t {=6n - qiLimmm

= V(6,6p5000,6,) %,

: Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour le
dfterminant dordre n - 1 (n.>1) et démontrons-la pour Ile
dfterminant d’ordre n. On peut supposer m>1. La propridité
resulte alors de la formule (23) dems laguelle on a

soe £ §. <
e Ip-1 % 2

et la fonction a intégrer est continue sur tout son domaine
d 4 o )
hé de?fnltion [z?,zej x [22’251’( Kol xv[zm_qum] et est (par
Jpothese) posiiive sur tout point intérieur de ce domaine.

81 maintenant nous tenons compte de la Fformule générale
(16), nous déduisons le

Corollaire 1. Si les nombres Ky 1= 152500098
sont positifs, nous avons

6 6 6

(26) X 9 X $ oo0sy Xn
BBVE'I, X2, e xn =

= 58<.V(x19 Xpy 200y Xn) v* (6}1 Gés ceoy G'-n ))

les z; et les k; étant toujours déterminds par les for—
mules (8).

- 782 =
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Forreule de gquadrature

Dans le second menbre V(x1,x2,°,a,xn) est le déterminant
de Vandermonde généralisé (15), mais :'Vﬁ(q1,sb,...,en ) est
le déterminant de Vandermonde habituel des nombres 6), 6,,...,5,,
différents ou non, donné par la formule (11). La formule (26)
est wvrale aussi dans le cas ou les 6, Dne sont pas tous
distincts, puisqu’alors les deux membres sont égaux a O.

Le cas particulier m = n, donc 1le cas ol les points Xy
i =1, 2, eeo, N, sont distincts, a été traité par nous aussi
dans un travail plus ancien [3].

7. Nous pouvons maintenant revenir 4 1°4tude du reste de
1a‘mformu1e de quadrature (1). Nous allons pour cela utiliser
nos résultats concernsnt les fonctions convexes généralisées
et la notion de fonctionnelle linéaire de la forme simple,ex-
posé dans notre travail cité [5]. Le lecteur est prié de se
reporter a ce travail pour la justification de toutes les af-
firmations qui vont suivre.

La formule (1) peut étre obtenue en remplacant la fonction
f par le polynome (généralisé) du type Lagrange-Hermite

r
L(x) = ¢ + cqxp + chq + CzX

dont les coefficients ¢y Cqy Cpy O3 sont bien déterminés
par les conditions interpolatoires

(27) L(O) = £(0), L(®) = £(@), L'(®) = £(@), L(1) = £(1).
Tes nombres p, g, r et ® ont les significations données

au nr. 1.
Il en résulte que le reste R(f) est donné par la formule

/1
(28) R(E) = S (£(x) - L(x))ax.
)

Mais, il est facil de mettre la différence £(x) ~ L(x)

- 78% -



14 T. Popoviciu

T e
sous une forme remarguable & 1°aide de la différence divisde

généralisée

(29) [X,I, X5 x5v Xq__’ X55 fJ‘=

=V 1,22,x%,x", £ >= v 1,xp,xq,xr,xs>
T \Xg X Xp e Xy Xy X1 9Xps XXy 9 X5

ol s est un nombre positif >r (>qg>D).

On voit que, en vertu du corollaire 1, cette différence
divisée existe quels que soient les points xq,xe,xa,x4,x5,
non-négatifs, mais dont au plus un est égal a O. Les deux dé-
terminants du second membre de (29) sont pris dans le sens
généralisé (9) (avec les z; distincts). Remarquons que si
X, = O et les points Xoy XB, Xy x5 sont positifs, nous

avons =)

V( 1,xp,xq,x:,xs>_uv(xpgxqrxr,xs) ;

Xq1Xp1X39%yXg - Xz,?a,x4,xs

Nous avons -alors
v '],xp,xq,xr,xa)
0,0,0,1,x
[0,©,0,1,x;2]

(20) £(x) - L(x) =
V(q,xp,x,q,xr)
0,8,0,1

en supposant que x so0it positif et différent de © et de 1.

: de
Dans notre exemple X seul est toujours un groupe
8
. . 8 s . ’I,xp,xq,xrﬂC
points 2z.. De cette maniere le determinant v
< 0,6,0,1,*
/
] sont egauX
*, Jorsque au moins deux des points x,], xa, x3, XL“ }:5 on i

’ . 4 as
4 0, la différence divisée (29, (au moins pour p<1T, n’est P

“finie.

- 784 -
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'est nul si x coincide avec O, ou 1 et alors la diffé-

rence divisée (0,0, 0, 1, x; £] n'est pas définie. On peut
facilement rémédier & cette difficulté, mais il est inutile
de la faire dans ce travail. Pour x = 0, ® ou 1 le second
membre de (30) n’a pas de sens, mais alors les valeurs de po-
lynome L sont données par (27).

8. Le coefficient de la différence divisde du second
membre de (30) est, en vertu du corollaire 3, négative sunr
tout point de [0, 1], en dehors de 0, ® et 1.

'~ Rappelons maintenant que la fonction f est dite convexe
par rapport & la suite des fonctions T xp, xq, xr, x5 sur
17intervalle [0, 1] si la différence divisée (29) est> O pour
tout groupe de 5 points distincts Xy X Xzy Xy xss Dans
ce cas la différence divisée (29) est encore positive si les
points Xqy Xpy X3z, x4;.x5 ne sont pas tous confondus, au
moins au cas ol cette différence divisde existe. Au cas (1le
seul qui nous interesse ici) ol la fonction f est convexe
nous avons [0, ®,@, 1, x3 £] >0 pour x différent de 0, ©
et 1. 81 f£eC[0,1], donc si la fonction Ff est continue sur
(0,71, il résulte des formules (28) et (30) que si de plus la
fonction est convexe par rapport a& la suite 1, xp, xq, xr, x°
nous avons R(f) # 0 (plus exactement R(f) < 0).

Mais R(f) est une fonctionnelle linéaire (additive et
homogéne) définie sur C[0,1]. Il en résulte alors de 1’étude
que  nous avons faite sur les fonctionnelles lindaires de la
forme simple (voir toujours le  travail [5]) le

Théoreéme 2, 8L f£eC[0,1], le reste R(f) de la
formule de quadrature (1) est de la forme

(31) R(L) =R(xs)[€49§2’€5;€43§55f]

oud,, £,, €3, §4,g5 sont 5 points distincts de 1 intervalle
ouvert [0,1] (dépendant en général de la fonction f£) et ol
la différence divisée du second membre est définie par la
formule (29).

- 785 -



16 T. Popovieciu

Le coeeficient

.{I
ARG = § o ax - g 0% -,
0

de la formule (31) peut se calculex a 1l°aide des valeurs (3a)

et (3b) des coefficients Jgy Ay de la formule (1). Nous
obtenons i y

(p+ D(q =~ 8)8% 4+ (g« N =-0p) 0%«

+ (s + N(p - g) O°
(p+ D(a+ 1(e+ NP - g%

(32) R(x") =

o ©® ¢ JO,1[ satisfait & 1°équation (4).

En apparence, dans la démonstration du théoreme 2, en
dehors de la continuité de la fonction F intervient aussi
sa dérivabilité, tout au moins sur le point © . Mais ce
théoréme reste vrai sans cette derniére restriction. Ceci
résulte, d°une part, du fait que dams la formule (1) la dé-
rivée de la fonction f ne figure pas et, d’autre part, du
fait qu’une fonction convexe par rapport a la suite 11, Xpb
x%, x¥, ¥® sur 1’intervalle [0;1] est nécessairement  (con-
tinue et) dérivable sur ]0,1[ . Nous avons é%abll cette
derniére propriétéd autrefois [4].

9. La formule (31) est peu commode pour la délimitation
du reste R(f). Mais,il résulte encore de ndire travail cité
[5], que si la fonction £ a une dérivée 4;eme sur 1 inter=
valle ouvert ]|0,1[ on peut dans (31) prendre les points €4 9
8osb3:84s &5 égaux & un meme point £ & ]0,1[.

Les formules (12), (22) et (25) nous donnent

'19 xps qs rg hi ] "
v<"5 bre, s, >“”‘ par W™, =87, S, 278
’ ’ J
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(1, xp, xq, xr, X

S
£, 6,8, ¢, & >= ép*qmsqo

bpars V(p, q, r, s)

en supposant £ € ]0O,1[.
I En faisant les calculs, nous trouverons

w1, 28 ey o
= ¢ PP v, q, {21V (4) - (prarr-6)e2e7(ey 4
+ [(0=1)(@=2)+(p~1) (x-1)+(q=2) (r-2)]E£"(5) +

- (=D (a-N)(x-e” (5)}

‘et nous déduisons donc la
Théoreéme 3¢ Si la fonction fe()&)1] a une ‘dérivée

‘quatriéme sur J]0,1[ , le reste R(f) de la formule (1) est
‘donné par

R(xS 1-s
| R(E) = hee {s. %
s(s-p)(s-q)(s=r) “8°F (¢)
- (prarr-6) 822" (1) 4
+ [(P=1)(=2)+ (=1 (z=1)+(q-2) (-2)] 2 £"(2) +

= (D (@=D(x-12 (&)}

f
% £ est un point de 1‘intervalle ouvert ]0,1[ (dépendant en

’

8enéral de la fonction .f).
10. Nous finirons par deux exemples.

Exemple 1. Daps la formule -de Simpson (p = q =2,
= 3), le reste est donné par la formule
3 L S, W,
8 + 1 -1 6
R(E) = 222 g s
€y £ (8) (8e10,10)

8(s = 1)(s - 2)(s - 3)
Ol‘l 8 > 3.
' - 787 -



8 ©. Popoviciu Formule de quadrature 19
1 °

Si nous prenons s = 4 nous retrouvons le reste bien conny : _ i

1 eV, v h 7 . N [4] T, Popovicdiu: Hotes sur les-fonctions d'ordre supérieur
- — . En prenant s = respectivemen = =] A

2880 (€ P 2 P BI=S2 nous I . Mathematica (Cluj) 12 (1936) 81-92.
trouvons le reste respectivement sous la forme | [5] T. Popovilcdiu: Sur le reste dans certaines formules  li-

4 V7 - 4)2 ; £V &) ' néaires d’approximation de 1’ analyse.Mathematica (Cluj) 24 (1959)
= il
- —Af g £ (£); = mmmmem—— (2 ]J0,1[) 95-142,
945. V2 ’ 5760 &

INSTITUTUL DE CALCUL, Str. Republicii nr. 37, CLUJ, ROUMANIE
Exemple 2. Prenons p=%,q=’|91‘=%eL’équation

donne alors ® = E% et la formule (32) nous montre que le

reste de la formule de quadrature
1

g £(x) dx.= 3%[2f(0) . 25f(-2-§) + 92(1)] + R(£)

est donné par la formule

1 1Moe,3:25 , o
el 5
R(E) = s+ 36[5(5) & 9]'

s(2s-1) (s=1)(2s~3)

§2—s[5f"(€) L

+ 125 M) + 45%” (g)]

oi £ e JOo,M[ et s étant un nombre > -2— « En prenant s = 2 le
‘reste s écrit

R(f) = - l_[zf”(g) + 126£"(0) + 48" (g)J !
300
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