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SUR I]NE FORMT]LE DE QUADRATURE DE S. GOT.AB ET C. OLECH

Dédiå à I'i. s. Gotqb à r¿occasion
- -^ièmede son 7u annr-versaare

1o S, Go?.4b et C. Olech ont dénontré tf l qu'il existe uïr

nonbre 0 et urr seulr compris strictement entre O et 1

(O . @ " 1), de manlère que Ia forrnule de guadrature

(1)

1
tt

) tC¡l dx.= l.o f(o) + "f,1 f(0) + t'rf(1) + R(f)
o

golt exacte pourl les fonctions (xo =) '1, f, *9, xf, où Þ.r er
¡.sont des nombres positif-s quelconques tels que p < 0 < ro fre
fait que la formule (f) est exacte poux les fonctions 1, xP,
x8, xr signífie que

(2) R('1) = R(xP) = nçxq¡ = R(xr) = O.

l,es coofficients O, Â1 , 12 sorlt indépendants de 1a
fonctfon f et peuvent être calculés facilement à f'aj-de des
égalités (2). Nous obtenons ainsi âO + I,, + â2 = '1 et

q.-B()a¡ 1r t
(B+1)(s+'l)çOP-64¡
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2

duit à la constante l" si 6'> o ta foneti-on x est drifinle et
continue pour x >, 0.

Le nombre @ est donné par J.'éq-uation

(4) (r * q.)(p + 1)@P * (r* r)(q + ,t)Oq +

+(q*p)(r+1)@r+o

qui, cornme l'ont montré B. Go?4b et 0" Olech [l]u & exac-
tement une racine et r:ne seule daas f intervalle ouvert ]Or1t.
Dans 1e travail eité de S" Go?4b et 0" Olech on suppose que

les exposarrts p¡ g¡ r sont des entiers (positifs)" En

suivant 1er:r désronstratisn on peut voir facilement que cette
restríction n'est pas nécessaíre" Nous supposerons donc
seulement que O.p.q<r"

T,a formule (1) constitue u¡.e intéressacrte gtínérafisation
de Ia formule de SÍnpson.On obtient cette <lerniàre en prenant

þ--'1iq=2rr*)"
Dafl.s ce travaÍI nous nous proposonË d'étndíer le reste

R(f) de la formule ('1)e sous des h¡rpothèses bj.en détornindes
faites sur l-a fonctíon f"

Äuparavant nous allons établir quelques résultats quf pré-
sentant de f intérêt pa.r e,¡x-mêmes peuvent être utilisés dans

t'étuOe d'autres problånes, analogues à ee1ul traité dans ae'

travail.

2" Désignons psr
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Forrnule ile quadratl-rre 3

¡812 82r "Ir So1

(r) v(." i = I sr(*r) lt,r=, u2,...,n\x1 r x2r "'"e xnl

le déterminant d'orclre n des vafeu::s des fonetions Strrt =
= 1s 2j o".1 n sur fes points xir i = 11 2e ..., n. Dans ce

déterruLna-nt gr(xr) est -1'éIément qui se trouve daas Ia i*ièure
ligne et Ia t-ième colonne.

I,e déterminant (5) est évideronent nul si le points xi ou

si les fonctions 8.¡ ne sont pas distíncts.
Si les points *i ne sont pas distinctsr Ia notat1on (r)

øera employée pour un déteruuinant convenablement nodifJ-é"

0ette modifieation consiste dans le remplacement des liBnes
sorrespondantes å chaque groupe de points xi confondus par

des lignes formées par les valeurs des fonctíons BX et de

leurs dérivées suecessives sur ces points" Çeci inpliqtterbien
entenduu 1'oxistence des dérivées eonsidérées. Plus ex-
actement, soient z1t z2ø .""e 7"ß les poÍnts clistincts avee

lesc¿uels coincident respectivement k1t k-2c .""u k^ (k1r k2r

"..u Ç Þ 1) des poi-:rts xr" Alors porm tout f = 1, ?-r,. "e ilr
il y a exactenent ki lignes constituées par }es valeurs des

fonetions 81 et de leurs ki - f premíêres dórivtóes sur le
point zi"

Nous continuons de désigne.x' Par

T" Popotiiciu

_. (p + 1)@P - (q + 1)0q

(r + 1)(q + 1)(oP -" Oq)

( ãb) Àô
L

(6) (
81 r 82r ooe¡,$r,

*1t xzr .n.9 xo

Ie ddter¡alnant ainsi nodifié. Mais il est lmportant de prtå-
cl-ser alors la succeseion des ligoes du déteruinant aínsí dé-
fÍni et quÍ est bien d'ordte k, + k, * .oo + k* - tt"

Nous désignerons par (6) +e détermfnant d"ordre n dont
Ies (k, + k, + oo. * ki-1 * i)aen€s lignes, pour 1es valeure
oonsécutfvea 1, ?-r .uoe ki de j, priees dane cet ordrersont
Iee suivantes'

-77r-



4 T. Popovíciu tr'ormule de quadrature 5

e1(zi)
s;(zí)

e2(zi)
cz?i)

" ' " gn(zi)

" ' g;(zi)
(e) V(:"

r 82r

, o2'

o.r¡ $O

"aar 4(7)

1a succession des lignes pour un groupe de points x{ égaux
avec un zL éta¡t respectée conformément å la règte décrite
par le tableau (7) " Ceci signifi-e que r.ous coñsidérons
seulement les permutations u1n oZ, o r. e vn pour lesq.uelles
nous avons

, 
oi*:*: krnk?+:".*ki_1 estreurptaeéepar o pouri = '1 et res accents désignenl dus clérÍvations successives.
Les lignes (z) sont des lignes consécutives dans le d6ter_mínant (6). Avec cette convention ra succession des col0nneset des lignes est bien préeisée dans Ie déter¡ninant (6) 

"Bien entendu, re déterminant nodifié (6) est bien détini
nêne si 1es poÍnt" 

, 11, zz, ""-., uq ,r" "oii p*" distÍncts,
naÍs alors íI est tívidenment égat ã O"

Tout revient, en sommo, à poger

l10) x'' Xr+trr+...+frj_,+ j - oj-, i "- l¡21oo"rkí, L = 1e2¡n"n¡m

(B) xkr+kr+..-+kr-,,+j = zi, ¿ = 1jzen".¡k1 r 1='l sae¡.o¡¡r.,

fl est inpor.tant de rernarquer qu,alors on ne peut pas sou-nettre, en généralu 1es lignes du d,étermína:rt ã 'oe pernu_
tati-on quelconque, pulsque l'ord.re ile ces lÍgnes à ,6té tixé
d'avance" llorrs voulons d.ire par cela que, pour prendre un

la suite "1, ,â., ". " , zi éta:nt une perüutation de Ia suj.te
21, 22, è.., z^.TLa valeur du déterminant (!) diffère de celle
de (6) au plus par te signe, d'après Ia for¡lule (17) qui se.ra
éta¡lie plus loin.

Signalons dès 'naÍntenant les cas particulters suivants..
10. Pour les fonctions g¡ = xt-1, t = 1r1r.".;n, le dé-

te¡minant (Ð se ré¿uft aq déterrrinant de Vandermonde
V(x1 rx2r. . " exrr) des nombres xl tx1e ". o exoo Nous avons donc

exenple, tandis que le aéternrfnant V(
81' 82r 83
,1' ,1, u2

(
1, x¡ . . ., *h-1

(11) = V(x1 , xZ, " .. , xir)est tou- *1, *Zt ".. ¡ Xra

1 r2r.. o ,L

ll
i.j

jours Aétini, Ie s¡mbole

'1 / uz' "(
81r 8.2t 87
z1t z2t z'1 ne sígnífte rien sl (x, - xi)r (V(xr) = 1).

"Au contraÍre, nous Bouvou.s soumettro les lignee du déter_
ninant à une permutation par groupe de points cbnfondus, ce
qui reviento en. son,e, å u-,oe pe*mutation des ¡rolnts z*" plus
exactement, soit o1o vZ, ..", vtx une permutation des índices1t 2r .cc¡ n. Posons al-orsn lour sinplífier les notations.

"í = \r 
í = 1¡ 2ç n".¡ r1o Le cléterninant (G)u aveo les

llgnes correspond,a:otes pernutéesn est alors

^o¿.
x) Ie

Dans le cas où tous les points
dóternJnant nodifié (O) se

x¡ coincident (avecI
ré¿uit au wronslcien

w(S1rg2r...rgn)(x) des fonctions *, *). On peut donc écri-re

11/ c/est La raison pour laquelle irous appelons quelquefois le dé-

teririnant ( ¡) le préw::onsliien oes fonctions 8t'
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6

(1a) u(u'
\xo

çt7)

'T" Popovíeíu

= w(Str 82r "."r B,')(x)"

2. , An peut 
. 
également obteni'r le dtitermlne¡rt

pa-r u-ïÌ passase å ra limire convenable, pour ne ,"T"::fiÎ--:,:ìtes ehoses'inous s*Þposero*s gue toutes res dériv¿u* qoi-i;ä_
viennent existent et soa.t eontinues, tout au moins danscertains voisinages des poínts

Soient alors :r points clÍe
i = 1s 2¡ ", o ? rlre et consfd<5r

* 1s 2g "..e lçiu t = 1o 2n e o

;ÏÏ":ï::îï:-.'4ïí: o'=ï, ;:=: ", ,:- --|;"";ll
lr.ous voyons que le dé'berurina¡rt D tend v'ers le ¿dte.rminaåt

modÍfié (6) divisé par Ie nombre n (kr _ .1) f ! torsque
' i=1

nÍt) -* zi, v = 1¡ 2,, u"", kj-, i = lr Zu ouog t6
Nous employons la notatj-on abrégée o¿ ! ! = ,ll 2l o¿ !

(o! ! = 1¡.
EnfÍnrsi nous nultiplions re détermÍnant D par te produit

üt

fJ uc"Ít) , ,5Ð, ø.e,
i='1

Formule de quadraturo

Tl en résulte que le déterminant (6) s"obtient en nultl-
a

ptÍant ('¡r+) ppJr n (k¿ -'¡)ll' en le divisa.nt par (17) et
í=1

en faisant ensuite tendre les point* *(í)ou=* z5-r pour j =

= 1s 2t n""e kir L = 1, 2s oo.e IIln

La notÍon ile diffórence dÍvisée est bien connue.Nou"ç l'em-
ployerons sous sa fo¡me g6aórale expos,åe da¡rs le mémoire cíté
plus loin à. propos de l'étude du reste de }a formule (1) [5]"
T,es diffórences divÍsées habltuelles sÕnt celles par rapport
aux puissa.uces entières nor:n6gatives successsives 'l ,xux2u o n'n

de la variable"
4. Conme une première applícationrnous trouverons la for-

uule don¡ext la valeur du déterminant de Vandermonde génóra-
ILSE

7

o E2t n"" 8¡1

x, ,."9 x

(15) v(
-â

1, X¡ nn"¡ x!-!
x1t i(,pr .".¡ Xo = V(x,, xA, """r lco) =

'l r2r... rm
(kr-1)!! n Qr*25.)

Í.j

1 ã9 m

n
i,=l

t- l-
r-J

et si nous faisons querques opérations érénentaires sur les
lignes, .nous obtenons Le Cétermina-nt

V(x, x, ."., x) = W('1, xn ".", *o*1)(x) = (n - f )i!ç*q-#

En revena¡rt à ta valeur du déterminant (9), éear å (0)
å son opposé, rrous pouvons ticrire

(16) "* ul*1' r:', " " *: 
) =

\X,l , XZ, ..., Xnl

- 
"s ( vçxj, x), " " " e x;) 

"(T;, T:: .:. : T;))

en usant des nota'bions (8) " En paeticulier, nous avons

-777-
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"[i,, ou

(14) t),"àt) 
1...:4;) ,"12)

81;82r t. " nBn,

,*itl ;"..,*it, ,. " ",*i') ,*á+),"..:
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I

xrt x2t .. " , {, étant une permutation
*1t *2, n. n , Xnr en Supposant c¿Ue *1
nous employons la fonction

Formule de cluadrature

1es ki*1 derni"ères lignes du tableau (7) peuvent êt.re
placées respeetivement par

F. Popoviciu 9

adnissibld

-<Jf25 "oo(

de la sulte
)ËÂ+r

n vv ou

rem-

pour x > O,pour x - 0u
Pour * * Or

1
o

-1

s{o) =(f ',,)'.'' = (;il.'* . å ,r,(ä)

S$X=
{

e'þt
81hl

sfâ srhá

sþá' oco sthi"
(18)

qui satfsfait å l"équation fonctionnçlle sg (xy) = sg ï"sg ,.pouie x et y réels quelconquos.
En tenant compte de (15) et (16) nous obtenons aussi

(17) ss v1 
81' 82' " ' " t Bo\ 

=\xir xj, . "., 4/
,1 ,2r. . . ,m kik,

= "*( ,.?i Q; z;¡*i*i 
"(Ï;, ::; ."": iï))

(k.-1) _ (kr-1)
Blhj * Blhz'

(ko -1 )
8'th,,. 

*

l

l

l

l

i

I

I

L

:

l

en.enrpl_oyant les nota.bions (lO) et en supposant gue ul4 ,21d... (z^.
Renarquong en passant, que sj- parni les nombres k1r lc2r... , -Ç i1 y a au plus un qui est lmpair, Ie d6terrninant (!)

ne dépend pas d.e J_a pernutatj.on admiæsibte xi, x2r..", :{'Ae
l-a suite x1, *Ze . ,,. ¡ xoo

5" Nous arrons étaultr maintenaat une fornure qui peme.b
de réduiro re careur rl"un déterninant de ra ferme (o) (t"ondlre
n au cal-cur d'un dtíter:ninant de la même forne maÍs d.,ordre
n - 1u

Mcidifions les lignes du déterminant (6) de ra naniôro suÍ-
va¡.te: Reprenons tre tabfeau (Z) " T:a fo:rmuLe de Êeibniz

u-v)
rÍ")

où h, = EX/B1' l. = 1e 2s n . . e rr¡ les fonctlons et les dé-
rivées de divers orclres étant cal-culées au point zr. Si k, =

= 'l on ne fait aucune nodification de cette sorte sur Ie ta-
bleau (/). Remarquons que les éIérnents de Ia prenÍère colonne
du tableau (18) sont tous nuls.

Ces résultats ont été obtenus en nous basant sur le fait
qu'un déterminant ne change pas de valeur lorsque'on ajoute à
une ligne une conbinaison linéaire quelconque d'autres lignes.

.Après ces opér.ations tes lignes restées inattérées fornent
le tableau

81Qì
c1G2)

t2?l oo'

sz?ù ¡ór
gn

I"

(zì
(22)

(19)

B1(z^) e2G*) srr(z*).

Oes lignes gardent leurs places dans Ie détermÍnant (6).
Toujours sa¡rs changer Ia valeur du déterminant (6), on peut

¡etrancher la (i-1)ièt" tigrre rnultipliée par 8'1(1+ 
de la

81("i-Q
,iène ligne et ceci pour i = 11 2¡...e rn. r,es éIénents du

tableau (19) ainsj- transfo¡rIoé s'obtiennent par I'application
de la formule (Newton-leibniz)(v = 11 2r.o., k-,1 ¡ t = 11 2r,,oe rI)

¡lous montre que, sans nodífÍer Ia valeur du déterninent (6),

-778-

ct(zr) - st(ui-ì = gr(zi)
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Après toutes ces transformatÌons les l

¡n-tère colonne du déterninant (6) devie¡:rre 
s de ta pré-
nuls, saufle prernier qui est -égaf à ga(zì.. Enffnren t re facter¡¡

Ak.n
I | ,u,'621)) i = fl sr(x1) er en dóveroppant re dérerninanti=1 i=l
d"après Ia première colonne, on obtient Ia formule

(20) ,,f81t 82t ... u 8',\t\x1 l x2o ""., xo,/ =

f.m
o o 6 

! V 
(T1ff2to o o rr¡¡_l)dytdre..,dyr_1

zm-1

où
(21)

)", (sV/e1)',

oz2øz2t"o.1Z2o

Formule de quadrature 11

J,a foruule (2O) doit donc être regardée cornme la généra-

lisation de cette clèrnière formule (22).
6. Toutes les h¡rothèses concernant Ia eontinuité, la dé-

ri,ã¡:-rité, f intégrabilité, ete,, des fonetions qui iùter-
viennent sont vé¡ifiråes si nous appliqueons les résultats pré-

cédents aux fonetions e5(x) = x6t, t = 1¡21n".¡ÍLs ¿éfiniæs

pour x>Oo les 6t étant cles nombres réels donnós quel-

corrques" SÍ nous remarquons que, dans oe case

l.5!2)' = ( o, - 6'1)x t ut-', 
r, = 1e 21 .o.¡ rr¡

\ 81(x) /

la formule (20) devient (n'l)

10 T. Popoviciu

Lorsque û = I le tableau (1Ð a
laisse inchangóe.

{ (f1, t2r .. o r lr-1) =

uäe seule ligou qu,

ô.6, (-__Jee'

F2o o o " elm_,¡, uÉÍ^:;-3

lfu*1

otr

&

n
i=1

=V

i'it |,nx 5 ) "' ! 0 (J1' J2' "'r Jm-1)dv1 dJ2 "' dÍ*-1
,4 uZ zm_1

Q(,r1t .v2r :"r Ym-l) =

__gz- 
q-1 *Ëv- sl-1, .. ., *do- 

d,1-'1

=Xrll

c'est la formule que nous vourlons étabrfr. Nous avoqF
encore enployé les notatlons (B)

Nous supposons, bien entendurque toutes les fonotione, dé_
rivées et intégrales qul lntervlennent ont un sens. En partt-
culier, paic exenplen gue Ia fonctloa g1 ne s,annule pâs¡
que Ia fonction V(r1r Y2r ...r, l¡-1) est contlnue, etc.

Sl kS = I le polnt ,L ne figure Ðas au second membre de
(2'l). ErrfÍn, si û = I Ia formule (2O) n,a pas de €ens" Dans
Ge cas elle est remplacée par la fonnule blen con¡.ue [2]:
(zz) w(srt 82, ...r Br) = *î *(uT 

I , (?)' , ... , (f )).
-?80-

). 0ukz' 1

=v( ,jtU1¡o"oj ,l,l tz2rz2t. , , )22 tl2t. .. rÏm-1 sz^tz'^t' t' t

k1 k2 1 k
m

1

De cette formule nous déduisaons Ie
T h é o r è n o 1. Avec les notatlons práoédentes,

O.z1- zZ- ...azn et d,l . Ç2 ( .. . .dn, le'déternlni¡nt
gL

(24)

ost positlJ.

b2 bn
r X -l odo¡ X

*Zt ... t XO

,61tx.
ol*,.'

-781-



12 T" Popovåcåu

T,a démonstration ne présent pas
pr5"nefpalement basée sur Ïa forroule
par induetion eomp]ëte. Remarquclns d,
est ræa1e pour fr. = 1 cår alors le dót
å xfl er.li est bfen tm nombre posi
que pour r = î (n quelconque) ta propriété cst rrueÍc
puísqu"alols on a

dH

,*64 ..82 =-6n r
(a5) (;r,' ir"' ::"; i,, ,) 

* *{ou, , u62 u.u.o od,,)(x1) 
=

= v (61 y62r " ", d",r *r% 
62't' ""' f dn nfui2

supposons maintena¡rt gue la propriété soit v,.aie pour re
dóterninant d "ordre n - 'r (n = J.) et dénontrons-ra pour le
drãtermínarnt d'ordre n" o:r peut eupposer m>i. tra propriótó
résulte alors de la formule (2ã) Caus laquelle on a

u1 < V1 < %A< ooo:('lm... *o zm

et ta fonetion å lntégrer est continue eur tout son eiomalne
de définition Ezruznl ^ fuerzrT x o o ¡ x lu^-lsz*] et est (par
hypothèse) positfve sur toüt $oint intérieil'au*Ju do¡naine"

si ¡naíntenant nous tenons eompte de ra formure génórale
(16) o nous déduisons Ie

C o r o l t a i r e í. Sf les noubres x,r i ='ls2s,"n¡rxsont positifso uous avonEr

(26) o *nn, roc, *6t
x¡o ... ! l(o

- "g(v(xj, x2, ,"", xn) v* (dl , Ç2,,.", ,, ))

les ,L et les ki éta¡t toujor:rs ¿étennfnés pax les for..-
nules (8).

l¡ormule de quadrai;trre 13

Dans le seeond menbre V(x1 rx2r., . rxo)-_est Ie déte:'minant

de vanðermonde généralisá (1Ð, nals 'r¡*(dl ,dz, ...,dn ) est

le déterminant c1e Vandermonde habítuel des nombres 64r d2i..'rÇn,

différents ou non, donné pal Ia formule (1.1). T,a formule (26)

est vraie aussi da.::s le eas où les dt ne sont pas tous

distincts, puisqu'af.ors les deux mem'bres sont égaux å O"

Ire oas particulier n = nr clone 1e cas où les points *i,
! = 1, 2e o.oe rr¡ sont distincts, a été traité par nous aussi
da:rs un travail plus ancíen []i.

7. Nous pouvons maintena¡t revenir à l'étu¿e du reste de

la formul.e do quadrature (1). Nous allons pour cela utiliser
nos résul.tats concernaï-t les fonctions convexes généralisées
et la notion de foncti-onnelle línéaire de la forme simplerex-
posé eanè notre travail cité [þ] " Le l-eeteur est prié de se

reporte:: à ce travail pour la justification cle toutes les af-
firnations qui vont suj-rrre.

tra fornule (1) peut être obtenue en remplacant Ia fonction
f par le polynorne (génératisé) du type Lagra:¡ge-Hernite

L(x) = cO + c,,,xp + crxq n "rxT

d.ont les coefficients 
"0, ,"1 , cZ, "7 sont bien déterminés

par leis conditions interpolatoires

(2?) T,(o) = f(O), I,(@) = f(@), L"(O) = f '(@), L(1) = f(1).

fJes nombles 1l¡ er T et @ ont fes significations d.onnées

au nr. 1"
fl en résulte que le reste R(f) est don-né par la fofmule

(28) R(f (f(x) " L(x))dx.

, Mais, iI est facit de mettre la différence f(x) - L(x)

-787-

de dåffi.euttés et est
C23) " 0n peut ;¿rrocéder
abord que le. propr5.étd
ermlåant (24) se ré¿u¿t
tíf " Rena.rquons aussl

1

)=5
o
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14 E. Popovicíu

sous une forme remarquabte à t'aide tle la différence divlsée
généraltsée

(2Ð lx1, x2, *7, *q_o x5l f J'=

- .rrl lrxprxqrxTrf ) " .rr( 1r*P oxQr*=r*" \= '\*t tx2txltx4r*5/' '\x,¡rxrrx7rx4rx5 /

où s est un nombre positif > r (=qop).
0n voit que, en vertu du eorollaire 'l , cet'be diffé¡ence

divisée existe quels que soient les points *l ex2txl rx4rxqr
non-négatifs, mais dont au plus ul est égal à O" Les ãeux ¿-é-

terroinants du second membre de (29) sont prfs dans Ie sens
généralisé Cg> (avec les zL distincts)" Remarquons que si
x¡ = O et les points *2, *tt *4, *, sont positifsn nous

"rloo* 
*)

,,f 1 ,* ,*Qrf ,*" \ - ,,/*Pr*9ro=r*" \
' \x. rx2rx1rx4rx, / - " \*zr+7ox4rx5 )

Nous avons'alors

Formule de qrradrature 15

est nul- si x coincide avec Oo ou I ot alors Ia dlff6-
rence divisráe [0r 0, O, 1¡ xô f ] n'est pas Aófinien On peut
facilement rémé¿ier å cette difficulté nais iI est inutile
de fa faire dens ce travaff. pour x = O, @ ou 1 Ie second
nembre de (ãO) n'a pas de senË, mais alors l-es valeurs de po-
I¡mone T, sont données par C27).

8. lo coefficient de l"a différence divisée du seconcl
nembre de (7O) estu en vertu du eorollaire J, négative sur
tout poÍnt de [O, '1Jo en dehors de O, O et 1.

Rappelons maintenent que la fonctfon f est dÍte convexe
par rapport à ta suite tles fonctíons 'l , d, xqn xr, xs snr
I'fntervalle fO, 1J si la diff6rence divlsée (2!) est' O pour
tout groupo de 5 points distincts x1, *2, *7, *4n x5, Dans
ce cas la diffr3rence divisée (2p) est encore-positívã si les
points *1, *Z? *3, x+, *5 ne sont pas tous confond.us¡ âu
u.rolns au cas où cêtte difiórence ttfrr{sóe existe" Au cas (Ie
seul qui nous interesse ici) où ta fonction f est convexe
nous avorls [O, 0, @, lr xi f ] = O por:r x différent de O, O

et l" SÍ f € O[O'1J, donc si Ia fonction f est corrtinue sur
[O,l], iI résulte des formules (28) et (fO) que si de ptus Ia
fonction est eonvexe pax rapþort å la suite l, xP, xq, xT, *s
nous avons R(f ) I O (plus exactem.ent R(f) o O).

Mais R(f) est une fonctionnelle 1inéaÍre (additive et
homogåne) aéfinie sur C[Or1]. fI en résul.te ators de liétude
que nous avons faite sur les fonctionselles linéa-ires de ra
forme simple (voir toujours Ie travail [f] ) f"

Théorème 2"Si f€C[Ort], fe reste R(f) deta
lormule de quadrature (1) est d,e Ia fornne

Øt¡ R(f) = n(*")14t,àr,15,Èa,àrrirJ

où 6a, 62, è l, è4u{5 sont ! points distincts de f inter:valte
ouvert [Or1 ] (dépendant en général de Ia fonction f) et où
Ia Aitférence divisée du seconil membre ,est ¿étinie par la
formule (29).

-789-

,r(1;/_r*gr*rrx" \"\0,o,@,4,x / _(7o1 f(x) - l(x) = [0, @, @ ,'1,x9f ]
u/r,xPrx9,f )
\0,0r@,4 /

en supposant que x soit positif et différe+t de

Dans nôtre exemple x seul est toujours un
@ et de'1.
groupe de

points zr. De cette manière Ie déterni-nant

l, Lorsque au noins deux des po5-nts ,.1, *2, *J, *4, x, sont

à o, l.a différence divisée (29t (au moins pour p<1, r,'es|" pas

finie.

-78+-
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16 T" FopovS"eiu

de la fornule (71) peut se celcul-or å t'aielo des valcurs (3a)
e!. (rb) tlos eoeffiaíents )1r ÀA de Ia forrutrle (f )" l\ous
obtenons

(p + {)(q * s) 0P o (s, + 'l)(s - p) 0q +.

(52¡ n(xs¡ =
(p + x) (s. + t)(s + f )( rÐP * @q)

Formule de quadrature 17

t *I,''
1xq+r+s-1Og pqrs V(p¡ e¡ rr s)

ensupposant fe J0r1["
En faisant les catculs, nous trouverons

W(yP-1¡ xQ-1 , {-1, f ,)(€) 
=

- 6 Pr9+r-9 v(p,s,=){grflv(Ê) - (p+q+r-6)å2r,,,(q) *

+ [(p-1) (s-2)+(p-.t) (r-1)+(q-2) (r-2)J Ef 
,,(q) 

+

- (p-r)(q-r)(r_1)f , (S)l

et nous déduisons d.onc la
T h é o r è n e r. Si l_a fonctÍon

quatrièrne sur lorl [ , fe reste R(f)
donné par

R(f) = 
R(*")1-" 

{
s ( s-p) ( s-S.) ( e-rr) t

- (p+q+r-6) g2 f ',' (å) +

+ [(p-r) (q-2)+(p-,t) (r-r)+( q_2)(r_2)l È t,,(È) *
- (p-r)(s.*1)(r-i)r, (!))

où r- est un point de r-'intervarle ouvert Jorl [ çaépendant engénéral de l-a fonction .f)"
10. Nous finj_rons par deux exemples.
E x e m p 1 e 1, Daps Ia formule.de Sinpson (p = 1, q = Z,¡ = ]), le reste est donné par la formule

lre eoeeflcient xsxq
,1t4rEr4

rcP/1,
v{ r"l

n

)
o

R )( f5x xs dls - *,1 0" ô],

oü @ € JOslf satisfait å l'équation (zr¡.
En appareneeu de¡ns la tléuronstration. du thóorème 2o en

dehors de la conttnuité ¿e la fonctíon f i¡rtervient aussi.

sa dérivabltltéo tout au moins sur le poin'b @ . Mals eo

théorène reste vrai sans oette oerñÍðre resbrietionu Oeci

résulte, d'une partp du fatt, que dans La formule (f) l-a dé-

rlvée de Ia fonction f ne figure pas eto d'autre partu du

faÍ.t qu'une fonction e onvexe par rapporL å ta sulte 1u f ,

oQ, xrn xs sur I'intervalle [out] est nécessair:ement (oon-

tinue et) dérivable sur lorl | " Nous avon's 6tauti ceitte

derníère proprt6té autrefois [4] '
2u La formule (9'1) est peu conmode pour la ¿étixnitation

du reste R(f)" Maisrll r6suLte encore Oe.nôi;re travail cité

[5] s que sf Ia fonetlon f a une dérivóe Aaême sur f inter-
valle ouvert ]Orf I on peu'b <lans (71) prenrlre leø points èl e

È2rÈ5uâau Èg ,ågaux å un nê¡ne polnt I e Jo'r ['
tres formuJ"es (12), (2?) et (2!) nong don:nent

f éc[0,1] a une dérivée
de la fornule (1) est

çLsr (Ê) ({ e J o,1[)

+-Ä v5'f (s)

/1 u #, *90 *t, -\
o('d,;; ;,' i, t' )= nn* w()p-r, *8-1' ***{ ' 1')(4) _1

6
.R(f) =

où s>r.
s(s-1)(s-z)(s-7)

-787--786*



Foroule de quadrature 19
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Si nous prenons s = 4 nous retrouvons le reste bien con¡u

- #-ot'n (6), pn prenant s = Z respectJ.vement s = 5 nous

t¡ouvons le reste respectivement sous ]a forme

4(dZ - î2 n t'u (È)
--- g45"{rlE r'' (l)' - *-L': -\5'l (Èeioul[)

[+]'f. Fo povi ciu: I'iotessurles fonctionsd'ordre supérieur

r " l4âthenatica (cluj) 12 (1916) 81-92"

Þ] f" Popo vlciu: Surle reste dans certaines fornules li-
néaires d'approliroation de 1'analyoe.l"fathenatica (c1uj ) 2lr (1959)

95'142.

IITSÎITUTUL DE CA-LCUL' Str. Republicii nr. 37t cLlJJ, ROUILA.IIIE

ExempI e 2. Prenons e=2
donne alors @ = J et la fornule

25
reste de la formule de quadrature

c Q = 'l¡ 3 1 -no= ã ., equatlon

montre que Ie(12) n"ous

1
(
J
o

r(x) dx=å[ttco, + zlr(å) + er(r)] + R(f)

est donné par Ia formulo

R(f )

1_ * _',|

s+l t6 ?r,1," .4 e2-=flt"(å) *s(2s-1) (s-r) (2s-7)

+ 128f "'(€) + +52t'' (g)J

oü4elourIet
reste s "écrit

s étant un nombre - â " En prenanl' s = 2 re

1R(f) =--
700 þt"rt) + 126r"'(0) * +å2r'" (g)]
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