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SUR LE RESTE DANS LA FORMULE 
DE QUADRATURE D'EVERETT 

Par 
T. POPOVICIU (Cluj) 

Dddid & M. G. ALEXITS d l'occasion de son 70 ~ anniversaire 

1. Dans son m6moire sur les formules de quadrature, R. v. MtSES [5] appelle 
formule de quadrature d'Everett, la formule sommatoire 

n n m - - 1  

f l )  ff(x) dx = Z f ( ~ )  + ~ d~[f(c~) +f(n  - c01 §  
0 ~ = 0  ~ = 0  

off m est un nombre naturel, n u n  nombre entier nonn6gatif, les Coefficients d~, 
ind@endants de la fonction f(x) ,  6tant d6termin6s de mani6re que le reste R, [ f ]  
soit de degr6 d'exactitude ~m,  donc qu'il s'annule pour tout polynome de degr6 m. 

Nous nous proposons de trouver une expression du reste Rn[f] en faisant 
les hypoth6ses suivantes: 

H. 1. m est impair. 
H. 2. La fonetion f ( x )  est continue sur un intervalle I de l'axe rdel contenant 

les points 0, 1, ..., n et c~, n - a ,  ~=1 ,  2, ..., m - 1 .  

Le reste R , [ f ]  est une fonctionnelle lin6aire (additive et homog6ne) et pour 
trouver son expression d6sir6e nous allons rappeler la d6finition de la simplicit6 
d'une telle fonctionnelle. 

2. Consid6rons une fonctionnelle lin6aire (donc additive et homog6ne) R[f] ,  
d6finie sur un ensemble lin6aire S de fonctions (r6elles et) continues f ( x )  d6finies 
sur un intervalle donn6 I (de longueur non nulle) de l'axe r6el. Nous supposons 
toujours que S contient tousles  polynomes. Lorsqu'il est n6cessaire on peut encore 
pr6ciser la structure de l'ensemble S. 

Le degrd d'exactitude de R[ f ]  (s'il cxiste) est l'entier m ~ - 1 qui jouit de la 
propri6t6 

J R [ l ] # 0  s i m  = - i ,  

(2) ~ [R[I]=R[x]  . . . . .  R[x~]=0, R[xm+l]r si m=>0. 

Le degr6 d'exactitude, s'il existe, est bien d6termin6. Lorsque seules les 6galitds 
t2) sont v6rifi~es (m_->0) nous dirons que R [ f ]  est de degr6 d'exactitude au moins 
m (ou que son degr6 d'exactitude est ~m).  Ceci est 6quivalent au fair que la fonc- 
tionnelle lin6aire R [ f ]  s'annule sur tout polynome de degr6 m. Pour que le degr6 
d'exactitude soit 6gal /~ m, il faut et il suffit que R[ f ]  soit de plus different de z~ro 
sur un polynome de degr6 m + 1 au moins. 
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Rappelons la d6finition suivante de la simplicit6 de la fonctionnelle lin6aire 
R [ f ] :  

La fonctionnelle lindaire R[ f ]  est dite de la forme simple s'il existe un entier 
m >= - 1, ind@endant de lafonctionf(x),  tel que l'on ait, pour f ( x )  C S, 

(3) R [ f l = K . [ ~ ,  ~2 . . . .  , ~,,+z; f ]  

oh ~ ,  ~ = 1 , 2 ,  . . . , m + 2  sont m + 2  points distinets de l'intervalle I, ddpendant en 
gdndraI de la fonction f ( x )  et K est une eonstante diffdrente de z&o, inddpendante 
de la fonction f (x) .  

Le nombre m est compl6tement ddtermin6 et il est pr6cis6ment le degr6 
d'exactitude de R[f].  

On a aussi K=R[x'n+l]=R[x m+l + P ]  ( ~ 0 )  oil P(x) est un polynome de degr6 
m qui, dans certains cas concrets, peut ~tre choisi convenablement. 

Dans la formule (3) nous d4signons par [Yl, Y2, ..., Y~; f ]  la difference divis6e, 
d'ordre r - 1 ,  de la fonction f ( x )  sur les noeuds (distincts) Yl, Y2, -.., Y~. 

3. Nous avons alors le 

THfiOgfiME 1. Pour que la fonctionnelle lindaire R[f] ,  de degrd d'exaetitude m; 
soit de la forme simple, il faut et il sufjit que l'on ait R[ f]  ~0 ,  pour toute fonction 
f ( x )  ~5 S convexe d'ordre m. 

Pour la notion et les propri6t& des fonctions convexes (non-concaves, non- 
convexes, concaves) d'ordre m et pour la d4monstration du thdor6me 1, le lecteur 
peut consulter rues travaux ant4rieurs. La fonction f ( x )  est dire convexe d'ordre 
m sur I si toutes ses differences divis6es d'ordre m + 1, sur des noeuds distincts, 
sont positives. En particulier dans rues m6moires de ,,Mathematica" [7, 8] o n  peut 
trouver diverses applications et diverses g6ndralisations de la notion de simp!icit6 
d'une fonctionnelle lin6aire. 

Si m=>0 on peut mSme affirmer que les points ~ ,  ~ = 1 , 2 ,  . . . , m + 2  de la 
formule (3) sont d l'intdrieur de l'intervalle I. 

Si m ~ 0  et si f ( x )  a une d6riv6e d'ordre m + l  ~. l'int6rieur de /, nous avons, 
grfice ~ une formule de la moyenne importante de A. CaucHY [1], 

K f(m+l)(~) (K = R[xm+l]) (4) R[f] = (m + ! ) t  

en supposant que R[f]  est de degr6 d'exactitude m e t  qu'il est de la forme simple, 
6tant un point fi l'int6rieur de l'intervalle L 

La formule (4) peut, en particulier, servir /~ donner une borne sup6rieure de 
R[f]  lorsqu'on connait f(m+l)(X), la d6riv6e ( r e + l )  i~me de la fonction f (x) .  

4. Revenons 8 la formule de quadrature (1). Nous allons d6montrer d'abord 
que, sous l'hypoth6se H. 1 et en supposant que R,[ f ]  soit de degr6 d'exactitude m, 
les coefficients d~, e = 0 ,  1, ..., m - 1  sont ddterminds inddpendamment de n. 

Calculons Rdxk]. En uti!isant Ia th6orie bien connue des hombres B, et des 
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polynoraes B,(x) de Bernoulli, tel!e qu'etle est exposde dans le trait6 classique de 
N. E. N6RLUND [6], nous avons, pour  k entier =>0, 

Si nous posons 
m--1 

(6) s~ -- ~Y ~ d = ,  k = o, 1 .... 

(So = do + d, + . . .  + c/,,_ 1), noLls avons 

(7) Z dj~+(,~ -~)q = (-1)~-~ s,,_~n~+[1 +(-1)qs~. 
~ = 0  0c~t  

En comparan t  les formules (5), (7) il ddcoule que, si nous posons 

m--I  B k + l  
(8)  : Z - 

~=o k + l  
(k = 0, I . . . . .  m - l ) ,  

nous avons Rn[x q = O, k = O, 1, ..., m. L'exacti tude de la derni6re 6galit8 (Rn[X m] = O) 
est assur6e par l 'hypoth~se H. 1 (l 'imparit6 de m). 

Le systbme (8) d6termine compIbtement  et i nd@endamment  de n les coefficients 
d~, ~ = 0, 1, ..., m - 1. Le fait que le reste Rn[f] est effectivement de degr6 d'exactitude 
m r6sultera de ce qui suit. 

5. Nous  allons maintenant  dSmontrer le 

THI~OR~ME 2. Si m + n > l  et si les coefficients d~, ~=0,  1, ..., m - l  sont 
d~terminds par les dquations (8), sous les kypoth&es H. 1, H. 2, le reste R , [ f ]  est 
de degr8 d'exactitude m e t  il est de la forme simple, c'est-&-dire que 

(9) R , [ f ]  = & I x  m + i ] [ ~ ,  42 . . . . .  ~m + ~ ; f ]  

o/t ~ , ~ = 1 , 2  . . . .  , m + 2  sont m + 2  points distincts d l'int8rieur de l'intervalle I 
(et d@endent en gdn~ral de la fonction f (x ) ) .  

La condit ion m + n > 1 est essentielle. En effet si m + n = 1 on a n6cessairement 
m = 1, n = 0 et alors R o [ f ]  = 0, quelle que soit la fonction f (x) .  

La d6monstrat ion se fait maintenant  par  6tapes en d6montrant  successivement 
les Iemmes suivants. 

LEMME 1. Si f ( x )  est une fonction convexe d'ordre m, on a R , [ f ] - R , _ l [ f ]  < 0 ,  
n== 1, 2, . . . .  

C'est  une consdquence du crit&e de simplicitd de Steffenset~ [8]. On peut  
l 'obtenir  d'ailleurs facilement de la mani~re suivante. La diff6rence R i l l  = R , , [ f ] - -  
- . R , , - l [ f ]  est le reste de la formule de quadrature (n > 0 )  

n rn--1 

ff(x) dx = f(n) + 27 d~rf(~- ~) - f (n  - ~ - 1)] + R[(] 
n- 1 c~--0 
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qui est de degr6 d'exactitude _->m. C'est alors n6cessairement la formule de Cotes 
darts l'intervalle [ n - l ,  n] relativement aux noeuds n - c  t, e = 0 ,  1, ..., m. Nous 
avons donc 

n 

R[ f l  = j [ f ( x ) ,  L(n, n -  1 . . . .  , n -  m ; f l  x)] dx 
n--1  

o/1 nous d&ignons par L(y t ,  Y2,.. . ,  Yr ; f  I x) le polynome d'interpolation de Lagrange 
de la fonction f ( x )  sur les noeuds y t ,  Y2, ..., Yr. On sait que (pour x diff6rent 
d 'un noeud), 

f ( x ) - L ( n ,  n-- 1, . . . ,  n ' m ; f l x )  = ] ~  ( x - -n+c  O.[n, n -  1, . . . ,  n--m,  x ; f ]  
~ 0  

et le lemme r~sulte du fait que le polynome /~ ( x - n + e )  est n6gatif sur l'inter- 
~ = 0  

valle ouvert ] n - 1 ,  n[ et que le second facteur du second membre, la diff&ence 
divis6e d'ordre m §  1 est, par hypoth6se, positive. 

En particulier si m = 1 et si f (x )  est une fonction convexe d'ordre 1, on a 
Rl[ f ]  <0.  

LEM~rE 2. Si m > l  et si f ( x )  est une fonction eonvexe d'ordre m, on a 

Rm-l[ f]  < 0 .  

Darts ce cas la formule (1) est la formule de Cotes relative aux m noeuds 
0, 1 . . . . .  m - 1. La propri~t6 r~sulte alors de la simplicit~ du reste de cette formu!e [8]. 

LEMME 3. Si m > 1 et si f (x )  est une fonction convexe d'ordre m, on a 

Rm_z[f]>O. 

La d6monstration est encore bas6e sur le critbre de Steffensen qui d6coule 
d'ailleurs des importants r6sultats de J. F. STEVFENSEN [9] sur le reste des formules 
du type Cotes. En suivant l'expos6 de J. F. STEFrENSEN nous pouvons d6montrer 
le lemme 3 en remarquant d 'abord qu 'on  peut 6crire 

(10) R m - z [ f ]  = A [ f ] + B [ / ]  

oh A[ f]  est le reste dans la formule de Cotes dans l'intervalle [ m - 3 ,  m - 2 ]  et 
B[f]  le reste dans la formule de Cotes dans l'intervalle [0, m -  3], t ous l e s  deux 
sur les noeuds - 1 , 0 , 1 , . . . , m - 1 .  

Alors A[f]  est l'int~grale de m -  3 ~t m - 2  de la diff&ence (pour x diff6rent 
d 'un noeud) 

m 

(11) f ( x ) , L ( - 1 ,  O, 1 . . . . .  m - - 1 ; f l x  ) = / f ( x + l - e ) . [ - 1 , 0 , 1  . . . . .  m- -1 ,  x ; f ]  
~ = 0  

et le polynome j I  (x § 1 -- :0 est positif sur l'intervalle ]m - 3, m - 2[. I1 en r6sulte 
a = O  

que si f (x )  est convexe d 'ordre m, on a 

(12) A[f]  >0.  
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Lorsque m = 3 on a B[f]  = 0, quel que soit f (x) .  
Si m:>3 ,  B[f] est l ' int6grale de 0 ~t m - 3  de la marne diff6rence (11). En suivant 

toujours  un ra i sonnement  de J. F. STEFFENSEN [9] remarquons  main tenant  que 
la diff4rence (11) peut  s'6crire (pour  x different d 'un  noeud)  

m--1  

/g /  ( x + l - e ) { [ - 1 ,  0, 1, . . . ,  m - - 2 ,  x ; f ] - [ - 1 ,  0, 1 . . . . .  m - 1 ; f ] }  
0c~0 

et il s 'ensuit  que B[f]  est le reste de la formule  de Cotes dans l ' intervalle 
[0, m - 3] sur les noeuds - 1, 0, 1 . . . .  , m - 2. On d6duit des consid6rations faites par  

m -  1 

J . F .  STEWENSEN [9] sur le po lynome  P(x) = / / ( x +  1 - - e )  que le po lynome 
a = O  

x 

f P ( t ) d t  est n4gatif  l ' intervalle ouvert  ]0, m - 3 [  et est nul x = m - 3 .  s u r  pour  
O 

On en d4duit que si f (x )  est une fonct ion convexe d 'ordre  m, on a 

(13) B[f]  > 0 .  

Les formules  (10), (12) et (13) d6montrent  le l emme 3. 
On obtient  main tenant  facilement le thdor~me 2. On peut  conclure de la formule  

n--m 

R,  I f ]  = R m_~ [ f ]  + ~ {Rm +a [ f l  - Rm +~_~ [f]} 
e = 0  

off n ~ m  et des lemmes 1, 2 que 

(14) R , [ f ]  < 0 ,  n>=m-1 

p o u r  toute fonct ion f (x )  convexe d 'ordre  m. 
Si m > 1, il vient de la formule  

m--n - -3  

R,  [ f ]  = R,, _ 2 [ f ]  - ~ {Rm_ 2 -~ [ f ]  -- Rm_ 3 -~ [f]} 
a = O  

off n < = m - - 3  et des lemmes 1, 3 que 

( 1 5 ) .  R d f ]  > 0 ,  n<=m-2 

pour  tou te  fonct ion .fix) convexe d 'ordre  m. 
La  fonct ion x '~+ 1 est convexe d 'ordre  m et alors les formules (14), (15) mont ren t  

que R,[ f]  est effectivement de degr6 d 'exact i tude m. Le th6or6me 2 est donc une 
cons6quence du th6or6me 1. 

6. Les considdrations pr4c6dentes permet tent  aussi de calculer, sous diverses 
formes,  le facteur R,[x m+ 2] qui figure dans la formule  (9). Compte  tenu de[ a formule  
(5), de la nota t ion (6) et de l'hypothaese H. 1, nous avons (m > l) 

m + 2  t~=l m + 2 - ~ H  - -  

~ ,  ( 1),,+1_ a m 1 
- -  -- sin+ 1 -~ n~ -- 2s,n+ 1 �9 

0e=l 
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Nous  obtenons ainsi, en vertu de (8), 

R , [x  re+l] = [(m-t- 1)Sm-Bm+~]n-2s,,+l = 2n+p, 

expression lin6aire par  r appor t  h n, 2, Iz 6tant des coefficients num6riques inde;- 
pendants  de n. 

11 en rdsulte qu ' on  a aussi 

Rn[xm+l] . . . .  (n_m+2)Rm_l[xm+l]_(n m+ l)Rm_z[xm+l] 

et dans cette formule Rm_l[xm+l], R,,_a[X m+~] peuvent  ~tre obtenus en suivant la  
ddmonstra t ion des lemmes 2, 3. 

L ' interprdtat ion de R~_l[f] donne 

R,,_~[x "+11 = ~ ( x - ~ ) d x  
o 2 j~ .=o  

et celle de Rm-z[f] que 

Rm_2[xm+1]= x4 ]~=o(X+l-oOdx + (x+l-cz)dx. 
0 m- -3  c~=0 

Dans  le cas m = l  nous avons 2 = - ~ , u = 0  et 

n 
R,[f] = . -~  [41, ~2, ~3; f] 

est le reste de la formule  du trapeze 

~ �89 1 ff(x) dx = f ( 0 ) + f ( 1 ) +  ... +f (n -  1)+  5f(n)+R,[f]. 
0 

Si m > 1, l 'analyse pr~c~dente nous mont re  que 2 < 0 et p > 0, m - 2 < _ ~  < m - I.  

7. Lorsque la fonction f(x) a une dSrivde d 'ordre  m +  1 ~ l ' int6rieur de 
l ' intervalle /, on a 

R rx"+ 11 f ( ' +  1) (~') R.[f] = n, ~ ( r e + l ) ! '  

6tant un point  ~ l ' int~rieur de L 
Ce r~sultat, pour  m-=3,  5, 7 a 6t8 obtenu,  d 'une  autre manibre, pa r  D. V~ 

Io~Escu  [2] et D. V. IONESCU et A. CoTm [3, 4]. 
Lorsque ] f (~+l ) (x) l<~M(m + 1)! pour  x ~ I ,  on obtient  la dSlimitation 

IR,[f]! ~ [R~[x ~+ ~]]M, 

M 6tant un nombre  r6el non-ndgatif.  Une  telle borne  sup6rieure du reste existe 
encore si la fonct ion f(x) est b, ( m +  1) ieme diffdrence divisSe en valeur absolue  
par  M. Un  exemple d 'une tel!e fonction est fourni  par  tout  f(x) qui /i une m ieme 
d&ivSe f(~)(x)  v6rifiant une condit ion de Lipschitz ordinaire. 

INSTITUTUL DE CALCUL, 
CLUJ,  STR. REPUBLICII 37 
ROMANIA 

(Recu le 17 mars 1969.) 
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