
B I B L I O T H È Q U E I)LÏ L ' É C O L E D E S H A U T E S É T U D E S 
• ^ 

BULLETIN 
DES 

S C I E N C E S MATHÉMATIQUES, 
RÉDIGÉ PAU MM. É. PICAKI) ËT P. APPELL, 

AVEC I. A GO 1,1, A HO IT A I ' 1 L » E 

MM. BTULLOUIN, E . CARTAN, J . DRACH, E. GAU, E. GOURSAT, J . HADAMARD, 
G. KŒNIGS, S . L E F S C H E T Z , G. LORIA, M. D'OCAGNE, S. RINDI, H. V I L L A T , 

v . V O L T E R R A , E T C . , PIERRE GAUJA, secrétaire de la rédaction. 

Sous la d i r e c t i o n de l a Commiss ion des H a u t e s É t u d e s 

PUBLICATION KOXftKK EX 1 8 7 0 l'A H M. G. DAUUM1X, 

C O N T I N U É E DE 1 8 7 1 A 1 8 ; 5 PAR MM. G. DARBOUX E T J . HOUEL, 

D E 1 8 7 6 A 1 8 8 G PAR MM. G. DARBOUX, J . IIOUKL E T J . T A N N E R Y , 

DE 1 8 8 6 A IGOO PAR MM. G. DARBOUX E T J . T A N N E R Y , 

DE K J O S A 1 9 I O PAR MM. G. DARBOUX, É . PICARD E T J . T A N N E R Y , 

E T D E I 9 I 0 A I 9 1 7 PAR MM. G. DARBOUX E T É . PICARD. 

DEUXIÈME SÉRIE. 
TOME L. - A N N É E 1 9 2 6 

( L X l * VOLUME DE LA C O L L E C T I O N . ) 

P K K M I È K E P A H T I I ; . 

P A R I S , 
GAUTHIEK-VILLAHS ET C,e, ÉD1TBUKS, 

LIBRAIRES DU RUREAU D E S LONG IT U D E S , DE l / ß C O L K P O L Y T E C H N I Q U E , 

Q u a i d e s G r a i i d s - A i n j u s l i i i B , 5 5 . 

1926 



PREMIERE PARTIE. 

SUR LA FONCTION CARACTÉRISTIQUE ET LE NOYAU RÉSOLVANT 
D'UN NOYAU DONNÉ ; 

PAR M. D . V. J O N E S C O . 

R é s u m é . 

1. Considérons les équations intégrales 

rh' (i) cp(o?) H- (JU I Y (S) ds = f(x), 
a 

b 
(a) + X f M(xs)f(s)ds 

J a 

1 

En éliminant la fonction f(x) entre ces équations, on trouve 
l'équation intégrale 

(3 ) ? ( * ) + f P(*s) <o(s)ds = F(x), 
J a 

OÙ 
rb 

( 4 ) P ( ^ ) = X M ( ^ ) + |JLN(^)H-XJJL / M(xt)K(ty)dt. 
J a 

La fonction caractéristique de ce noyau pour la valeur i du para-
mètre est 

< 5 ) I>P(I) = D M ( X ) X D N ( F J L) 

et le noyau résolvant, toujours pour la valeur i du paramètre, 

< « , « ( ; , ) _ X » ( ; » ) H - « ( ; H ) - » H Jl » » ( » „ , 

2. Toute solution fondamentale de l'équation (i), relative à une 
valeur caractéristique du nojau est solution fondamen-
tale de l'équation (3) pour la valeur i du paramètre. 

Toute solution fondamentale de l'équation associée à l'éaua-
Uon ( 2) , relative à une valeur caractéristique du no y a u M(#//)> 
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est «ne solution fondamentale de l'équation associée à l'équation<3\ 
pour la valeur i du paramètre. ' 

Toute solution fondamentale de l'équation (2), relative à une 
valeur caractéristique du noyau M(ar,y), est solution de l'équa-
tion 

r6-
<?(*)-+- / P(xs) tf(s)ds=zo, 

J a où 
- rb 

= + kN(^JK) H- Xfjt / M(f^) dt. 
J a 

De ces propositions -résulte un théorème important de 
M. Heywood (1 ) sur les solutions fondamentales d'une équation 
intégrale dont le noyau est la somme de deux noyaux ortho-
gonaux. 

* 
3. Nous avons déduit des formules (4), (5) et (6) les théo-

rèmes de MM. Goursat (2) et Heyvvood (3) sur l'addition de 
deux noyaux orthogonaux. 

Dans le cas de semi-orthogonalité, lorsque seulement la rela-
tion 

rb 

Ja 
est vérifiée, nous avons trouvé pour le noyau résolvant du noyau 

p ( X y ) = 

4. Nous avons appliqué les formules (4)> * 
recherche de la fonction caractéristique et le noyau résolvant d'un 
noyau itéré d'ordre p. Nous avons trouvé 

= j f ' Oit x) DM ( Jj alj .. .011 «>'*) dit dt%... dtpi 

( I ) B. HEYWOOD, Journal de Mathématiques pitres et appliquées, 1908, p. 290. 
<*) E. GOURSAT, Annales de la Faculté de Toulouse, 1908, p. 27 et 29. 
(*) B. HEYWOOD, Mémoire cité, p. 288 et 289. 
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«AV / 

i , a , « » , . . . « ' étant les racines de l'équation 

•¿p+i _ i = 0. 

La première de ces formules a été donné aussi par M. Cour-

sât (<). 

5. En prenant dans les formules (4), (5), (6) 

' N(xy) = Oyi 

on trouve facilement la fonction caractéristique et le nojau résol-
vant du nojau DM P a r rapport au paramètre jx. 

6. De même en prenant dans les formules (3), (5), (6) 

où &(x) est la solution de l'équation intégrale 

+ \ f M(xs)&(s) ds =/(¿r), 
Ja 

on retrouve les résultats obtenus par M. Lalesco (2) sur le nojau 

U ( x y ) + f { x ) g ( y ) . 

* * * 

1. Considérons les équations intégrales 

(i) " f N(*')?(')*=•/(*), 
J a 

( a ) / ( * ) + f M ( « Î ) / ( O A = F ( * ) . 

Remplaçons dans l'équation (a), /(a?) par le premier membre de 
l'équation (i). Nous obtenons ainsi l'équation 

r b  
(3) ¥<»-+- J 

( ! ) E. G O U R S A T , Mémoire cité, p. 96. 
(3) Tr. L A L E S C O , Société Roumaine des Sciences. Bulleti ri 

matiques pures et appliquées, 1923, n0> 4-6, p. 18. S 4$Cie/icew mathè-
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où le noyau P ( x y ) est lié aux noyaux M(xy) et N ( x y ) p a r la f o r . 
mule 

P (xy) = Ul(xy) -h fxN (xy) + f \ i ( x t ) N (ty) dt. 
a 

Supposons f ( x ) non identiquement nulle; alors le second 
membre de l'équation (3) est nul si à est une valeur caractéristique 
du noyau M (xy), d'après un théorème de M. Fredholm. D'autre 
part, l'équation (3), où le second membre est nul, a une solution 
non nulle, la solution de l'équation (i) [on suppose que [x n'est 
pas une valeur caractéristique pour le noyau Il résulte 
alors, d'après le même théorème de M. Fredholm, que i est une 
valeur caractéristique du noyau P (xy). 

Donc, à toute valeur caractéristique du noyau corres-
pond la valeur caractéristique i pour le noyau P (xy). 

Ceci m'a amené à calculer la fonction caractéristique et le noyau 
résolvant du noyau P (xy) pour la valeur i du paramètre. 

Je suis arrivé aux résultats suivants : 

Le noyau 

( 4 ) p ( X y ) = X M (xy) - h [ x N ( x y ) - f - X(JL f W(xt)K(ty)dt 
**a 

a, pour fonction caractéristique, correspondant à la valeur i 
du paramètre, 

D P ( I ) = D„(X).DN(H)> 

et pour noyau résolvant, toujours pour la valeur i du para-

mètre, 

(6) 

L e s démonstrations de ces théorèmes sont assez simples. 
# /"\ Divisons l'intervalle 

a. Démonstration de la formule (o). — 
(a, b) en n parties égales par les points 
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" o „ peut remplacer les équations ( . ) et ( a ) par les é q u a l < 

approchées n 

AT=1 

et 

A = 1 

où •••> s o n t l e s s o I u t i o n s d u des 
n équations linéaires 

n 

(7) •+• N(^^A-) <p(a?jfc) =f(*j>) (/> = »> . 
XR = l 

et /(#*), /(#»)? sont les solutions du système des 
n équations linéaires 

n 

k=i 

Remplaçons dans l'équation (a')/(a?) par le premier membre 
de l'équation (i') et /(a?,), . . . , / (*/>) par les premiers membres 
du système (7). On obtient l'équation 

M 
( 9 ) ^ ( » - T - S ^ P O ^ ) ? 

où 
n 

P(xxi) = h- pNOpav) 4-
¿=1 

Or, cette expression représente la valeur approchée du coeffi-
cient de f (x^ dans l'évaluation approchée de l'intégrale 

Jf P(#s) ff(i) ds, 
a 

où P ( a y ) e s t l e n o y a i l - (4 ) . 

e " V é q a M l 0 n q U i d 0 n n e S ° l u l i 0 n a p p r ° -

**> inconnues «(*,), f ( * , ) , . . . , ^ ^ ^ ^ 
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l'équation (9), peuvent être déterminées par le système des 
n équations 

n 

( 1 0 ) = ( i = i . a , . . . , n ) . 

Il est bon de remarquer que le système (10) est le résultat de la 
substitution dans le système (8) des f ( x p ) par les v(xp) données 
par le système (7) . 

Soient A^1 le déterminant du système (7), celui du système (8) 
et Apw) celui du système (10). 

Diaprés un théorème connu sur les substitutions linéaires, on a 

M. Hilbert (*) a démontré que Aj^ tend vers DM(X) lorsque 
n tend vers l'infini. Donc en faisant n tendre vers l'infini, dans 
l'égalité précédente, on obtient 

D P ( I ) = DM(X)XD S ( J JL ) . 

La formule ( 5 ) est donc démontrée. 

6. Démonstration de la formule (6). — Les solutions des équa-
tions (1) et (2) sont 

(n) ?(*)«/<*) —r*jf 

(12) f(*) = V { x ) - \ f ' v i l ^ t y w d s . 

Remplaçons / (# ) donnée par l'équation (12) dans l'équation (i 1). 
On a 

CL 

( » ) D . HILBERT, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Integralglei-
chungen Gotings Nachrichteny Erste Mitteilung 1904). 

Voir aussi, Ch. PLÂTRIER , Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
1 9 1 3 , p . 2 4 5 . 
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ou X 

Cette expression représente la solution de l 'équation (3) . Donc 
b 

Donc la formule (6) est démontrée. 

Nota. — J'ai démontré les formules (5) et (6) , aussi en partant 
des fonctions de Fredholm, mais les calculs sont longs et l'expo-
sition de ces démonstrations assez pénible. 

(A suivre.) 


