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218 PREMIERE PARTIE.

SUR LA FONCTION CARACTERISTIQUE ET LE NOYAU RESOLVANT
| D'UN NOYAU DONNE ;

L4

PaAr M. D. V.JONESCO.

Résumsé.

- 1. Considérons les équations intégrales
b
) p@)+p [ N(as) ¢(s) ds = f(a),
. a b
(2) Sflz)+ A f M(xs) f(s) ds =F(x).

En éliminant la fonction f(x) entre ces équations, on trouve
Péquation intégrale | |
b
(3) 2(@)+ [ P(os)o(s)ds = F(a),
ol

; : : b
(4) P(xy>=>\M(x.7_)+pN(xy)+Mf M(xt) N(ty) dt.

La fonction caractéristique de ce noyau pour la valeur 1 du para-
métre est

(5) D (1) = Du(X) x Dy(p)

et le noyau résolvant, toujours pour la valeur 1 du paramétre,
b
o t
6 fE(xI):)\Dll(xk)—i- 3’6( gx)—)\pf D]‘L( ) z ) _
(6) ¥ ¥ & ¥ ) }’)\ I , dt

2. Toute solution fondamentale de I'équation (1), relative a une
valeur caractéristique du noyau N(z, y), est solution fondamen-
tale de I’équation (3) pour la valeur 1 du paramere.

Toute solution fondamentale de I'équation assoc

) _ L 1ée 3 I'équa-
tion (2), relative a une valeur caracteristique dy pq

yau M(z,y),
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est une solution fondamentale de 1’6
pour la valeur 1 du paramétre.

219
quauion associée i l’équation(3)

Toute solution fondamentale de Péquation (2), relative 4 une
valeur caractéristique du noyau M (x,), est solution de ¢

tion v
b
cp(x)+/ P(xs) ¢(s)ds=o,

ou

P(xy)=AM(zy) + RN(zy)+ Ap f M(ty)N(=zt)dt.

De ces propositions Tésulte un théoréme important de
M. Heywood (') sur les solutions fondamentales d’une équation

intégrale dont le noyau est la somme de deux noyaux ortho-
gonaux.

3. Nous avons déduit des formules (4), (5) et (6) les théo-
rémes de MM. Goursat (2) et Heywood (*) sur l'addition de

deux noyaux orthogonaux.
Dans le cas de semi-orthogonalité, lorsque seulement la rela-

tion ,
f M(zt) N(ty)dt=o

est vérifiée, nous avons trouvé pour le noyau résolvant du noyau

P(x}’)=M(xy)+N(::y),
Q<;A)=.’)I‘L (;l)+9((;l>—l‘[ Dlt(;l)‘gz(‘:’)‘)m,

4. Nous avons appliqué les formules (4), (5); (6) ﬁ’ la
recherche de la fonction caractéristique et le noyau résolvant d'un
noyau 1téré d’ordre p. Nous avons trouve

Dy [ — (— X)#+1] = Dy () Du(ad) ... Du(a"h),
Ny, [;, —(—-)\)P+l]

b
= f m (“ 1) om (“-’ a)x) I 1¢ (‘T’ owk> diydts ... dtp,
« A\ z » .

') B. HEYW00D, Journal de Mathématigues pures et appliquées, 1908, P. 290
2) E. GOURSAT, Annales de la Faculté de Toulouse, 1908, p. 27 €t 29
*) B. HEYWooD, Mémoire cité, p. 288 et 289.

AAA!
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- 1’é ation
1 u
) A 4 o3 aP étant ]es racines de eq
, , , o = O
Z.p+1 — 1= 0.
: aussi ar M. Gc
La premiére de ces formules a éte donné p .

sat (').

les formules (4), (3), (6)
N(zy) =N (; x>,

on trouve facilement la fonction caractéristique et le noyau résol-

vant du noyau JIC <;f7«> par rapport au parametre p.

5. En prenant dans

6. De méme en prenant dans les formules (3), (5), (6)
N(zy)=39(z)g&(r),

od & (z) est la solution de I'équation intégrale
b .
F(z)+ A f M(zs) F (s) ds = f(=),

on retrouve les résultats obtenus par M. Lalesco (2) sur le noyau
M(zy)+f(2)8(r)-

w
¥ ¥

1. Considérons les équations intégrales
. b
W e@+u [ N@)ets)dr=f(a),
b
(2) Sf(x)+ f M(xs)f(s)ds:.F(x).

Remplagons dans I’équation (2), f(x) par le premier membre de
I'équation (1). Nous obtenons ainsi I’équation

b
(3) cp(x)—i—f P(zs)o(s)ds= F(a:),

I

(') E. Goursar, Meémoire cité, p. 6.
(*) Tr. LALEscO, Soci€t€ Roumaine des Sciences. Bulletin 4 ;
matiques pures el app[iquées’ ]923, nes 4_6’ p. 18, es SCl‘ences ’nathe'
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ou le noyau P(xy) est lié | |
mule () A noyaux M(xy) et N(zy) par la for.

b
P(zy)= AM(xy)+ uN(zy) + AT / M(z¢)N(ty) d:.

Supposons f(z) non identiquement nulle; alors le second
membre de l’équation (3) est nul si % est une valeur caractéristique
du noyau M(zy), d’aprés un théoréme de M. Fredholm. D'autre
part, I’équation (3), ou le second membre est nul, a une solution
non nulle, la solution de I'équation (1) [on suppose que u n’est
pas une valeur caractéristique pour le noyau N(zy)]. Il résulte
alors, d’aprés le méme théoréme de M. Fredholm, que 1 est une
valeur caractéristique du noyau P(zy).

Donc, a toute valeur caractéristique du noyau M(zy) corres-

pond la valeur caractéristique 1 pour le noyau P(zy).
Ceci m’a amené a calculer la fonction caractéristique et le noyau

résolvant du noyau P(zy) pour la valeur 1 du paramétre.
Je suis arrivé aux résultats suivants :

Le noyau

b
(4) P(x}’)=)‘M(x)’)+(-LN(xy)+lp/ M(zt)N(ty)dt

a, pour fonction caractéristique, correspondant a la valeur 1
du parametre,
(5) Dp(1)= Dn(A).Dx(p),

et pour noyau résolvant, toujours pour la valeur 1 du para-

metre,

(6) 9(;, n)=mn<;, )\>+p.91<;}1>

’ . , . * S.
Les démonstrations de ces théoremes sont assez simple

' ” vl 'intervalle

(ay b) en n parties égales par les points
b——(l) (i=—"0v ‘:23”')"')"

Ti=a+ 3, <8=____;.__
/
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On peut remplacer les équations (1) et (2) p équation,

approchées | ”
() o()+ pb X N(, 21)2 (@) =F(2)

(2) f(z)+ 28 3 M(z, 20f (7)) =F(2),
=1

ou o(z,), 9(%2), ++-, ¢(xa) sont les solutions du systéme des
n équations linéaires

(7)  ¢(zp)+ #82 N(zpzr)o(xr) =f(2p) (P=1,2, ..¢yn)
k=1

et f(2), f(22), ««., f(2xr) sont les solutions du systéme des

n équations linéaires

(8)  f(2))+ 38 Y Mz,apfien) =F(z,) (p=1,3,..., n).

k=1

Remplagons dans I'équation (2') f(x) par le premier membre
de 'équation (r’) et f(x,), ..., f(zp) par les premiers membres
du systéme (7). On ohtient I’équation

(9) ?(2)+3 Y Plza)g ) =F(2)

i—1

ou

s.

n
P(wa;) = \M(22;) + pN (22 -+ )\p.Z M (2 25) N(zE2)).
k=1
Or, cette expression représente la valeur approchée du coeffi-
cient de ¢ (x;) dans I’évaluation approchée de I'intégrale

b
[ Ps)acs)ds,

OUP (2y) et 1e noyau (4).
one, I'équation (g) est 'équation qui donne | '
’ a appro-
chze o pagiation & solution appr
S Inconnues o (i), ¢(x2), ..., ¢(2n), qui figurent dans
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I'équation (g), peuvent étre déterminées par le systéme des
n equations |

(10) ?(xz) —+ 82 szxk)t?(ZA) = F(.Z'[) (l.: 1, 2, ..., n)‘

k=1

I est bon de remarquer que le systéme (10) est le résultat de la
substitution dans le systéme (8) des f(z,) par les o(xp) dounées
par le systéme (7). '

Solent A{” le déterminant du systéme (7), A celui du systéme (8)
et A celul du systéme (10).

D’aprés un théoréme conmu sur les substitutions linéaires, on a

A = A X< AW,

M. Hilbert (') a démontré que A tend vers Dy()) lorsque
n tend vers 'infini. Donc en faisant n tendre vers I'infini, dans
Végalité précédente, on obtient

Dp(1) = Du(X) < Dx(p).

La formule () est donc démontrée.

b. Démonstration de la formule (6). — Les solutions des équa-
tions (1) et (2) sont

(11) o(@)=f(=)—p [ ‘o (§u)seras

(12) f(w)=F(w)—lfa‘b3n<fl)1?(s)ds.

Remplaqonsf(.z‘) donnée par]’équation (12) dans ’équation (11),
On a
=F(x)— A\ ’ TX)F (s)ds— fb9l<xp>F(s)ds
¢(x)=F(2)— faon<s ) (s o o (S

b
+)\;1f m(xp_)gn(s)\)F(t)dsdt
a $ ¢

(') D. HILBERT, Grundzige einer allgemeinen Theorie der Integralglei-
chungen (Gotings Nachrichten, Erste Mitteilung 1904).

Voir aussi, Ch. PLatuier, Journal de Mathématiques pures et appliquées,
3913, p. 245,
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cp(x)—F(x)—f [mn( X)-{—pﬂl(xp.)
--)\p.f :m( > ( )dt]F(s)ds

Cette expression représente la solution de I’équation (3) Donc

(50)-am(52) < wn 3) o [ 0 (13) )

Donc la formule (6) est démontrée.

224

ou

Nota. — J'a1 démontré les formules (5) et (6), aussi en partant
des fonctions de Fredholm, mais les calculs sont longs et I'expo-
sition de ces demonstratlons assez pénible.

(A suivre.)



