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MÉLANGES. 
M; 

SUR LA FONCTION CARACTÉRISTIQUE ET LE NOYAU RÉSOLVANT 
D'UN NOYAU DONNÉ; 

PAR M. D. V. JONESCO. 

(Fin.) 

Nota. — J'ai démontré les formules (5 ) et (6), aussi en partant 
des fonctions de Fredholm, mais les calculs sont longs et l'expo-
sition de ces démonstrations assez pénible. 

2 . Considérons les équations 
b 

( i3) 9j(3?)-4-h f N (xs)ol(s)ds=o, 
m « a 

b 

— O, 

<i4 ) I M (sx)<\>2(s)ds = 
Ja 
rb 

(i5) ? + / (s)ds = o, Ja 
rb 

<i6) / p (sx)<\> (s)ds = a 

l'équation ( i 4 ) est l'équation associée de l'équation ( a ) ; P ( x y ) est 
le noyau (4 ) -

Nouâ allons démontrer la proposition suivante : 

Toute solution de Véquation (i3) est une solution de Véqua-
tion ( i 5 ) et toute solution de l'équation ( . 4 ) est une solution de 
l'équation (16). 

En effet, faisons * = * dans l'équation ( . 3 ) multiplions les deux 
membres par M(«5) et intégrons de a à b. On obtient 

j f ^ M > , ) + ^ j f " ,m ( *.t) N ( t s) dt j <p, (.s ) d s = o.. 

Maintenant multiplions les deux membres de ( 4 ) P a r »»O')"-^ 
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ei intégrons de a à b. On aura 
b 

+ X j f ' "m ( xy ) + H j f '" M N ( y ) dy, 

ou b 

- « 

Le second membre de celte égalité est égal à — <p« O ) , d'après 
réquation ( i3) . Donc : 

rb 
© t O ) - H I P(xs) cpi(^) ds = o. 

On démontre de la même manière que toute solution de l'équa-
tion ( l4 ) ^st solution de l'équation (i 5 ). 

Remarque. —Si-nous remplaçons X M . p a r dans 
ce qui précède, nous obtenons : -

Toute solution de Véquation 

rb  7 • \ 
"f17) ©2<>)H-X / = O 

J a v est solution de Véquation 

a 
OÙ 

rb 

J a 

Si les noyaux c t N ( a ^ ) sont orthogonaux c'est-à-dire si 

f M (a? t)N(ty)dt= f ^(ty)N(xt) dl Ja J a ' 

le noyau P ( X y ) , (4) est égal au noyau P, {Xy) 

™«s,?:;sd:;,rqsu'a;r so,°lion de ''équ°"on ( ,3 ) - <">est 
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Xous obtenons ainsi un théorème de M. B. Heywood (*) ° 

Si o(x) représente une solution de Véquation ( .5) , 0/l 

¿cmontre sans peine que ' 
rh 

?2(X) = ? ( X ) ^ - 1 J . / N(xs)9(s)ds 
J a 

est une solution de Véquation (i - ). 

De même si 6 (x) est une solution de Véquation (16), 

rb 

"a 

est une solution de Véquation associée à l'équation (i3). 
En effet, on a 

X Ç AI (xs)fi(s)cls = X f M (xs) o(s) ds 
" a J{1 ^ 

H- X JJL I M(x t)N(ts) y(s) ds dl 
a 

et par suit'e 
rb 

ç20)-f-X I M(xs)¥i(s)ds = 0, 
Ja c 

parce que le second membre représente le premier membre de 
l'équation (15). 

Même démonstration pour 

3. Vaddition des noyaux orthogonaux. — Deux noyaux M(xy) 
et N(#>') sont dits orthogonaux, si F on a identiquement 

f M(xt)N(ty)dt = o, f M(ty)N(xt)di = o. 

J a ^a 

Si s e u l e m e n t une de ces relations est vérifiée, les noyaux sont semi-orthogonaux. 
Considérons le noyau 

P (xy)= M {xy)-hN(xy). 

( » ) B . H E Y W O O D , Sur l'équation fonctionnelle de Fredholni ( Journal de 
Ma thématiques pures et appliquées, 1908, p. 29). 
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p r e m i è r e p a r t i e . 

MM. Coursât et Heywood ( - ) ont établi les ihéorème. : 

¿V les deux noyaux U{xy) et N {xy) sont orthogonaux ou 
semi-orthogonaux, on a la relation 

D,,(X) = DN(X). 

b. Si les deux noyaux U(xy) etU(xy) sont orthogonaux, on 
a la relation 

Je vais déduire ces théorèmes des formules (4) , (5 ) et (6) et en 
plus donner l'expression du noyau résolvant du noyau 

dans le cas ou les noyaux M (xy) et sont semi-orthogonaux 
seulement. 

a et b. Supposons les noyaux M ( x y ) et N ( x ^ ) orthogonaux. 
Les formules (4), (5) et (6) deviennent 

F'(xy) = l M (xy) -h pX(xy), 
D P ' ( i ) = D m ( X ) X D * 0 ) , -

Ces formules étant valables quels que soient 1 et ¡a, on peut 
faire X = ¡ju On a 

= M M ( ^ ) m- M (ooy)l 

c'est-à-dire 

si l'on observe que 
( l . 9 > D p ' ( i ) = Dp ( A ) 

( ' ) E . G o d r s a t , Annales de in i?„„ • 
B . H E Y W O O D , Journal de ¡Hat/iématioUe^ * ,(lo8 

émanées pures et et ,9. -
' '9o8, p , 28 8 e t 289. 
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les relations précédentes deviennent a 5 ' 

Di.(X) = D,m(X) x D x ( X ) , 

On obtient donc les théorèmes de MM. Coursai et Heywood. 

c. Cas des noyaux semi-or t ho »onanr 
. lement la relation & * ~ S u p p O S O n s ^ s e u " 

f M(xt)Vi(ty)dt= o 
"a 

soit identiquement satisfaite. 
Alors les formules ( 4 ) , ( 5 ) et ( 6 ) donnent 

Dp'(') = Dm(X) x Dh^), 

S ' ( * , ) = Xart (*X) + (U91 ( - X ^ J F "OU ( ^ x ) 51 ( * dt. 

Comme précédemment si l'on fait X = u, on trouve 

D P ( X ) = D M ( X ) X D N ( X ) , ,(;,.) "(ïW'M 
Ceci apporte, j e crois, plus de précision aux théorèmes de 

MM. Goursat et Heywood. 

4. Noyaux itbés. - Nous allons déduire de ( 4 ) , ( 5 ) * ( 6 ) 
les propriétés des noyaux itérés. On 

Faisons dans les formules (4 ) , ( 5 ) et ( 6 ) = " 
\ ri.. ̂  

Si l'on prend pour X et p les racines de l'équation 

Z I — ¿ 2 = O, 

on a 

M . ( * K ) étant le noyau itéré de H & ) . Tenant compte des rela-
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lions (18) et (>9)' o n a u r a 

(20) 

- A- Olli 
,y 

X 

y \y / ^ 

— k)dt. 

La première de ees relations a été donnée par M . Goursat ( - ) . 

Nous allons transformer la seconde. 
Dans 1 équation générale des noyaux résolvants (signalée par 

MM. Hilb.ert et Piemelj) 

(»0 ^ ( / ) - m ( > ) 

faisons X = k et [a = — k. On aura 
1 

m (;'•) - (; - = i '3,1 (-»5,1 ( < -
• t 

Alors la formule qui donne l'expression du noyau résolvant du 
noyau M, (xy) devient 

formule tout à fait analogue à la formule ( 2 0 ) . 
Pour calculer la fonction caractéristique et le noyau résolvant du 

noyau itéré M2<>/) il faudrait d'abord étendre les formules (4 ) , 
(5) , et ( 6 ) au cas de trois noyaux. 

On voit sans peine que pour le noyau 

n 

a:.. 'y , . * -
/ 

• . * • » 

rb 
X Ni*')M(ts)L(sy)dsdti 

dt 

( ') E.Gounsvr, Méniotr 
e li.'yfi. 
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MELANGES. 

Dj»(i) = DL(X) X Dm (¡J- ) X Ds(v) 

2'Vi 

2 i * i 1 = 

// 

CO)'{»••' 
XfxvY 

b 
/ 

— vX 
».W 

b 

Si clans ces formules on prend 
\ 

L(xjr) = = M(xjr), 
on a 

= (X - h a - h v) \I ( x y ) — (X
T
A a v vX) ( . r ^ ) - f - Xjjiv 

IJ suffit donc de prendre pour X, ¡jl, v les racines de l'équation 

Z* — ¿3=0, 
c'est-à-dire 

X = A, fx = Xra, v = Ara2, 

i, a, a2 étant les racines cubiques de l'unité. 
En se servant toujours pour la transformation du noyau résol-

vant de Mi{xy)i comme précédemment, on trouve 

DM 

Dji,(A-5) = Dn(*)D»i(a*)DM(aU), 

Il -.'y a p » de difficultés à é.endre ces .é.nlu.» » «»•'»" i l é r i 

d'ordre p. 

/au résolvant du noyau 
o. Fonction caractéristique et no) 

UL - Dans les formules (4), 
par rapport au p a r a m e u e 
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2 5 i \ H7 f x l ) - On aura 
(5), (6), remplaçons N(*>') par J T ^ ) 

(22) ?(xy)= \y / J« 
D P ( i ) = D I I ( X ) D i i ( X , (*): 

a 

On a noté avec Dm(\ |0 la fonCli°n du ^ ' 
J11(*à) et par J H ( * X , fx) le noyau résolvant de ce noyau. 

iVous allons transformer les formules ( 2 2 ) et ( 2 4 ) . On sait qu'on 
a identiquement (MM. Fredholm, Goursat) 

(2.1) 0 = M ( * j > ) - M ( * x ) - l f M ( * O M > ( ^ ) i l ' > 

et si dans cette formule on remplace M (xy) par J H ^ X ^ etX 

par fi, on a 

(26) 0 = f O l l Q / ^ l l ^ X , ^ d t . 

Tenant compte de la relation ( 2 5 ) , la relation ( 2 2 ) se réduit à 

et tenant compte de la relation ( 2 6 ) , la relation ( 2 4 ) se réduit à 

r. ~iomme 

D P ( . ) = D M ( X + ! X) et = 

les formules (23) et (24') nous donnent . 

DM(X -+- J I ) = D M ( X ) x D M ( X , N ) 
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 ? 5 5 

(y = 0 1 1 & + * 

Cette dernière formule a été trouvée par une voie toute différente 
aussi par M. Ch. Plâtrier (*). 

6. Etude du noyau 

(27) V(xy) = M (xy) +f(x)g(y). 

Soit fF(x) la solution de l'équation intégrale 

rb 
(**) + l / M(xs)&(s)ds =f(x), 

Ja -

et considérons le noyau 
rh 

(29) P,(xy) = lM(xy)-h^(x)g(y)-^llx / M (xt)$ ( t)g{y) dt 
J a 

= XM(xy)-hixf(x)g(y). 

Nous voyons que pour 

N {xy) = ${x)g{y), 

le noyau P(xy), (4) coïncide avec V(xy). Alors on peut appli-
quer les formules (5) et (6) . On a 

( 3 o ) D W I ) = D
M
(X)D.N(,U I), 

= xori ( ; x ) + « x k ( ; f b m ( ; x) * i i 

La solution de l'équation (28) est 
h 

(3i) fF(x)=f(x)-\ f Oit ( ^ W ) A J a \ / 

alors il résulte tout de suite que 

rh 
(3a) DN(fx) = i-+-(i. / $(s)g(s)ds 

J a 

u . nliaues pures et appliquées, .£>"3, p. 
( ' ) Ch. PL A T R I B R , / M W « ; D E Mathématiques y 
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?/>f). 

et ... /¿f 
.y Dx(H) 

M i ) est 
\lors l 'expression de 

(33) V/ / 

où l'on a posé ,, . 
' OU 

„ , a u e - ( y) est la s o l u t i o n d o r équation 
Remarquons que 0 v/ ; 

I \ et ( 3 3 ) étant vraies quels que 
Les relations (29) , (3o) , W et t, ; 

soient A et m peut faire X = ^ Alors 

et, par suite, -. 

( 36 ) D , a ) - D M ( X ) D s a ) = D M ( X ) [ t + > ^ A O i O * ] 

— À* fbf{t)»»fo)g{*)dtdt> 

tx \ tx \ 

où ^(ff) , $ ( / ) s o n l données par les formules ( 3 i ) et (34)» 
9{x) est la solution de l'équation ( 2 8 ) et § ( y ) la s o l u t i o n de 
l'équaiion (35) . Ces formules ont été établies par M. Lalesco ( ) 
par une voie toute différente. 

Nous avons démontré à la page 247 que toute solution de 
l'équation 

r
b  

( L ) T R . LALKSCO, Société roumaine des Sciences. Bulletin des Sciences mathé-
matiques pures et appliquées, n» 4-6, »923, p. 18 , 



mélanges . 
esl solution de l'équation 2$? 

rh 
» 

où P(^K) est le noyau (4). 
Dans le cas du noyau (27) qui nous intéresse en ce morne 

faisant dans toutes les formules ( i3) , ( ,5 ) W ^ , p o u r ^ 
de l'équation 0 J ' j ï j 

Di.(X) = o, 
l'équation (13) est 

r
b  

-f-Xo^O) / g(s)yi(s)d$=zo> 
Ja 

Donc à un facteur près la solution de l'équation (i3) est 
Donc la fonction êF(x) donnée par la formule (3i) ou ton 
fait X = X0 est la solution de Inéquation 

s 

(-37)- ? ( * ) - f \M{XS) ^f(cr)x(s)]y(s)ds=o> 
•'a 

JVous aurions pu prendre au début M (xy) = f {%) Q (y) dan s 
l'équation (4) et ainsi nous arrivons à la proposition : la fonction 
Çi (r ) donnée par ( 3 4 ) ou Von fait X = X0 est solution de Véqua-
tion 

rb 
0 / [ M { s y ) + f { s ) g { y ) m ' ) d ' = °> 

Vassociée de Inéquation (?>'])* /,\ 
Ces propositions ont été également énoncées par M. Lalesco ( > 

M T olesco c a s 
On peut étendre les résultats trouvés par M. ^ 

d'un noyau 

1 

Il suffit de prendcg dans la-formule (4) 

n 

( ' ) Tp. L A L R S C O , Mémoire cité, p 2 0 . F Û T L 9 2 6 . ) 1 7 

des Sciences math'., »¿rie, t. I» 
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où est la solution de l'équation intégrale 

rb 
( 3 8 } + X / M(xs)Srk(s)ds=M^), 

J a 

mais les expressions de DP()>), ainsi que de « ( * > > ) sont assez ' 
compliquées. 

On démontre facilement en s'appuyant sur les propositions éta-
blies à la page 247 que l'équation 

( 3 9 ) o ( ; r ) - f - x 0 / p ( a ? i ) 9 ( 5 ) cls = o 
J a 

T 

a des solutions fonctions linéaires des fonctions 
. . s o n t les solutions de l'équation (38) , 

où l'on fait À = À0. 
De même, l'équation associée à l'équation ( 3 9 ) a des solutions 

linéaires des fonctions g , (a?), g 8 (a? ) , . . . , §„(57), celles-ci étant 
les solutions de l'équation 

% 

rb 
+ X0 / M(*r)G*(i) = (¿ = 1,2, . . . ,/ i ) . 

« 
\ 


