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MELANGES,

SUR LA FONCTION CARACTERISTIQUE ET LE NOYAU RESOLVANT
D'UN NOYAU DONNE:

Par M. D. V. JONESCO.

(Fin.)

Nota. — J'a1 démontré les formules (5) et (6), aussi en partant
des fonctions de Fredholm, mais les calculs sont longs et I'expo-
sition de ces démonstrations assez pénible.

2. Considérons les équations

b
(13) ;l(x)+p[ N(xs)o,(s)ds =o,
. ) -

(14) %(x)+)~f M (sz)d,(s)ds = o,
b .

(15) o )+ [ Plan)e ()ds=o,
"5

(16) b (z)+ [ P(sz)Y (s)ds =o,

I’équation (1 4) estrl’é'qu'atior‘l associée de I’équation (2), P(zy) est
le noyau (4)-

Nous allons démontrer la proposition suivante :

' : ‘ ~ ; Uégqua-
Toute solution de l'équation (15) est une solution dle g i «
5 ' : o wlio
tion (15) et toute solution de l’équation (14) est une so
[’équation (16).

' ; ipli deux
En effet, faisons £ — s dans 1’équation (13) mult'lphons les
membres par M(zs) et intégrons de a a h. On obuient

’ b
f [Mf‘“)-*—ytf M(xt)N(ts)dt]cp,(s)ds=o.

o

Maintenant multiplions les deux membres de (4) par ‘?1<)") dy
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el intégrons de @ 2 b. On aura

f P(zy)e(y)dy = f N(zy)o(y) 4y

a +7f [M(xy)—+—y.f l\I(xt)N(Iy)dt:I,l(y)(b,
ou

1/ ~b
f P(xs)c;,(s)ds:p/‘ N(zs)p1(s)ds.

a va

’ *a 2 4 h " \
Le second membre de cette égalité est égal & — ¢y (), d’aprés

lequatlon (13). Donc :
°1(-T)+/ P(zs)o (s)ds=o.

-

On demontre de la méme maniére que toute solution de I équa-
hon (14) est. solution de T’ equatlon (15).

Remar que — Sinous remplaqons lM (xy) par pLN(xy) dans

-

ce qui précéde, nous obtenons

Toute solution de l’équalion

. b / X o
£17) fa(@)+ ) [ M(@s)a(s)ds =o .

:!’
est solution de Uéquation

b
x) —i—f Pi(zs)o(s)ds = o,

a

ou
b
Pi(zy)=AM(zy)+ uN(zy) + lp.f M(ty)N(xt)dt.

" - ! ’ J ” - . .
Si les noyaux M(z)') et N(zy) sont orthogonaux c’est-a-dire si

«o

b b
fl\'](xt)N(ty)dt:f M(ty)N(z¢) a,

le noyau P(zy), (4) est égal au noyau P 1 (2y),
" Donc, dans ce cas, toute solution de I'équatiop (’13) ou (17) est

une solullon de I’ équatmn

0
o) [ DM (s) + uN@)]a(s)ds <
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Vous obtenons ainsi un théoréme de M. B. Heywood (1)

~ ) v . )y * ~
Si w(x) représente une solution de Uéquation (13),

: on
demontre sans pene que

1/
¢2(x) = o(x)+ pf N(xs)o(s)ds

est une solution de U'équation (17).

¢

De méme s¢ 4 (x) est une solution de l'équation (16),
b
Yi(z) =4d(x)+ A\ / M(sz)d(s)ds

est une solution de Uéquation associée & Péquation (13).
En effet, on a

h /
)\[ M(..z‘s)(p;;(s)ds:)\/‘ M(xs)o(s)ds
a a )
—+—)\‘u[ M(zt)N(ts)o(s)dsdt
ta

et par suite

b
ox@)+ 2 [ M(@s)gr(s)ds =o, c

- . ¢ '
parce que le second membre représente le premier membr#& de
Péquation (15).

Méme démonstration pour ¢, ().

3. L’addition des noyaux orthogonaux. — Deuxnoyaux M(zy)
et N(zy) sont dits orthogonaux, si 'on a identiquement

/ b
f M(xt)N(ty)dt = o, f M(ty)N(xt) dt =o.

S; seulement une de ces relations est vérifiée, les noyaux sont

semi-orthogonaux.
Considérons le noyau

P(zy)=M(xzy)+ N(zy).

m————

(*) B. HEYwooD, Sur [’équation fonctionnelle de Fredholm (Journal de
Mathématiques pures et appliguées, 1908, p. 29).
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1) ont établi les théoremes :

MM. Goursat et Heywood (

sontorthogonaux oy

0. Si les deuz noyaux M(zy) el N(zy)

semi-orthogonaux, on la relation

Dp()\) = DM()&) Y D\()\).

b. Si les deux noyaux M(zy)et N(zy)sont orthogonauzx, on

a la relation : i
ff:("’l) =N (”x) + It ( x>.
J Y Y

[
Je vais déduire ces théoremes des formules (4), (3) et(0) et en
plus donner I'expression du noyau résolvant du noyau

P(zy)=M(zy)+ N(zy),

dans le cas ou les noyaux M(zy) et N(zy) sont semi-orthogonaux
seulement.

a et b. Supposons les noyaux M(zy) et N(zy) orth'ogonaux.
Les formules (4), (5) et (6) deviennent

Dp/ (1) = Dy (2) X Dx(u),

7 (;1) = A0M (;&) + I (;u>

Ces formules étant valables quels que soient A et u,
\

' on peut
faire A = . On a

P'(zy) =M M(zy) + N(2p)],
c¢'est-a-dire

(18) P'(zy) =AP(xzy);

s1 ’on observe que

(19) Dp(1) = Dp (A)
et o

q' T(xl>=)\93(x
RS ¥ y)\ ,
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les relations précédentes deviennent 231

D;»()\)-——DM()\)XDN(>~);
‘I(x)\>=3‘ “3) - "
; It y/\>+az<;>\>-

On obtient donc les théoremes de MM. Goursat et Heywood.
0

c. Cas des noyaux semi-orth

ogonaux. — Suppo
: sons )
. Jement la'relation Pl que seu

b
f M(zt)N(ty)dt = o

soit identiquement satisfaite.

Alors les formules (4), (5) et (6) donnent

P(zy)= AM(zy)+ uN(xy),
Dp (1) = Dn(A) X Dx(p),

@'<;x>=xo1z(;>\>+'laz< >——/u[0](< > ( )dt.

Comme précédemment s1 'on fait A = u, on trouve

Dp(X) = Du(A) < Dn(A),
‘3(;7\>=3n<;)\>+9‘6( >—xf:m< ) (>)dt

' y l 151 héorémes de
Ceci apporte, )€ Crois, plus de précision aux

MM. Goursat et Heywood.
4. Noyaux itérés. — N;)us allons déduire de (4)s (5) et (6)
les propriétés des noyaux 1térés.

Faisons dans les formules (4), (3
aura

5) et (6) M(wy)“N(”f) on

' LYM (ty) dt.
P'(xy):—_()\_kp)M(x}/)—l-)\pL M (zt)M(&)

' \ : 1e Iéquation
Silon prend pour A et les racines de I'éq
— k2= o0,
on a
P'(zy) — My (zy)
. , m Le des I‘ela'
M'(x}’)-étant le noyau 1téré de M('wy) Tepant cOmp
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tions (18) et (19), on aura

Dy, (— A%) = Dy (k)Du(— %)

T _ /411(“”/)—1(711("’#/;)
-/f-3n,<y_l>,u , )
[t T )
+k=f 9]L(}//€)3]l<t—/\>dt.

«a

(20)

La premiére de ces relations a été donnée par M. Goursat ('), .

Nous allons transformer la seconde.
Dans l'équation génél‘ale des noy
MM. Hilbert et Plemelj)

. , h _
(21) :m(”’x ._on<%>_—_ ) f or(‘:>or<‘”
5 ) P (12 ) i L }’/ e, dt,

faisons A = A et w=— k. On aura

, . - : b
911(”k>'_gn (‘”_-_,,k>~-=_-. "f Gt AP

L

aux résolvants (signalée par

Alors la formule qui donne I'expression du noyau résolvant du
noyau M, (zy) devient |

T I/ '
:m,( ,—lc'l):f :m(%)or Z_ \de:
¥ ) ¥ ¢ p k) dt,

forn 1L a fa e s
‘Plule toluL i\ fait analogue a la formule (20).
our s ) 3r1sti
r calculer la fonction caractéristique et le noyau résolvant du

‘noyau itéré My (zy ) il faudrait d’abord étendre les formules (4)
(59), et (6) au cas de trois noyaux.
On voit sans peine que pour le noyau

’

P(wy):)\L(xy)—i—[.Ll\l(x‘y)—g-vN(xy)—{—)\u.be(xt)M(t ) dt
\ ; " )’

~uv [ N(wa(zywu+v‘Abe<rt>L<z )d
i - Y ) dl

. i h
s ~+ Al f N : .
s ";'-',":' ] (xt)M(t.s)L(sy) a'sdt,

| [ | | | | | \
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on da
Dp(1) =Dp(2) x Dy(uw) % Dx(v)

s <£ l) = \/\ﬁ'(vm 7\> + uNL (ng.> “+ v 9T <xv>‘
Y Y Y Y

cl

[/ y .
— [ £ < )\> I < p.) ot
J Y L
I
¢ /x
— U .,[ 9 <yv>9]t< / gJ.> dt
b 14 T
Y / 91( v) E’( ‘x)dz
v a ), ‘ £
b
'+lp.vf 13(””1)911( ty.)S’L(uv)dtdu.
. t u ¥y

S1 dans ces formules on prend

L(zy)= N(zy)=M(zy),
on a

P(ry) = +w+v) M(zy)— (g + v+ vh) My (zy) + hpuv M2 (zy).
1l suftit donc de prendre pour A, u, v les racines de I'équation

23— k3 = o,

c’est-a-dire
A=t

, B = ka, v = kal,

1, 2, «* étant les racines cubiques de I'unité.
En se servant toujours pour la transformation du noy
vant de M, (zy), comme précédemment, on trouve

au résol-

Dy, (A%) = Du(A)Du(zk)Dula?k),

b -
Ity (x /"3> = / M ( 1 /c> Jll(j’ oc/c) om (lq azlc) dty dts.
2 1 ak

Y @ Y

: X 1itéré
o sy P \ ’ . N Sl’ll[ﬂtb d un nO‘Yall 1
i “’)’ a pas de difficultés a étendre cesre

d’ordre )2

2. I, ’ seolvant du noyat
5. Fonction caractéristique et noya réso /
I (»T ! stre e. — Dans les formules (4),
‘ r ' ametre -
y)) par rapport au para {
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| Z3.). On aura
(5), (6), remplagons N(zy) par-{)n <y )\>

17 t
= 1zt 311( )\>(lt’
)= WM (zy) + p It (}f Z)—{—lp/{L M(xt) y

254

(22) P(zy)
(23) Dp(1) = Dy (M) Du(As )
' [
Ny @<x|>=)\9]l<'§l)+pmt<t X, u>
(24) “\y %

7 x
— AU [ I <;’ l) DR( . My ;J.\) dt.

“a

On a noté avec Dy (%, @) la fonction caracteristique du noyau

71L( > et par N <; Ay p.> le noyau résolvant de ce noyau.

Nous Allons transformer les formules (22) et (24). On sait qu’on
a identiquement (MM. Fredholm, Goursat)

(23) 0= M(m_y)—()ll( >——)\f M(ar't)01(,< )

et si dans cctte formule on remplace M (x)’) par DTl( ) et A
| Y

par 1, on a

. — 4 .
(26) O_Dll<y)\>—91l< u)—pf ch(}/z).)]t(f)\, p.)d{.

Tenant compte de la relation (25), la relation (22) se réduit a
P(zy) = (h + w)M(xy),

et tenan : ' ) '
t compte de la relation (26), la relation (24) se réduit a

(24) @(i;):‘(m— 1) (;”;x u)-

Comme

De(1) = Dy( ) + u) et Q(x )
A | y' _O"*‘MQYL(;)\_,_}L),

;}es for'mules (23) et (24') nous donnent

98 PuO 1) = Du() > Dy (3,

> -

\

Du(h, p) = W,
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N (‘” n, ): oM <"")\ 4 >
Y H Y 3

el

Cette derniére formule a été trouvée par une voie toute différente
aussi par M. Ch. Platrier (1).

6. Etude du noyau
(27) P(zy)=M(zy)+f(z)g(y).

Soit " (z) la solution de l’équa’tion intégrale

' b
(28) ﬂ;(x)+)sf M(zs)F (s) ds = f(z),
et considérons le noyau

. h
(29) P'(x)’)=7~'M(wy)+;15"(w)g(y)+7\uf M(zt)F(t)g(y)dt
= MM(zy)+pf(z)g(x).

Nous voyons que pour

Naxy)=5(x)g(y),

le noyau P(zy), (4) coincide avec P’'(zy). Alors on peut appli-
quer les formules (5) et (6). On a

(30) Dp(1) = Dy(2)Dx (1),

z z or (% ) fl):m EsYou (%) de
o(3) () 5) e (3210
* <y'> m"(y TEET Jo T \y ‘

La solution de I'équation (23) est

(31) s-'(x)zf(x)_thon <f>\>f(s)ds-,

alors 1l résulte tout de suite que

b
(32) DN(\U.)II—G—{J.f F(s)g(s)ds

. A b s\ Y »
=I+;J.flf(s)g(s)ds——7.pf f(t)i)k(t’\)o(‘) §

I
_ — l‘ ,
- s et appliquées, 191, p- 249-

(') Ch. PLaTrIER, Journal de Mathématiques pures &t AP
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¢t e\ T2 W),
Il (}/ p.> = /D.\' (")

. / x
Alors |'expression de & (}/ [ ) est

| ()G ()
' x —_-\ x\ - [4

ol 'on a posé |
: —
9’(.y)=g(y>——kf DR(}/A)g(t)dt.

1a solution de l’équation

(34)
Remarquons queé g (y) est

b
(35) G+ [ MG ds =80
Les relations (29), (30), (32) et (33) ctant vraies quels que

soient 7 et w, on peut faire N = .. Alors

P'(zy) = WP (2));

et, par suite,

B \ b |

(36) Dp()\)an()\)D\()\): DM()\)[[-Q-)\f f(S)g(S) dS]
_.)\!‘/a‘ f(t)[)”(st))g(s)dsdt,
2 (%) =M J«\) F(x)G(y)
2(5r)=on(32)+ 5

od F(z), G(y) sont données par les formules (31) et (34)

i’T(:L') est la solution de Péquation (28) et G(y) la solution de
équation (33). Ces formules ont été établies par M. Lalesco (')

par une voie toute différente.

Nous avons démo :
émontré a _
1‘é§quation ‘ la page 247 que tloute solution de¢
£13) : b
a

/

(l)rrr LA ‘s o ,
L1SCO, Sociéte roumaine des Scien '
ienves. Bulletin des Sciences mathe:

matiques pur /
pures et appliquées, n> 4-6, 1923 p. 18
) > P19,
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est solulion de I'équation

b
(15) so<w>+f P(5) (s} ds — o

ou P(z)) estle noyau (4).
Dans le cas du noyau (27) qui nous Intéresse en ce m
faisant dans toutes les formules (13), (13) h=np pour X, solutk
) o SO1

de l’équation
Dp()\) = o, - -

I'équation (13) esl

b
?.<w)+>~o@<w>f 8(5)o1(s)ds = o

Donc a un facteur prés la solution de 1'équation (13) est F (z).
Donc la fonction F(x) donnée par la formule (31) oi l'on
Jfait A\ = Ay est la solution de l’équation

4

R b ‘.
37y o(@)+ 2 [ (M) + f(2) ()] g(s)ds=o.

Nous aurions pu prendre au début M(zy) = f(z)§(y) dans
I'équation (4) et ainsi nous arrivons a la proposition : /a fonction
G (1) donnée par (34) oit on fait » =1, est solution de l'équa-
tion

b
B+ [ (M) 4S5 8 (s)ds =0,
1

lassocice de l'équation (37).
Ces propositions ont été égaleme
On peut étendre les résultats trouveés P

d’'un noyau

A N N
nt énoncées par M. Lalesco ( )
ar M Lalesco au cas

n
P(zy)=M(zy)+ Z/k(x)gk<}’)~
1

Il suffit de prendre dans ]a-formule (4)

n

N o (2) 2k(Y)
N(zy)= Y, Tel#) 87 |

o

(1) Tr. Lavwsco, Mémoire cité, p 20- (Aodt 1926.)

. - { [3 L 4
Bull. des Sciences math., 2* 3¢M®

e .
—y .

17
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ou Fi(x) est la solution de I’équation intégrale

b
(38) Fi(e) ) [ Ml@)F(s)ds = fe(@)
’ a

. . v 4 '
mais les expressions de D, (%), ains1 que de (f<y 7\> sont assez

compliquées. |
On démontre facilement en s’appuyant sur les propositions éta-

blies a la page 247 que I’équation
b
(39) o(2)+ 2 [ Plas)g(s)ds=o

a des solutions fonctions linéaires des fonctions F, (Z), Fo(x), ...,
In(z). F(2), ..., Fp(x) sont les solutions de 'équation (38),
ou l'on fait A=1,.

De méme I'équation-associée a I'équation (39) a des solutions
linéaires des fonctions G, (x), Ga(2)y «vvy Gu(x), celles-ci étant
les solutions de I’équaticn

b
Gk(:c)ﬁ—)\o‘/‘ M(sz)Gg(s)ds = gr(x) (k=1,2, ..., n).

a

——



