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Dans sa séance du 28 février 1goo, le Conseil de la Société
mathématique de France a décidé qu'a I'avenir tout Membre de la
Société, auleur d’un Llravail guelcongue inséré dans le Bulletin
el désirant en obtenir des Lirages a part, devra en faire la
demande en retournant 1’épreuve corrigée.

Si le nombre demandé ne dépasse pas cinguante, les frais du
tirage a part seront faits par la Société,

La Société mathématique met en venle (au Secrétariat de la Faculté des
Sciences) un certain nombre d’exemplaires des tomes de son Bulletin aux
prix suivants :

Années 1873 a 1905, Tables des tomes XX[ 4 XXX : 20 fr., 10 fr. en série
de vingt au moins;

Années 1‘511 1943, 1915, 1916, 1917, 1918, 1919, 1920, 1921, 1923 :
60 fr. par tome.

D'autre part, parmi les exemplaires que la Société tient en réserve, les
tomes des années 1906, 1907, 1908, 1909, 1910, 1912, 1914, 1922 sont
épuisés ou presque. Désirense de compléler quelques collections en vue
d’6changes avec d'aulres sociélés, la Société mathématique serail reconnais-
sante a ceux de ses membres qui, possédant des tomes ou des fascicules de

“8on Bulletin sans emploi, consentiraient 4 les lui céder
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SUR UN PROBLEME RELATIF AUX EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. D. V. Jongmsco.

Considérons I'équation aux dérivées partielles du second ordre
a caractéristiques réelles
2z iz

% =alx, y)s+ bz, ¥) —" g (-(1 _j/)

(1) =

3 @)

ct deux droites Ol et OJ représentées par les équations
Y=z et x =By,

respectivement. On suppose que o, 5 sont positifs et que Ol est,
des deux droites, la plus approchée de Oz de fagon que o soil
plus pelit que un.

Cela étanl, je me propose de montrer que I'équation (1) admet
une intégrale s’annulant a lorigine, el satisfaisant sur les droites Ol

et OJ aux conditions

3z )z
as(y) zu—+ ba(y) (ﬂ) -+ ¢ y) (;')/) = (s}

A est le point de coordonnées (z, az) de la droite OI, el B est le
point de coordonnées (), Jf) de la droite OJ ; a(#), . , ca(y)
sonl des fonctions données de 2 el de .

Différents problémes ont é1é posés relativement a I’équation (1)
par MM. E. Picard (') et E. Goursat (2). Je rappelle sculement le
probléme de M. Goursat qui consiste a déterminer I'intégrale de
I'équation (1) qui prend des valeurs données le long d¢ deux

(') E. Picanp, Journal de Mathématiques pures et appliguées, 18go, el Note I
du Tome 1V des Lecons sur la Théorie des Surfaces de G. Darhoux, 18¢6.
.(?) E. Goumsar, dAnnales de la Facullteé de Toulouse, 2° série, t. V, p. 4ob-
436 ; L. VI, p.vag-r44; 3¢ série, t. T, p. 129-143.
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courbes passant par le point O et situées dans I'angle 20y (). Le
présent travail esten quelque sorte une géncér -alisation du probléme
de M. Goursat.

Les résultats essentiels de ce travail onl

I’Académie des Sciences dans la séance du 4 avril 1927.

é1é communiqués a

[. — PROBLEME PRELIMINAIRE.

1. Considérons 'équation aux dérivées partielles

9z

(3) r)i,()_)f_f(a’ )

o f (2, y) est une fonction continue dans le rectangle (R) défini

par les inégalités
osxid, o<ysd,

Nous allons chercher U'intégrale de I'équation (3) nulle a 'ori-
gine, continue dans le rectangle (R), et qui satisfait sur les seg-
ments de droites de Ol et OJ compris dans (R) (?) aux condi-

tions (2) Nous supposons bi(x)z2oeley(y) =~ 0(?) (ce qul est
le cas général) et nous posons les conditions (2) sous la forme

‘ pla,zz) =aw(z) q(x,sz)+ a(z) z(z, 22) (P 2. z_j)‘
(4) ¢ ,
/ 0

‘ g(By,y)= Bx(y) p(By, ) +b(y)s(Br,)) (q = f)

Soit {(z, y) 'intégrale de 'équation (3) qui s’annule le long
des droites OI et OJ. Alors nous pouvons écrire I'intégrale géné-
rale de I'équation (3) sous la forme
(3) s(2,y) = Uz y) +2(2) +¥(¥),
et comme 3(x, y) s'annule a l'origine, nous pouvons supposer

que ¢(0) = d(0) = 0.

() Relativemenl a ee probléme, voir aussi D. V. Joxrsco, Sur une classe

d'équations fonctionnelles ( Thése) (Annales de lcz Faculté de Toulouse, 1927,
(hapitre 1V ).

(?) Pour fixer les idées, supposons que le point de coordonnées (d,d") se
trouve entre les droites OI et OJ.

(*) Nous aurons & revenir sur les cas ot b, (2)=o0 ou & (x) =¢,()) = o.
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v

Les dérivées partielles du pl‘ﬁ‘mifﬂ‘ ordre de g (&, ) sont

ot

p(‘r:.}f) =it ?,("E)!
(6) du
' at

g(a,y)= 7 + ()

: ¥ : . . :
Remarquons que {(z, y) s’annulant sur les droites représentees

par les équations yy = oz et x = ), on a

d_t) (% L (0% o
("”‘ +d(@>x:x s [’(Tr)f'—ﬁJ-J’(c?}).r:ﬁs-_O’
o y=¥ y=y

=
= . J'=1.\'
de sorte qu’en posant

/d (2
() ) =ren (), =0
s y=oux Wiy
on aura
(g_)  Ma) o Y,
e
yi=n vy

Il résulte alors que

s(zaw)= ol@) +¥(ez),  s(Bry)= B+

_ e
P

plmar)= Ma)+o' (@),  PRy,y)= + 9By,

p‘ (37) 1 - 7
g(m 0z)=— —2 ¥ (azx), gBr,y)= wlr)+¥0)
et en écrivant que les conditions (4 ) sont vérifiées, nous avons pour
déterminer les fonctions o(z) et 4 () les équations fonctionnelles

(8) o' (2) = aw(x) ¥ (az) +a(z)[¢(2) + Y(az)] — [1+ w(z)]A(2),
Y(y) = Br(y) ¢ (By) + o) [e(By)+ ()] —[1+ 7 ()] r(5)

Nous allons transformer ces équations et les mettre sous une
forme plus commode.

Multiplions les deux membres de la premiére des équations (8)
par dz et intégrons de o A z; de méme, multiplions les denx
membres de la seconde équation (8) par dy et intégrons de oay.



— 168 —
En tenant compte de ce que o(0) = ¢(0) =0, ona

o(x) —/v @ ($) 9 ($)ds = w(x)bizz)+ / [ () — w'($)] Y(zs) ds
o

“0

e /”.[I + w(s)] k(s)ds = v, (=),
o

Vo) — [ 00R 0 d =m0 5@+ [ 0= = (O] s(0) de

— [ w1 p(0) de = 4 ().

4

Si ’on forme ensuite les combinaisons

x ot ‘-"” \F)da
?1(E)+f a(s)e 91(s) ds,
e

Ll
f h(t)dt

‘%’J(J")‘*‘[‘-b(")"h' Y (1) dt,

on lrouve le systéme

- - f'rmc}..'o-
qz(z‘):tu(m)@(aaj—i—f a(;z:,s)'.!z(a..y)r[s—f [1+w(s)]e ¢ A(s)dls,
v 0

(9) -
biT)ds

W= )20+ [ b sgdi— [ i@l pr,

qui est équivalent au systéme (8). On a posé

a
J a7 da

(10) a(m,s)=|a(s)w(s)+ a(s)— o' (s)e :
] f“'b 2yt

bt y) = [b(2) m(t) + b(t) — w(1)] '

Si I'on élimine la fonction Y (2) entre les équations (9), on
obtient, pour la fonction ¢ (), Péquation fonclionnelle

(0 @) =P s+ [ Al 030 di+ Ule)
avec :

(12) P(o)=w(w)n(az), 1—ap,

(13) U() :j:'u,\l(;r, £) M) dt +ju”":fxg(x,a)p(m)m
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et

A (z,5)= ww ()b (at,0z) -+ a(z, f)ﬂ(fxﬂ}+af

t
f a(o)da
¢

() 4 Ay, )= —[1+a()] e .

fa'ct; (T)dv = “ (t)dt
Ag($,f)lz—a[[+ﬁ(5t£)] w(x)e’ —f a(x,s)e’ « ds |-
14

a(z,s)b(2t,28)ds,

De méme si I'on élimine la fonction ¢ () entre les équations (9g),
on obtient, pour la fonction & (y), I'équation fonctionnelle

(15) 4 = Q¥ + [ “Blo,y) $lrs) ds +V(p)
avec 7
(16) Q(y)==(y)e(pr)

() V(y) :f' n,(s,y);;(s)ds+f' By (s, ) M(Bs) ds,

B(s, ¥), Bi(s, ¥) et By(s, ) sont données par des formules ana-
logues aux formules (14).

Ainsi nous avons ramené la question posée au débat du n° 1, a
la résolution des équations fonctionnelles (11) et (15).

2L Oll su P')US_BI“{[ que 1)011 r

(18) 0lzSad et osy<Bd,

les fonctions @ (z), o (2), b(y), =(y) sont continues, les fone-
tions w () et m(y) ayant aussi des dérivées continues. Dans ces

conditions, les fonctions a(z, s), b(¢, y) ainsi que les fonclions
Az, t); Az, 0), Aw(#,2),
o Bs,y) Bi(s y) Bals,y)

sont toutes continues dans le rectangle (R).
Remarquons encore que, d'aprés les formules (10), les fonctions

da(z.t)  db{s. y)
de Jdy
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sont continues et par suite les fonclions

gd.&(:f:,.\:)“ A (2, 1) dAs(@it)
'——1 —_—y e e

a5 ox d.a dz
20 0
( OB(s, y) OBi(s,3)  9Ba(s, )
7 ey o &

sont également continues dans le rectangle (R).
Nous désignerons par M un nombre supérieur aux valeurs abso-

lues des fonctions (19) et (20), dans le rectangle (R).
Des formules (13) et (17) nous déduisons que
UGy <M [ HAGI+pGo b

(o) _
1\f(y>|<1\1f' o) - [ MEs) || ds.
0

Si nous dérivons par rapport a z et a y les formules (13) et (17),
nous avons
U'(a) = Ay (@, 2) M(z) + As(z, ) u(ax)

; b G e ) % 9Ay (2, 1)
Jﬁ[ dx h(epat +_[ = pfat) de,

et par suile

()| <M {2 (@) |+ e [0 (M) + (0| at,
(22) 1 .
' s g 7
VO <M1+ DB+ M @120 .

P ; oy :
D’aatre part, nous supposons que dans les intervalles (18) on a

[o(z)] < e®?, m(y)| << emy
et que i
= ()
n(y)

w'(x)
w(.x)

mece el

< Wy,

Alors, d’aprés les formules (12) et (16), on aura

| Pila)| = ngr | Q(J") | <¢39}',
" 13'(J:) I Q'(.]")

—_— Q,
Py | = Q)

<o

Q A - > : y
élant le plus grand des nombres o, 4am, ct 7, + fo,.
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3. Supposons que dans le rectangle (R) la fonction J(zy) soir
continue et sott K un nombre supéricur a sa valeur absolue dans
ce rectangle. Nous avons montré (') que dans la région du rec-
tangle (B) compuse entre les droites représentées par les équa-

lions on a
| 1@< rElay,
(23) : ‘
' ‘ ﬂ < Py iﬁ F
dw | ST f]_); SR
de sorte que [voir les formules (7)]
| M=) < Faz, |u(y)|<Fpy.

Alors les formules (21) donnent

4 e sl
[U(2)| <MF [ (a-+a)ede=MFaii-+3)Z
v

(24) '
|V(_)’)|<Ml“f B+ al)sds = MF3(1+ a)‘y
0

De méme, les formules (22) donnent

| U'(z) | < MFa(1—+ [5_)2.'([+

-
1),

“|Lﬁ R

| V()| < MEB(1+a) g ([
et I'on déduit que pour z<d et < d' on a

| U'(&) | < MT a(1+ B) (l—l»- ?)‘3"?
(2] d'
VG <2 “Ff‘(lwwt)( 4>J’~

4. Faisons une autre hypothése sur f(z, ) qui nous servira
dans la suite. Supposons que dans le rectangle (R), la fonc-
tion f (2, y), tout en restant continue, vérifie 'inégalité

Y

.;"(1:;y1.<ll('”%: (p22).

(*) D. V. Joxesco, Mémoire cité, Chap. IV, formules (13).




=0 —

Dans ce cas Nous avons montré (') que

(.:.' Ly )l
Y

1+ :

L)l <H - (p+2)

. Dis (1+ ) a+a) (@+ )
(26) - ( <l s R
4 (1) (1 B) (2= PP
{ AR = D

de sorte que les formules (7) donneront

M@ <B—"rm — B!

(L) (=B pr!

(.}f)t<”~ Ir.r.u'k‘.’ (P+|)|.

D’aprés les formules (21), on a

2) | < HN
[ U(z) | < HM l—rf’““ j" e
Mais

1 G I
(1 a2 - ar (1 Byt =(1Ha)P it ;(:f. +ot[3).“+1<(1—1—a) (1 o)r+2

car
afi = ¢ <1

; 0 [ I
Alors, si n désigne le plus crand des nombres 1+ - et 1+ 8’
on a
1+y [(+az]
— (pta)

r | 1 L i l(l : fj)_]’ ]'“ =2
Viy MHn ;
? QA= izl_‘|,/,.2 p+2)!

g (Uca) | ~ Ml »n ;
(27)

De méme, les formules (22) donnent

U < MU ———A_ _[(1 o)t 4 ar (1 B2 il
s P i e ](1)+l}!
1+v  [(1+a)a ]
— ypt2 (p + o)l f

— MII -

Mais
(L)t ap (1 f)rtt < (1-+o)r (s o+ B),

(') D. V. JonEsCO, Wemoire cité, Ghap, IV, formules (18) et (19).
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de sorte que si n' désigne le plus grand des noml

14 o
2o+ B+ n d, 2 4o+

on a pour < d et < d'

e lG
L—iypta? :

f \rv(J,) ] '< MH ' 1 . [([

| U'(a) | << MH n'
{(28)

B+ n

o) ]/n—Fl 5

(p -+l
+ )yl

l_-\{p-+‘.' (P+I]l

II. — ErunE p'uNE EQUATION FONCTIONNELLE.

5. Nous avons vu plus haut que pour résoudre notre probléme,

nous sommes conduits a I'équation fonctionnelle [équations (11)

ot (1))

{29) ¢(w) = "(-r)?(‘{w)Jrf A, t)e
. 9

(y0)dt+U(x),

en faisant sur P(a), A(xz, (), U(z) les hypothéses suivantes : -

I <k
2° Alw.t)] et AL, ¥) | < M:
dx
2y G P'(z ;
3 | P(x)]| < %, 1;?;;% < Q, | P(o)| < 1}
ey S0k = , Y
g Ut =S o IV <8 Ufer=e.

Dans ces conditions, nous allons démontrer que I'équation (29) a
une solution continue, admetiant une dérivée continue dansl'inter-
valle (0, d) ou (0,d") ou les hypothéses précédentes sont valables.

L’équation fonc! ionnelle (29), 4 un changement de notation prés,
est identique & une équation fonctionnelle rencontrée par
M. I. Picard a loccasion du probléme de M. E. Goursat relative-
ment a I'équation (1). Le théoréme d’existence de la solution de

celte équation a éLé démontré par M. E. Picard dans les Comptes

rendus de U Académie des Sciences (V).

(') Tume 144, 1907. p. 1009.

LY.
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Nous allons l'eprcmlrc trés bricvemenl ce théoréme en lur ajou-
tant un complément relatifa 'existence de la dérivée de la solution
el en établissant cértaines inégali!.és que nous emploierons dans la

suite.

6. Commengons par résoudre I'éguation fonctionnelle

(30) o(2)— P (@) plya) = S ()
en supp()SmlL (lu(!

@ <BI 1)< e (-0}
Si 'on pose
@ ' wia)=Pz)P(ye). . P(yi=-1a) f(y2),

la solution de I'équation (30) est (')

olw) = Zui(r)

La série du second membre est convergente, En ellet, il suffit de

voir que
gJ-" Q;Ua

lw;(x)| < H €I—TYHP“I-J-;§ .

O Qa

Dong, si | est le plus grand des nombres e' =7, ¢!~

-2

y O aura

HI  ap

T 3
1 y el

(32) felx) | <

Démontrons maintenant que o(z) a une dérivée conlinue. Pour
cela prenons la dérivée logarithmique des deux membres de la [or-

mule (31). On a

e ) LG

Bltyists) i ()
wi(z) P(xz) Plywx) i

1’(‘{I_l-l‘) I f[‘T':"’w »

—t_arf—1
I

d’on

1 it o 2 i . . Tt il ;
w (@) il H' ] — v
iy il Y,

! ()
L) (. —r1)l

(') E. PrcArp, Note citée, n° 3.



et par suile la sépie

est absolument et uniformément convergente.
En plus on a

ey Q I H'I ap—t
Sl [l et e e e
If(”'<l_7'—4‘f¥" THR el g

Q d 0
S ona

et st " est le plus grand des nombres

= g e

I~ : H 4 H " aiet
(33) l?'ld-')lf-((— +Hd )l a

— Ak (p—nt

7. Cela élant, revenons a I'équation (29) el en introduisant un
paramétre X, on peut U'écrire sous la forme
o

o(x)— P(x)s(vz) = ) Al t)e(vi)dt+ U(x).
T ( ] ¥ N ) ) A |

Nous allons résoudre cette équation, d’aprés M, E. Picard, par
la méthode des approximations successives, en cherchanta y satis-
faire formellement par le développement

ele)=so(@) +roi(w) ... g, (a)—+. ...
Les [onctions 9;(z) sont délerminées de proche en proche par les
équations :
wo(x)—P(2) go(yz) = U(x),
9i(2)— P(z)oi(ye) :f.'." (2 ) i (YO dt = gy()
0
=T,

= e e
Nous allons montrer la convergence uniforme des séries

(34) Bhigu(@), Thigh(z).

Les formules (32) et (33) donnent

. 'Sl a
oo ()] < F— H_!’
() (S! =8 et

[9ole)| <

1 — (IJ.—I)!.
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Evaluons mamtenanl les valeurs absolues de 2 (z) et de g, (@)

On a d’abord

o DR Sl 20
|g1("')‘i < g f (P.—k!ﬂ
el ensuile de la formule

: T IA (2, ! : ,
g’;(-'r‘):A(w,-‘ﬂ)%(‘:w%”f et (,,j,.‘ Yooy 01 dt,
) o

on déduit
' : ] F R i
‘g.’(x){/‘_\mlﬁ———]_w_ﬁ I -t ll_f-*i ’

'

5 d I
de sorte que si dy esl le plus grand des nombres 1+ z et 1+ 5>

on a
Lk

5 A @
o ) \ .
Wall{_;,)[<.\lb[d,]__{p‘ l‘-'-

D’aprés les formules (32) et (33), il résulte alors que

I el

\l}.
. . = SZ___(—— e
g1 ()| < MSP o= T pn

| ¢ (@)| < MSE qrs Wad oh

=L
1— " T — il !

et ainsi de suite. En généra], on démontre que

- s UAE—1 L
& | o (@) ] < SN[+t e A < - ——j:i—l—q
(36 LAY — .i,p. = -l.p.+.|~| § e -{11.4-1 (e + i)
) s
L o qpti=t  d+ el P!
w S) sy R R S e 8 e
)\i‘i’e(i)t< 141 = p—— 1—‘;%"‘*“1—!—5—1)1’

el par suite les séries (34) sont convergentes, quel que soit . On
voit facilement ¢ue pour ) ——1 cos séries représentent la solution
de l’équation (20) et sa premicére dérivée.

On démontre aussi sans peine que la solution trouvée est unique.
Pour le principe de la démonstration, je rappelle gu'il est esquisse
dans la Note de M. E. Picard.

Remarquons que 7 élant moindre que 1'unité,

Ul 2

o R 2
e Tp.+1 i a{g e -.lry.+i 1 — (>0

cl que !
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de sorte que les formules (36) peavent encore s'écrire

N e T ghe 1 Yl A , .
@ <s 2 3<Mn_mJ (i=0,1, ...,
. o @'+ d  ap—t 7'3.}; £
: o] CoR ol e L e Y e
|o.(2)| < SI = G =3 ;‘!("'.MT-—') (t=1,0 )

Il vésulte alors que pour les fonctions

pl@)=20:i(2), ¢'(2)=Sel(a),

on aura les inégalilés

SU_gn M1,
I— oyl ol :

' I @l = | ML 1
OIS = s s [ @ ap (a5 ]

9 (2)| <

Sil'on désigne par J le plus grand des nombres

MI 2 MI 72

=l at
A

et par K le plus grand desnombres

MI e

( E ﬂf i’
d'+ (d'+d,) \e —1), d"—I—((f"—?—d;)(e'_T1 —~I):
on a finalement
i PR | S
; s[?('r)lﬁ:ﬁa)
7) t e
( (8" KS)I  ap—

L—yt (w—1)!

(196 <

Ce sonl ces inégalités que nous allons employer dans la suite,
D’aprés le choix que nous avons fait des constantes LILK, .. .
ces inégalités sont applicables a Péquation (11) aussi bien qu’a
I'équation (15).

8. Revenons mainlenant tout au début de ce Lravail el cherchons
des limites supérieures pour les valeurs abhsolues de Pintégrale de
I'équation aux dérivées partielles (3) qui satisfait aux conditions
dun® 1, et de ses dérivées partielles du premier ordre,

En supposant que f (2, y) satisfait aux conditions du n° 3, pour
avoir des Limites supérienres des fonclions o(x) et $(y) qui
ligurent dans les formules (5) et (6), il suffit, d’aprés les for-
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mules (24) et (25) de faive dans Jes formules (37)
S=MFa(r+3), 8= MFa(r+ §) (I + (,j) ¢ (=)
pour la fonetion o(2) et de faire dans les mémes formules
S = MFA(r+ a), S'=MF3 U+1)(1*‘§‘H) (=2}

pour la fonction ¢ (y). On trouve donce :

i ))ll a2

_;2 ,I
i

lo(2)]| < MFZ

3 ( 1] y2
| ¢ J,}|<\|FF'_‘_*“:Z_JT’

s {z)\<\1r°‘———(‘+ ”( +§z+1.-)u,,

|¥(2)] < |\11"L(]'fi"( i_A)

de sorte que si I'on tient compte des formules (23), on a, pour les
fonctions (5) et (6), des imégalités qu'on peut metire sous la
forme

(=)

= z

.'Jll’l

= Lifz-t)

)_

(38) S
/ < L{z+)),

L étant un nombre convenablement choisi. Ces inégalités sont
valables dans la partie du rectangle R, comprise entre les deux
droites représentées par les équations y = oz et 2 = .

9. Dans le cas on la fonction f (&, y) satisfait, dans le rec-
tangle (R), a l'inégalité

; & { W
[.it-q»')#<u‘x—;’i )

POHI‘ avoir des limites supérieures des fonctions g(x) et L(y) qui
ligurent dans les formules (5) et (6) ainsi que de leurs dérivées du

(') Voir ne 4.
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premier ordre, il suffit d'aprés les formules (27) et (28) de faire
dans les formules (37)

I+ oy

008 - , & o
S = MHn#» mu )P, S’ = \Mlln r—:ﬁ(l+ o )Pt

A== B=p-+2,
pour la fonetion o (x) et

- \
& W

(14 Byrtey §'= MHan' —
I

S Nln— Lk
— -|—,'l+2

e (L= )+t

k== P oot 2
pour la fonction ¢(5). On trouve

lo(2)| < MHIjp 1T  [U-t+a)a]r
=TS (p—+a2)!

¥

s MHTS o o0 [ a2
W< MY s - e

1+ [(1 - o) |+t
— R (p )]

L stri Ity [+ Py
[ () | < MHI[ 0+ Jen (14 ) ey Sy sy

>

| ¢'(a)| << MHI [n'+ Im(rf'a)]”

Alors si l'on tient compte des formules (26), on aura pour les

. dz dz ) ; o o
fonctions = (., ) Fpe) :7; données par les formules (5) et (G)

i LN I E-l S [(l+a).z]f""‘2+[(|+’i)‘y]l"""
|z @@, )<< (—-—“p—%—'l)! ——Ii_:th ) (@—y )Ml / s ; ‘:
03 H ESia ¥ MI[r'+kn(1+a))
_— _— L o) VI L, o st e Bkt b B ¥
dz | = (il i—yee | U HA@ )P [— y/te [ +Q)J]I+JZ"
1 ds I sl : MI[n'+kn(i-+B)],/
| N AV 14 8 e ] il SO Sl g o Sy e+2l.
dy |~ (p1)l 1—+2 ? (r+ Q) t-y)rtr L — Pt [Cra=pLr s

Mais le point (@, ) étant situé entre les droites représenlées par
les équations ) = ax et & — By, ona
g = ), By <a,
de sorte que
(1+a)e <zt y, (1+By<z—+ y.
Alors, si 'on désigne par D le plus grand des nombres

M1 n

w2

=
MI[7' + krn (1 -+ a)] o, MI[w + kn(r+ 3]
Lol == ’ 1= @+ 2 ?

1— 72

2
I |
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on aura
il S

.[ s(zy)| < HD [— gt (p—+ ‘“!7,
t)Z.' [j._], l’-’l-‘%—;]"\"”‘trl
(39) ’ e | < HD =t (p+1)!
dz ik ot (J’- __,__J,- ),u-q—i
Iﬁ.}‘ <HDI_——W (‘[)ﬂ—l)! /

. . . y iy v
Ces inégalilés sont fondamentales pour la suite. Je rappelle qu clles
ne sont valables que dans la partie du recltangle (1) comprise
entre les droites représentées par les équations y = oz etz =Py

III. — LE CAS GENERAL.

10. Revenons maintenant a Pobjet de ce travail et démontrons
I'existence de lintégrale de I'équation (1) qui satisfait, relative-
ment aux droiles représenlées par les équations ) = 22 eLx = By,
aux conditions (4) et qui s'annule au point O. En introduisant un
parameétre 4, nous pouvons écrive I'équalion (1) sous la forme

2 =

F: dsz dz
( R z, 315+ bz, )= z, ) ) — |+ fl=, r

(fo) 3 9 ’ _an v, )5+ 0(x, ) )d&. +el(x, ) )421'] fla, 00,

et cherchons, comme l'a indiqué plusieurs fois M. E. Picard, a
satisfaire formellement a Péquation (40) et aux conditions ini-
tiales (4) par le développement

G zlz )= gpl@, 3) + ha(@, y) e A= Mz y)+. ..

Les fonctions zo(x, )'), « .., 3u(&,)), «.. sont déterminées de
proche en proche par les équations

iy
;.);- e i)

d? z; g g dsr d3_

dxd_;r = a(z, y)aa+ bz, y)—— + cr‘-u,g‘l—# = g2, y)

(=0 b
el par les conditions
pilw,ze)=ow(x) g e, 2ax)+alx)s(r )
qi( By ) =B ) pe(Byy )+ 60y ) 2By, »)
Z,‘I‘_ll, 0) =)

= e
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Nous voyons que pour chaque fonction 3;(z, y) nous avons a
résoudre un probléme que, nous avons traité dans les deux
premiéres parties de ce travail.

Il nous reste a démontrer la convergence absolue el uniforme
des séries

(42) v EAR g, l:,r_ 0o B Sy

Or ceci esl aisé grice aux inégalités (38) et (3g) que nous avons
établies précédemment. Ces inégalités n'élant vraies que dans la
portion du rectangle (R) comprise entre les droites représentées
par les équations ) = 2.z et = By, nous supposons que le point
de coordonnées (2, ) se trouve dans cetle région.

Nous supposons que dans le rectangle (R) la fonction f(xz, y)
esl continue ainsi que les fonctions a(x, y), b{z, 1), e(x, y).
Soit N un nombre supérieur aux valeurs absolues de «, b, ¢ dans
le rectangle (R).

D’aprés les résultats du n° 8, la fonction z,(z)) el ses dérivées

particlles du premier ordre satisfont aux inégalilés (38)

= (@-+y)

| zo(y )| < L- ZT‘J )
dz 3 7 3
— | <Lle+y), 30 < L(z+y)

Evaluons maintenant la valeur absolue de g (2, »). On a

| gy, )| <NL(z -+ ) (2 s +} J) ;

Alors si nous posons

” d o
B=24+—>

on aura, pour x Sd, yd,
| g1, )| < NL&(x + ).

Alors pour la fonction =, (i, y) et ses dérivées partielles du
premier ordre, on aura les inégalités (39) ou 'on remplacera 11
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par NLd et p par 1, ¢esl-a-dire

( (= ‘y )3
3y (e, )| < I\lla-——;*—;}.—!—"'
d3, Srty {wey)

}ﬂ <L\UU:-?§ ool

= B P4y R
‘—)—-—Il‘ <:L\|Jri-—~——~l;('—dl—'—y—'
dy 11— 2!
Ensuite, on aura _
eI (@S
{5’2(.‘B_}’)|< ])Dl\i'-oﬁ:-_—“{ 47'—:

et les mémes formules (39) donneront :

(1+7)? (&—+ 1)t
39 LR Nrge—— e e re =

| 32(e, )| < (1—7®)(1—7") i’
dzy e (1 v)? (&—+ )P

)2 N2 52 i
e < LD2N23 == 3 ’
J3s (14 )2 (z+ )

] LD2N2 3o {
dy kLN (1— 91— %) 3! ’

et ainsi de suite.

La convergence absolue et uniforme des séries (42) est démon-
trée quel que soitA. Pour A =1, ces séries représentent la solution
et les dérivées partielles du premier ordre de cette solution, du pro-
bléme que nous nous sommes posé.

Cette solution est valable dans toute la région du rectangle (R)
comprise entre les droites représentées par les équations y = ez
eLz=Py.

11. La solution donnée par la formule (41) (ot I'on fera h = 1)
est unique. La démonstration se fait suivant la méthode clas-
sique('). Les éléments nécessaires pour faire cette démonstration
se trouvent dans les deux premiéres parties de ce travail.

J'ajoute encore que l'intégrale précédente peut étre prolongée
dans le reste du rectangle (R), en résolvant par rapport a chacun
des segments de dro:tes_y_au: el @ = [y, compns dans (R), un
probléme de Cauchy. En effet, il sufﬁt de voir que P'intégrale pré-

dz
cédente donne les valeurs de z, - et P “ le long des droites y = o2

et x =Py.

(') Voir i ce sujet les Mémoives déja eités de MM. E. Picard et E, Goursat.




