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1. Définition dela fonction F(zy, 2,,... 2, ). La fonction réelle F{z, 22
de » variables réelles 2, 2y,... 2, est déterminée de la fagon suivante:
1. Elle est définic dans le domaine

D) 220, 2 22,0,... 2>, 0

et est positive dans (D).
2. Elle est nulle 3 l'origine:

Cette hypothése n’est nullement essentielle mais elle est commode et
ne restreint aucunement la géneralité du probleme.

3. Elles est convexe dans (D).

4. Elle est croissante dans (D)1).

Il résulte que la fonction est continue dans (D) et que si une variable
% tend vers linfini F tend également vers linfini,

2. Définition et umicité du polynome minimisani. Nous considérons
maintenant # points distincts de l'axe réel:

¥ sy e B4

et tous les polynomes de degré & < # dont le coefficient de la plus haute
puissance de x est égal 4 1:

Pix) = 2, - ..

) Clest-d-dive que ('3, &), {5y, £ 0. 57y ) étant deux points du domaine
(D) nous avons:
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I'égalité n'etant possible que si 2’y 3" 7 — 1, 2,... #. Dans le cas contraire
‘la fonction est non-comecave respectivement non-décroissante.
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Soit Iexpression: !
F(P())=F (|Plx) [, [P () [,... [Plx)])

nous avons alors la propriété suivante,

Iy a un el un sewl polynome de degré k <2 n pour lequel I'expression
F(P(x)) atteint son minimum. Cest le polynome P, (x).

Te minimum trouvé est nul si & = #, mais non nul et par conséquent
positif sl & =< #n.

Les racines de 1'équation:

(1) P,(¥) =0

-'—-*'-——..._{._'

jouissent de propriétés intéressantes. Nous trouvons en effet que:

1. Toutes les racines de 1'équation (1) sont réelles et comprises dans
Iintervalle fermé (x;, x,). _ :

2, Dans un intervalle owweri (@, f) intérieur & (%, x,) et qui con-
tient ¢ points %; il ¥ a au plus ¢ -~ T racines,

3. Toute racine qui ne coincide pas avec un point x; est simple.

4. Les points x;, %, peuvent éventuellement étre racines, mais seu-
lement simples, les points x,, X,,... %, peuvent étre des racines multi-
ples mais l'ordre de multiplicité ne peut pas dépasser z.

Si la fonction F admet une dérivée partielle continue par rapport
4 7; et qui s'annule pour 2 = o0 le point x; ne peut étre une racine si
¢t =I,#, et ne peut étre qu'une racine simple si 7 =2, 3,... n —1I.

3. Un cas particulier imporiant. Supposons que la fonction I admette
des dérivées partielles secondes continties dans tout le domaine (D). II
résulte que les dérivées partielles du premier ordre sont toutes positives
on nulles, mais elles ne peuvent pas s’annuler toutes 4 Ta fois que 4 .1'o-
rigine, Pour les dérivées secondes il résulte que la forme quadratique:
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est définie et positive. On démontre maintenant la propriété suivante:
Le polynome wminimisant Py (x) salisjait aux équations.

P, [ x 'a _
(2) > & j‘(x'—)—| = i s~0, I, 2. k—1 '
— 1 }—ﬁ (X'I-) b,’:’,} ; .‘I
les dévivées particlles élant prises au poini
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11 résulte que Qp -, (x) étant vn polynome arbitraire de degré kb — 1,
ol a; .
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qui est une sorte de propriété d'orthogonalité.

Le polynome P (x) est le seul polynome de degré k vérifiant les équa-
tions (2).

4. Propriétés analogues & la quadrature mécanique. Soit un polynome
G (%) de degré 2z k£ — 1 au plus. Solent a, ay,... a; les racines de I'¢-
quation (1). Nous avons la formule:
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Cette formule est vrale si: _
1. Le polynome P; ne s'annule en aucun point x; ;
2, Iin-tout point x; ot P, s’annule on a

. OF :
(4) = 0 pour % — 0.

En effet dans ce cas ces points sont exclus de la formule (3).
3. Fn tout point x; ot P, s'annule on a en dehors de (4).

o 1 OF ! ' . .
fim — o == A= bhotné (nécessairement = 0)

i =¥ 0 “i

iy

Dans ce cas la formule garde un sens précis. s
Les nombres 4, sont positifs indépendants de G (#); on peut écrire:
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Dans le cas oit les conditions précédentes ne sont pas vérifiées, la for-
mule {3) ou bicn n'est plus vraie pour G(x) arbitraire, ou bien perd sa
simplicité, les dérivées de G(x) s'introduisant.
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5. Polynomes de Tchebyscheff-Jackson sur n Points. On démontre
facilement quil v a un et un seul polynome de degré k

I(xy—58 4 ..
tel que
o Max (&, | (x) |, 4, | £y (%) | ,uen 2 | T (%) ) ) soit le plus petit
possible,
Prenons:

Soit Py 4 le polynome minimisant de cette expression,
On démontre facilement que:

Le polynome Py, ,, tend uniformément vers IT, pour m —= oo
Il résulte encore que:

e Wi w0
B VF(P&:: W mJ — 0y

ol: or = Max (4,

My (30), A [ Ly (%) | o | L (2,) ))

Paris, le 20 Juin 1929,

1) Max (a3, a%... ay) signifie la plus grande quantité ai.



