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72 N. CLORÃ.NESCU

peirctant la défor,mation sur l. Mais alors ð1G(øi B)=0 donc on a:
("I ' òG¡(ø; n¡= -Æffi7L an'.
i. .

On peut alors, en tenant co:npte de ce qu'on a dit r.elativement
à la régularité et aux relations dos échanges des arguments, à I'aide
des formules (6) déduire que ðG,i(A ; B) satisfait aux relations :

ôG¡ (A; B) : - *\"1,
dGrlA;M) rJGr(M;B) dGr(A; I\{) .lG2(lvl: B) REIUARQUE SI]R LES POLYNOMES DE MEILLEURE

APPROXIMATION
par

Tiberiu Popoviciu
Elève à I'Ecole Normale supérieure, Paris.
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Reçue le 21 février 1930.

) + õn d,oyt l. Nous considérons la classe (b) des fonetions déflnies et con-
.úinues dans I'intervalle fìni et fermé (ø,b);(a1b). Des propriétés de
"ces fonctions rappelons-nous qu'elles peuvent s'annuler on un nombre
fini ou infìni de points, mais l'ensemble de ces points forme toujours
un nombre fini d'intervalles pouvant d'ailleurs se réduire à un point.

Soit maintenant un système de n*l fonctions de la classe (ó)

'(1) f,,fr,...,fn
linéairement indépendantes, c'est-à-dire qu'une égalité telle que

(2) P:ro fo* t, fi*. . .l cn f,:0
co¡ctr...¡cn étant des constantes, ne peut avoir lieu partout dans

'(ø''b) que si 
n^-n.-._.-. -rìCO:Ct-' . ':en:V .

dn i d,n d,n

et des relations analogues pour les autres systèmes mono-adjoints. ,

, Dans la Note des C. R. j'ai donné les,l relations correspondantes
au système (A).

Remarquons'que le système (1) peut n'être pas linéairoment indépen:
"dantdans un intervalle (ø, F) intérieur à (ø,,b) [tet que la,-u¡ ¡ lp-ó l+01.

Toute expression linéaire et homogène telle que (2) sera appelée
'um polynome du système (1,¡. A tout polynome P nous pouvons faire
"correspodre un point M de coordonnéos c¡¡ctr.,,2cn dans I'espaco
.ordinaire à, nlL dimensions. Nous a$pelons le point M, l,,,image da
polynome P correspondant.

Le fait que les fonctions (1) sont linéairement indépendantes peut

' s'oxprimer de la façon suivante :

Il, E a cottesponrlønce bi,uniuoqwe entre les pol,ynornes P et l,ewrs
'i,møges M.
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Pour les points où P s'annule nous faisons les conventions sui-
vantes: (r)

10, Nous appelons zéro simpl,e un point intérieur à I'intervalle (ø, ô),

où P s'annule en changeant de signe, ou bien un point extrémité (a o:un

b) où P s'annule.
20. Nous appellons zé,ro d,ouble et nous le comptons pour deux

zéros simples, un point intérieur où P s'annule sans changer de signe.
Un système (1) est un système de TcgnsvscHn¡r' ou système (T)'

si un polynome qu,eleonque P ne ,peut øuo,ir plus de m zëros. ll résulte
que pour qu'un système ne soit pas un système (T) il faut et il suffit
qu'il y ait au moins un polynome ayant au nroins n*L zéros.

Par exemple, le système

lrfrrQ2r"')'ln
est un système (T) dans tout intervalle fini. Au contraire le systèmo

1, sinø ,cosfr,..., sin mu, cosnfr

nlest pasr un système (T) dans tout intervalle (0 , 2 æ), mais il en est.
un, dans u intervallo de tro.ngueur plus petite, quo 2 æ. )

2. Nous allons dérnQntr.er la propriété auxiliajre s.uivante ! ;

&t (1) n'est pøs wn système (T) on peut lrontuer mll points d,is-

ti,ncts ßt , Øz t. . . ¡ frn*r complétement intérieurs à, (a , b) tels 4.tc le dé-.

terrn'i,nant

NDMARQUE SUN ¿ES POLYNOMES 7F;

ces points. Enfln:
30. Les extrémités où p s'annule

, : fr,rlrr,,zr,,.rfr,t¡ (i:OrIrZ)

On a par hypothèse:
miZk*i>- n*L

Supposons que:

,, rn*h1n*L
donc à fortiori

h 1n*L
. Supposons d'abord que

et considérons le tableau , 
r tn

" fn(æ"'¡

¡ (*",) 
'f,'(*i'ù' 

.' . i i, r'.' ,r
qui contient au moins autant de colonnes que de ligrìes. , :

si dans le tableau (7) tous les déterminants formes par kld co-
lbnnes quelconques sont nuls, la propriété cherchée en résulte. Mais,
supposons qu'il y ait un déterminant non nul, par exemple:

fo(x'r) fi(x't) ... f*¡t(x')
fo@'r) ft(x'z) , .. f*+t(x'z)'

(*'t)

@'z)

@'u)fn
(7) fo(*'u) fi(æ'ù

I'o@") ft(*")

¡o@t)
fr(*r)

fi @) fn(nt)
ft (nr) f" (*r)

(3)

fo@o+t) ft(r"+t) '.. fr(ønat)
soit nul,.

En effet, il existe un polynome ayant au moins n*L z&os, Si un
tel polynomo s'annule en au moins m{l points distincts dont aucun'.
no eoiniide avec une extrérnité, la propriété est évidente.

. tro. 0u bien. P s'annule en changeant de signe; soient

(4) frt,t¡..,.¡t¡n
ees points.

20. Ou bien P s'annule en ne cìrangeant pas de signe; soient

(5) û', ,*'r, . .., frtk

(r) S. Bnnxsrnrn nleçons sur les propriétés ertrémales ,. . eta,u p. 1. ; J. Wj
You*o ,General theory of approximation by fonctions involving a given nombre of:
a.rbitrary parameters' Transactions of the Amer. Math. Soc. I (1907)r p. 381. ì

+0
fo(xi'). fi(x" ) . ., . ft¡i (x," )

chaque' point x,¡ el, ß"¡ attachons un nombre non nwl, ø,r. resp.
a".¡ rel que son signe soit corui du polynomo p au voisinage de x;¡'rcsi,
x" ¡ lle voisinage d'une extrémité est .compté uniquement iors I'intérieur.
de l'intervalle]. 0n peut alors déterminer un système de nombre s notu
totts nuls

tol que ìo 
' 
tr" " ''\k+'

),s fs (x' ,)+Tr f , Qc' ,)¡. . , ¡\*¡i f*+i (x,t): a,t
),s fs (x' 2){)¡ ft (x' 2) ¡ . . . })*¡i f*¡t (x' 2): o',

(8)

),0 fo @i' )t)r fi (x" ) +. ., * \*+ t f* + i (x" ¡) : a,i' -
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Soit e ) 0 et considérons le polynome

Pr:P- e (16 fs* lr fi *. . .* t*+¡/¡.+¡),

Si e:0 nous avons P¡-P. Si e est petit mais non nul, Pr est
'voisin de P.On est sûr que si on prend e suffÌsamment petit, à.chaquo
'zéro x¡ de P correspondra irn zéro x¡ de Pr voisin de .ri. On voit aussi
,à cause du choix des nombres a'¡,a"¡ qu'à chaque zéto x'¡ correspon-
dent au moins deux zéros simples pour P1 et à un zéro !c"¡ correspond
,au moins un zéro it" l'intérí,eur de (ø,b).

Finalement donc, e étant suffisamment petit, le polynome P¡ s'an-
nule au moins rn*2 kii fois; la propriété en résulte immécliatement.

Dans Is cas lt:n il suflìt d'introduire au plus un point ø¡" .

3. Soit /(ø) une fonction de la classe (ö) et considérons I'expres-

'sion:
I (ee, cr,.. ., dn):Maxlf - es fs-cr ft-'.'-cnfnl

(a,b)

Pour simplifier l'écriture nous pouvons écrire

I(cs, c¡,. . ,, c¡):Max lf-P I :I(M)
(a,b)

M étant I'image du polynome P. Alors, la fonction I (M) est continue
par rapport aux coeffieients e6tct¡,..¡ún peur tout a1x1b.
, L'exprcssion I (M) admet une limite inférieure et nous savons que

.çette limite est atteinte par au moins un polynome P, donc par au

.moins un système de valeurs fìnies 7s , Tt , . ,. , Tn des quantités c¡ , cr 1,,.cai

lim I (M):I(Mr):I (To, T,,. .., Tò

Mr est alors un point mi,ni,rnisant øt le polynome correspondanl est un
,pol,ynome rni,nimi,sant, En général iI est difficile de décider si le poly-
:,nome minimisant est unique ou.non, mais:

S'il, y a, d,eut polynornes rnini,m'isants d,i,stincts, i,l y en a, une dn-
,fr,ni,t¿.

Soient en effet Mr, Mz deux points minimisants distincts et coh-
bidérons le 

- 

Point 
Mr * r Mzr!r3:::ìfr:4, À à 0

'sur le segment Mr Mz , la représentation symbolique ci-dessus étant
-claire.

II est facile de voir que :

'' 
I(M3)< I(Mt)l-II (M2) :I (MÐ

REMARQUE SU.R ¿ES POLyNOMES T.(.

r(M3)>r(Ml)

r (M3):r (M').

Il résulte que tout point du segment Mr Mz est minimisant. D'autre.
part; tout point minimisant est à distance fì4ieo car pour un point àr
coordonnées non bornées I (M) devient infini et en même temps:

lim l(M)< l\{ax l/ I :quantité bornée.
\u,t)

Nous pouvons donc énoncer la propriété:
Les poi,nls rninirn'isa,nts forment un dornaine conuexe fermé etbornê.

4. Nous nous proposons de démontrer la propriété suivante:
Lø cond,ition nécessøi,re et suffisante pour qlo'il, y ait,un seul poly--

nome rni,ni'ínisøni, quel, que soit lø fonction f d,e Iø ctasse (b), esi qu,e l,e

systè,me (I) soit un système (T),
0n sait que cette condition est suffìsante (r). Nous allons montrer .

que si le système n'est pas un système de TcHesyscHEFF, on peuttrou-
ver une fonction / admettant une infìnité de polynomes minimisants.,

Nous savons qu'il existe un polynome

P:eofo*qfi*".*cn f,
s'annulant en au moins æ*1 points distincts à I'intérieur do I'intervalle
(q,b). Si ø1, et2t... tfrn*t sont n*1 points vérifiant cette condition,,
le déterminant (3) est nul car nous supposons bien entendu que P =l= 0.

0n peut trouver alors ø*1 nombres at,uz).,.tØn*L tels que Ie,
système

Er:ro f0(tc)+qfi(x)*'.' * en fu(x)-a1:Q
Ez:cof¡@2)*øfr(*r)+... * cnfn(x2)-ø2:Q

En +r : co fo (*"+t) * cr /r (n+r) t ., .*, t f n (xn+r) - anfr : 0

soit incompatible. Dans ce cas l'expression

, Max (lEr l,lE2l,...,lE,+rl)(2)

qui est fonction continue de cs,cl ,..,0cn, admet un m"inimum positif
mom nul,. Soit rm la valeur de ce minimum; il est atteint pour une in-

fÌnité de systèmes de valeursio.r¡r,...Jr, car si

ì c¡:cxt i=0 rL,. , .,m . ;

(t) S. Brnnsrn¡n loc. cit. p. 3; J. W. Joune loc. cit.
(z) Max (Àr , Àz , . . . , Àn) signifi.-e Ia taleur,rle la plus grande quantité li

mais par hypothèse

donc
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'€st un système minimisant, les systèmes

ct:c*tl).ci ò:0 rL,2,.,,n
,sêront aussi minimisants, À étant quelconque.

Maintenant si / est une fonction continue prenant les valeurs ø¿

.'aux points *,(o:l ,2 , .. , ,n* 1), on aura póur tout polynomo e .

Max lf-Q I zm [dans (ø, ó)] .

Posons

P*:ú*o fo* c*1fi*. ..-|c*n f,
¿,[on peut d'ailleurs avoir P* - 0] .

Pour fixer les idées, supposons que le polynome P pris initialle-
ment, s'annule en un nombre flni de points; ce sont d'abord les points

-frt¡flz¡.,,tfrnþr, et puis certains autres points fr':ræ'2,...rø', (qui
peuvent ne pas exister du tout).

Prenons la fonction / telle que:

f (*ù:P* (*,)-o, ,i,:L ,2 , . ., , n*L

f(*'ù:0'i,:7,2,,..)r.
Les points Ø¡ ril'! partagent I'intervalle (a,b) enun certain nombre

de sous-intervalles (ntr,n*r*-1, oa n!r!Z) tels que dans chacun
.d'eux Ie polynome P garde un signe constant.
: Soit

Max lP | :l\
(a,b)

Prenons

'On emploio la mêm_e construction pour un intervalle (r,rrb).
: 20, fui,terualle (ø ,ør) lou (*o+r,ó)]. On a

lP* (æ)-6113 m,,

,r Cn prenclra dans (ø, æ,)

f:p* (rt)-øot-ftp .si p [p. (ø¡)-ør]) 0

f:P* (æ)-q si p [p* (ø¡)-a,] ( 0
,on voit alors que Ì

'{11) Max l/*l pl<m
,.tr)ourvu que

.(12)

lpourYu que
rn

2A ), 0

"(9)

0 > ). s-!.A
:alors 

" l)'Pl(m '

' Nous déterminons / dans chaque sous-intervalle tel qu'il soit con-
tinu et tel que (9) et (10) soient vérifiés. pour cera nous ailons exa-
miner les diverses sortes de sous-intervalles qui peuvent so présenter.

Lo. fnteruq,ll,e (ø, ø'l). Dans un tel intervalle on prendra

f:!-P'2A-

30, fnterualle (q , ø,1).
0n peut prendre

f:(r-r'r\P* (r)-a\ 
-!P in-û--Ar si P[P*(r)-a'] )0

f-(r-ø'r) P* (r) - q

-r---+-t ' si P[P*(ø1)-øt] ( 0

,et on a encore (11) sous los conditions (12).
) 40. Interua,lle (*'r,r'r), Il sufflt de prendre

1) sera sátisfait avec (12).
50. Interuølte (q ,ø2).'pósons

"i

alors dans (ø,ø'r)

), <0, ,tf-^Pt= t/l* llp¡:
.et

l/-l P l lm

I
ì

t
I

rn

2A + tlt tPt

'et (1

frt-frr
Nous posons alors

f:ø-ftY si p [p* (ø¡)-ørl ) 0 , p [p* (r2)-a2l) 0

, ou bien si [p. (21)-ø¡] le, @2)_ø21q0
f:g si p fp, (r1)_ørl ) 0 , p [p* (æ2)_a2] (0

.On .peut déterrniner eneore un lr ) 0 tel quo si

0> À)-tr
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VAI-,.EURS D'UN.Ð F'ONCTION HOLOITORPHE

par

Georges Yaliron
Professeur à I'Université de Strasbourg.

Reçu le 14 Mai 1980.

Dans un remarquable Mémoire inséré aux amnøles de ra Facurté.
d,e Toulou,se, M. A. Br,ocn a démontré la proposition suivante, qui joue
un rôle fondamental dans l'étude du domaine couvert par les valeurs
d'une fonction holomorphe:

t. Si Z:f(z) est holomorgthe dq,ns le cercl,e l¿111 et, si f'(o):l,
le d,omaine riemanni,en couuert gtør les ua,leurs Z lorsque z d,éøi,t le eeru:le

I z | { 1 contient un cercle d,e rayon aw rnoims égat ù, ur,rc eonstd,nte
uni,uerselle B (r).

D'une façon générale, je dirai que lo d,ornaine riernønni,en d,éeúl
par les valeurs Z d'une fonction Z:f(r) Ìrolomorphe dans un domajne
D cont'ient un d,omq,ine Á d,u pløn d,es Z (ou que A apparti,ent au d,o-
rnaine riemannien d,écri,t pør Z) lorsque la fonction inverse z:F (Z)
définie par Z:f (z), a restant dans D, possède une branche holomorphe
dans A.

L'auteur, puis M. LlNrlu, ont donné des démonstrations simplifiées
de ce théorème de Br,ocs; MIt{. L¡¡¡¡,u et Gn¡,ivo¡or ont montré que
la constante B est comprise entre 0,39 et 0,555. Dans son faseiculo
du Mémoriøl, M. Br-ocH a apporté divers compléments à son [héorème,
l'auteur et M. Lnvo¡,u en ont signalé d'autres (z). Une partie de ees
complémenis est renferméo dans l'énoncé suivant:

II. Bi Z:f (z) est holomorplrcpouy lzl11, si, f (o):6et sif,(o):l,
(t) AnnøIes d,e la &aculté iles scí,ences ile Ioulowse, Be série, vol. 17, 1g25,

p. L-2ù.
(2) G. Ver,rnor, Comptes Rend,us, t. 183, 1fì26, p. ?28-?30; E. L,rxoru, Siúzö,

Preussischen AlcaiÌ,., t928, p. 487-474i E. LrNolú, Math. Zeí.tscltr,, 1. 30, 1929,
p, 608-634; A. Br,ocn, Mêmoròal iles sc, math., fasc, XX; G. Ver.tnon, Rendiconti
circolo mat, PøIermo, 1930; G. Vlr,rnox, Contptes Renil,us,ti 186, 1928, p. 1815-1817;
E. L,rNn,ro, 9itzb, Prewss, Akød,, 1928, p, 339*344,

Matlromatica, 4 t g
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on ait encore
Max lf-)' P l- rn

dans I'intervalle (a:1 , r,2) ,

Cette propriété résulte de la remarque suivante :

Soit g (ø) une fonction continue dans (0,1) (nous prenons I'inter-
nalle(0,1) pour simplifier I'exposé) positive (négative) dans cet intervalle et:

s (o):s (1):1
Soient, pour flxer les idées, a') 0, ð, ( 0 . 0n peut alors déterminer-
un ),r ) 0 tel que pour 0 < ). < 11 on ait

a'lu(b'-a')¡).g {a
dans (0,1). La démonstration est immédiate.

La fonction / airrsi construite répond à la question, car I etant
compris entre

0,-lr
où l¡ est un nombre positif, on a

I f -)',P t= rn

dans (ø, b) et au moins dans un point ø¡ on a l'égalité

l/-Ì P l:m .

D'autre part, n'importe quel autre polynome donne

lf -Ql2rn.
ó. Si P s'annulait dans tout un intervalle (ø , F) par exemple, orÞ

pourrait encore faire la construction très facilement. f,es points frr,,rz,
. .. . ænlr peuvent être pris à I'intérieur de (ø , p). Alors en dehors de-
(" , F) nous faisons la même construction que toute à I'heure; Danp.
(" , F) nous gardons encore les conditions (9); et dans chaque intervalle
s¡ ) Ø+t nous prenons la fonction I linéaire ; et constante dans (ø , ø1}.
et (ønl1 t F), La fonction ainsi obtenue répond encore à la question.


