


~tel que 

tous nul« 

A h . t x', et x"1 attachons un nombre non nuZ a'1 resp. c aque pom 1 • • d , resp 
-a"1 tel que son signe soit celui du polynome p au voismage e .~ ~. . . 
~"! [le voisinage d'une extremite est compte uniquemept vers l in eneur 
... ' . · teme de nombres non de l'intervalle]. On peut alors determmer un sys 

fo (xt) r. (x" t) 
. . . . . . . . . . (8) 

, ui contient au moins autant de colonnes ~ue de ligne~. . - 
q Si dans le tableau (7) tous Jes determmants f?rmes ~ar k+i c~ 

l 1 es sont nuls la propriete cherchee en resulte- Mais onnes que conqu ' 1 le . 
supposons qu'il y ait un determinant non nu , par exemp . 

fo(x'1) fi(x'1) {k+;(x'1) 
fo (x' 2) f, (x' 2) (k+t (x' 2) =t- O 

fn (x',,) 
(11 (x"1) 

fo (x' k) r. (x' k) 
to (x" ,) f, (x" 1) . . 
fo (~";) r. (x";) fn (x";) 

·(7) 

Supposons que : 
m+lc<n+l 

-donc a fortiori 
k<n+l 

Supposons d'abord que 
k<n 

~t considerons le tableau : 

fo (x' 1) f1 (x'1) t. (x' 1) 
fo (x'2) t, (x'2) fn (x'2) 

On a par hypothese : 
m+2 k+i2n+l 

(i=O, 1, 2) II II II 
XI ,X 2 , ••• ,XI 

-ces points. Entin : 
30, Les extremites ou P s'annule 
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(') S. BERNSTEIN ~Lec;ons sur Jes proprietes extremales ... etc." p. 1.; J. W. 
YoUNG ,,General theory of approximation by fonctions involving a given nombre of 
arbitrary parameters" Transactions of the Amer. Math. Soc. 8 (1907), p. 331. 

(5) 

ces points. 
20. Ou bien P s'annule en ne changeant pas de signe; soient 

X1, X2, •• , 1 Xm (4) 

soit nul. 
En eflet, il existe un polynome ayant au moins n+ 1 zeros. Si un 

tel polynome s'annule en au moins n+ 1 points distincts dont aucun 
ne coincide avec une extremite, la propriete est evidente. ·· 

Les points ou P s'annule peuvent se ranger en 3 categories. 
1 o Ou bien P s'annule en changeant de signe; soient 

(3) 

2. Nous allons dernontrer la propriete auxiliaire suivante: 
Si (1) n'est pas im systeme (T) on peui trouver n+ 1 points dis­ 

·tincts Xi , X2 , , •• , Xn-,...1 completemeni interieurs a (a 1 b) tels que le de­ 
terminant: 

n'est pas un systerne (T) dans tout intervalle (0 , 2 7t), mais il en est 
un dans un iutervalle de longueur plus petite que 2 7t. 

1 , sin x, cos x, ... , sin n z , cos n x 

est un .sysleme (T) dans tout intervalle fini. Au contraire le systems 

1 , x , x2 , • • • , :en 

Pour les points ou P s'annule nous faisons les conventions sui­ 
vantes : (1) 

10, Nous appelons zero simple un point interieur a l'intervalle (a, b) 
ou P s'annule en changeant de signe, ou bien un point extremite (a ou 
lJ) ou P s'annule. 

20. Nous appellons zero double et nous le comptons pour deux 
zeros simples, un point interieur ou P s'annule sans changer de signe. 

Un systerne (1) est un systerne de TcHEBYSCHEFF ou systerne (T) 
·si un polynome quelconque P ne peui avoir plus de n zeros. JI resulte 
que pour qu'un systeme ne soit pas un systeme (T) ii faut et il suffit 
qu'il y ait au moins un polynome ayant au ruoins n+ 1 zeros. 

Par exemple le systems 

T IBERIU PO POV ICIU 280 



(') S. BhRNBT.l!IN loc, cit. p. 3; J. W. JouNG Joe. cit. 
(2) Max (X1 , x2, ... , Xn) signifie la valeur de la plus grande quantite Xi. 

i=O,l, ... ,n C;=C\ 

qui est fonction continue de Co, 'C1 , •.. , C,,, admet un minim'itm positif 
non nul, Soit m la valeur de ce minimum; it est atteint pour une in- 
finite de systemes de valeurs c0 :C1 , ••• :Cn, car si 

En+1 =ea fo (xn+1)+ 'C1 {1 (n+1)+ · · + C,, fn (xn+1)-an+1 =0. 
soit incompatible. Dans ce cas l'expression 

Max (I .b:1 I, I E2 I, ... , I En+1 I) (2) 

+ C,,[n(X1)-a1=0 
+ c;, f;, (x2)-a2=0 

E1=rofo(x1)+~ f1 (x1)+ ·· 
E2=Co fo (x2)+'C1 fi (xz)+ · · · 

s'annulant en au moins n + 1 points distincts a l'interieur de l'intervalle 
(a, b). Si x1 , x2, ..• , Xn+1 sont n+ 1 points verifiant cette condition 
le determinant (3) est nul car nous supposons bien entendu que P =I= O. 

On peut trouver alors n+ 1 nombres a1, ~, ..• , an+1 tels que le 
systeme 

)1 resulte que tout point du segment M1_ M2 est minimisant, D'autre, 
'part, tout point minimisant est a distance finie, car pour un point ;lt. 
coordonnees non bornees I (M) devient infini et e~ merne temps: 

lim I (M) <:::Max If I =quantite bornee. 
(a,b) 

Nous pouvons done enoncer la propriete: 
Les points minimisants [ormeni un domaine conuexe 'ferm« et borne .. 

4:. Nous nous proposons de dernontrer la propriete suivante : 
La condition necessaire et suffisante pour qu'il y ait un seul poly-. 

nome minimisant; quel que soit la fonction f de la classe (b ), est que le 
sysieme (1) soit un systeme (T). 

On sait que cette condition est suffisante (1). Nous allons montrer 
que si le systerne n'est pas un systerne de TcHEBYSCHEFF, on peut trou­ 
ver une fonction f admettant une infinite de polynomes minimisants, 

Nous savons qu'il existe un polynome 

P=cofo+c1 (1+· ··+en fn 

done 
I (M3) > I (M,) 

I (M3)= I (M1). 

mais par hypothese 
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sur le segment M1 M2 ' la rep . t 1· resen a 10n symbolique ci-dessus etant. claire. - 
II est facile de voir que: 

M1 est alor~ ~n .point minimisant et le polynome correspondant est un 
polynome minimisant. En general il est difficile de de id . no · · . eCI er si le poly- me ~mm1sant est unique ou non, mais : 
finite.~ u y. a deux polynomes minimisants distincts, il y en·.a une in- 

. Soient en effet M M d · 
1 1 2 eux pomts minimisants distincts et con- sjderons le point 

•J 

Soit e > 0 et eonsiderons le polynome 

Pi=P-e O·o fo+.A1 fi+· · ·+Ak+;/k+i). 

Si e=O nous avons P1===P. Si e est petit mais non nul p est: 
v?ism de P. On est sur que si on prend e suffisamment petit, ; ch~que~ 
zero x; de P correspondra un zero x,· de p1 voisin de x, o it · · d · ,. n voi aussi­ 
a cause u .cho1x des nombres a'i, a"1 qu 'a chaque zero d x'; correspon- 

ent a~ moms deux zeros simples pour p1 et a un zero x"] correspond 
au moms un zero a l'interieur de (a, b). 
nu Fmale~ent done, : .eta~t suffisamment pe_tit, le polynome p1 s•ad- 

le au moms m+ 2 k~i fois ; la propriete en results immediatement., 
Dans le cas lc=n 11 suffit d'introduire au plus un point x/'. 

. 3. Soit f(x) une fonction de la classe (b) et considerons l'expre;-. 
SIOn: 

I(co,c1, ... ,cn)=Max/f-cofo-c1f1-···-c f, I 
(a,b) n n 

Pour simplifier I'ecriture nous pouvons ecrire 

I (co, Ct, .•• , Cn)=Max I f-P /=I (M) 
M . . (a,b) 

etant l'image du polynome P. Alors, la fonction I (M) est continue. 
par ra~port au.x coefficients co ' c1 ' •.. ' Cn pour tout a < x < b. 

~ ezprosston I (M) admet une limite inferieure et nous savons que. 
c~t~e Iimits est atteinte par au moins un polynome p d 
moms un systems de valeurs finies " y d .' . one par au- 

,o • 1, • • ·, Yn es quantltes c0, c1 , ••• c11: 

lim I (M)=I (Mi)=I (y0, y1, ••• , Yn) 
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I=s 
On peut determiner encore un A.1 > 0 tel. q\}e si, 

O> A.>-'-1 

i 

si p [P* (xi)-ai] > 0, p lP* (x2)-a21>0 
ou bien si [P* (x:1)-a1] [P" (x2)-az] < O 
si p [P" (x1)-ai] > 0' p [P" (:xz)-a21<0 .. 

g= X1 X1 

Nous posons alors 
m t=s= A p 

m 
f= - AP. 

et (11) sera satisfait avec (12). 
50. Iniervalle (x1 , xz). Posons 

P* (x2)+a2l+x2 IP* (x1)-a1]-xi[P* (x2)-a2l_ x [P* (x1) a1 · 

t 
P* (x1)-a1 

f=(x-x'1) ' , 
X1-X1 

et on a encore (11) sous les conditions (12). 
4'l. IntervaUe (x' 1 , x' 2)0 Il suffit de prendre 

30, lntervalle (x1, X'1)· 
On peut prendre 

P*(x1)-a1 _mp si P[P*(x1)-a1]>0, 
f=(x-x'1) x,-x'1 A 

Max I f +A. P I < ni 

f=P* (x1)-a1 

on voit alors que 
(11) 
pourvu que 

(12) 

On prendra dans (a, x1) 
m 

f=P*(x1)-a1- AP si 
si P [P* (x1)-a11<0 

-~<).<0 2A 
On .emploie la meme construction pour un intervalle (x'r, b). 

20. Jntervalle (a, xi) [ou (xn+1 • b)}. On a 

JP* (x1)-a1 I< m. 

pourvu que 
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et 

alors dans (a, x'1) 

1-<0, 1{--l.Pi=lfl+l).PJ={2mA+ll-1~1Pl 

m f=-P 2A 

Nous deterrninons f dans chaque sous-intervalle tel qu'il soit con­ 
tinu et tel que (9) et (10) soient verifies. Pour cela nous allons exa­ 
miner les diverses sortes de sous-intervalles qui peuvent se presenter. 

1°. lntervalle (a, x'1). Dans un tel intervalle on prendra 

alors 

Prenons 

MaxJPJ =A 
(a, b) 

Les points Xi, x'1 partagent l'intervalle (a, b) en un certain nombre 
de sous-intervalles (n+r, n+r+l ou n+1·+2) tels que dans chacun 
d'eux le polynome P garde un signe constant. 

Soit 

i=1,2, ... .r. 

f (x1}=P"(x;)-ai i=l, 2, ... , n+ 1 {9) 

{10) 

P* = c* o fn + c" 1 t. + · · · + c* n f,, 

[on peut d'ailleurs avoir P* ==OJ. 
Pour fixer les idees, supposons que le polynome P pris initialle­ 

ment, s'annule en un nombre :fini de points; ce sont d'abord les points. 
-x1, Xz, ••• , Xntl, et puis certains autres points x'1, x'2, ... , x'r (qui 
peuvent ne pas exister du tout). 

Prenons la fonction f telle que: 

Posons 

.seront aussi minimisants, ). etant quelconque. 
Maintenant si f est une fonction continue prenant les valeurs a, 

·aux points Xi (i= 1, 2, ... , n+ 1), on aura pour tout polynome Q 
Max If-QI :::>m [dans (a, b)]. 

est un systeme minimisant, les systernes 

c;=c*;+). c; i=O, 1, 2, .. , n 
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