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PAR

T. G. POPOVIC¡U
ELÈVI DE L'ECOLE NOR/VIRLE SUPÈRIEURE

l. Étant donné un nombre N, on appelle indicateur de N et l'on clésigne

par q(N) le nombre de nombres plus ¡retits que N et prenriers avec lui
(1 conrplis).

Connaissant la clécoruposition en facteurs premiels du nornbre N:

\:4n b! cY ,,.
nous avons l'indicateul par la formule: '

,l(N): ¡1a-1 þt| 1 ç/-1 ...(a- 1)(h -1) (r--1)...

ll résulte que:
1tt, Tout indicateur est ¡tetir, sttuf :

cP (2) : 1.

2r, On a I'inégalité :

r(N)¿N I

l.'égalité n'ltant pctssil,t/.c qtLe si N est prerttier.
30. Si N, N, sozl ¡trentie rs entre eu)c, on (:

,t(N,N,):?(N)f(N,).
Pre¡lons :

r¡, (N): q(N), r, (N) --. ../,(q, (Nr), ?, (N) :,1(r, rN;) , elc,

q, (N) sera I'indicateul itéré ou sitn¡llemerft I'inclicateur d'orclre i de N.
De l o et 20 r'ésulte qu'il existe un nombre z dépendant de N tcl que :

?' (N): 11)

f" (N) est alors le derniel indicateur de N.

1) Nous avons étudié le trornbre ¿ ctans un petit tlavail qui paraîtra ¡rr'<-rchailenrcnI
elans la ,,Gnzeta l4atetnaticd".
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L Le problème inverse du calcul de f indicateur consiste dans la r'éso-

lution de l'équation :

(1) e (N): A'

Qemarquons d'abord qu'il suffit de chercher les nontl¡res ¡;airs N, satis-

faisant à (t). En effet de la propriété 3o résulte que:

rp (N): I (2 N)

si N est impair', Nous utiliserons constamment cette rernarque dans la suite.

Mais avant d'aborder la résoluf ion de lf équation (1) il faut exatnirrer

si elle est possible ou non. Il est évident que si A est im¡rair différent de

1 l'équation est impossible, mais il est facile de I'oit' qu'}elle peut être im-

possible, même si A est pair, Par exemple la relation

? (N): 14

est impossible.

Plus généLalenreut on ¡:ourrait se proposet' la résoltrtion de l'écluation :

(2) r/; (N) : A

A étant donné. Il est évideut que si l'équation (2) est possible pour'

i: ur, toutes les équations (2), oir i- l, ),,. . t:t.- 1 seront possibles et si

l'équation avec i: //t €St irnpossible, toutes les équations avec i.: m | 7,

m { 2,.,. sel'ont impossibles.
Si, l'équation :

f r (N):4
étant possible, la suivante:

?¡+r (N): A

est impossible nous dirons que, A peut ître indicateur d'ortlre i.
Si l'équation (2) est possible quelque soit i, A ¡reut être indicatcut' de

n'inrpot'te quel ordre.
La formule :

(3) tP(2"'ft):2", c¿:0,7,2,'..

rrorrs rrrontle que /as puissances de 2 peuvertt âtre indiuuteurs da rr.'irnporte

quel ordre. I)e ruênre l'égalitó :

(4) E (2" 3t-t-r¡ - 2( 3,tt

uoLts prouvc rluc /es ttt¡nil,¡ras de la' fornte 2rt 3J (cc J= 0) peuvetú êlte indicu-

te¿¿rs rle rfimporte quel orclre,

Nous nous proposons de démontt'er que:

Les seuls r¿ombres ¡touvunt être indicateurs tle t/ irn¡torle quel ordre

sonl; les notnbres cle la forme:
(ö) '2", ot¡ 2" 3it, avec c¿ + 0.
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Il suffit d'examiner les nombres pairs qui ne sont pas de la forme (5).
Avant de continuer remarquons que si:

P (N):2" 4
A étant impair non puissance de 3 (A: 1 :30 est puissance de 3), le nombre
N ne peut pas être de l'une des formes (5). Nous auront toujours en vue
cette remarque.

3. Lemme. p étartt un nombre entier positif, døns la suite:

Pt:2 P+',,. Pz:2 Pt+ 1, l1s:2 pz-f 1,,,.
il y a au moins un nombre non premier.

En effet :

10' s,i :

¡t:0 (mod. 3),

on a:

(mod. 3)

et

¡tr:0 (mod. 3)

et il est evident que ¡;, ) 3.

20. Si :

¡t :7 (mod. 3),

on a:

¡t,:0
à moins que p ne soit pas égal à I . Dans ce cas ¡rr : 3 et

¡lt:0
30. Si :

¡t:-7
nous pouvons poser:

P:31¿ - 1

(mod. 3),

(mod. 3)

(mod. 3)

et alors:

Pt:2,3,h-1
pr-22.3.h_l
Ps:2t.3,h-1

Posons:

3 h- 1:)'tt ' f¿'

h, êtanl inrpail', alors de la congruence :

2,r(h') -l
nous déduisons:

2T,(h) 3 . Í¿ - 2'tt h, -l I :l

(mod. á,)

(mod. la,)
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donc 7-r,r(¿,) €st divisible par le, qui est certainement plus petit que Iui. Le

raisonnement est en défaut si å, :1. Dans ce cas:

3k-7:)ttt-2'2il+l

et olr a:
22" .3 h:7 (mod. 5) z imPair

2'2,1+5 .3 h:1 (mod. 5) n pair.

Le lemme est donc démontré.
4. Nous allons démontrer la propriété en vue d'abord pour le cas d'un

nombre de la forme :

2 
^ 

(A imPair + 3P)'

Nous divisons la clémonstratíon en trois parties.

l. Un nombte de la forme :

2p

p étan.t ¡tremier )3 ne ¡teu.t pas être iudicateur de n'importe qu.el ortlre.

De l'équation :

?(N) :2p
on déduit :

\: ! q,/r (q premier)

d'où:

e (2 q"'): q'tt - t (q - 1) :2 p

donc:

10. ¡¡1-), q:P:3 impossible pa¡ hypothèse'
20, m:7, Ç:2p{l:pr.
Si p, n'est pas premier , 2 p ne peut pas être indicateur. Dans le cas

contraire :

q(2p,)-2p.
Si ¡.r, -2pr)- 1 n'est pas premier, 2p, ne peut pas être indicateur donc

2 p peut pas être indicateur d'ordre 2. Dans le cas contrait'e.

qr(2 pr): e,(2 P):2 p,

On voit finalement que pour que 2 p soit un indicateut d'ordre i et

non pas d'ordre i + 1 il faut que les nombres:

pt:2p+1, ltr:?Pr17,,.. Pi:2lt;-ti_7
soient premiers et que 2pi+ 1 ne soit pas premier. La propriété en vue

résulte alors du lemme démontré.
ll. Utt. nontbre de la forrne:

2p" (ø ) 1)

p étant premier ) 3 ne peut pas être indicatew de n'intporte quel ordre.

p

i

i

I
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L'équation :

q (N) :2 Pa,

donne encore:

(r7 premier)

,trr_1 (q_l):2p,,,
donc,

I 0 rn - c(, + 7, q : p :3 impossible par h¡,pothèse.

20 ttt:1, Ç-2|t"-ll:py
Si 7-r, n'est pas ¡l'emier, 2 ¡t', ne peut être indicateur. Dans le cas

contraire:

ç, (2 p,) - 2 ¡t,,

et le nombre 2 ¡t, cst d'une forme déjà étudiée. La propriété II Lésulte alors
de la propriété I.

III Un. nonúre rle la f orme:

2p\" pi.,.. p'lu (/t,{pr1.,..!_pu, r,}t)
Pt, pz, . , , ¡t u étant prentiers, ne peut pas être intlicrtteur de rL'im.porte quel
of ({r e.

On cloit avoir toujours :

N - 2 r¡"' (g Prenrier)

(car si N contenait plusieurs facteuls ¡:r'emiers impairs, ç (N) serait divisible
au moins pur' 2z).

Ou a donc:

qttt-1 (q 1):2Pi' Pi' "' P':'

10. il est evident qu'on ne peut jamais avoir Ç - p,, p2t,., on pD r.

20. m-ct,ul1, Q:pu:2p'í,pi"..,p|, 11+7.

Alors ou bien cette égalité n'a pas lieu, on bien on a :

rp (2 pcj,+t) - 2 pI' pi' . ,' p:';,

et le notnbl'e 2peuIt est d'une fornre déjà étudiée. La propriété III résulte
de la propriété IL

30. nL:1, q:2pI,p:;,,..p'J,+'l:pt,
Si p/ n'est pas ¡rrcnrier l'égalité est impossible. Daus le cas contraire:

q (2 p'):2 pT' pi' .. . pij,

et la propriété III résulte alors de la propriété l.
Nous pouvons donc énoncer la ploltosition suivante :

Un nomble de Ia forme
2^

Ã ótan.t inpair non ¡tuissarrce de 3, ne peul pas êlre indico.teu.r clc n'intporte
qt!el. ordre.

5, Nous allons montrer maintenant que les nombres :

2" A (A impair * 3'')

jouissent de la même propriété. La proposition a été clémontrée pour cr : l.
il suffit donc de prouver qu'elle reste vraie pour c¿ : h en la supclsant vlaie
pour c¿:7, 2,.., h- 1. Nous décomposons la clémonstration comme tout ir

l'ht'ule poul le s¿s rz : 1.

IV. Un nombre de la f orme :

2t' p (p premicr ) 3)

ue peut pas être in.dicateu,r de n'imporle qu.e1. ordre.

L'équation :

f (N) : 2/'/
nous clon¡le :

(ó) ((/ ,, Q¿,. .. qr plerniers t' 2)
r:t clistincts arrtre cuxj:0, 7,2

d'oìr :

,:1(N) : 2i -1 pi, (p -t)(q, --l)(q, - 1)..,(q, -1)(7),t(N):2" (q, --1)(rt,-l),.,(ø, -_1)

et il faut que :

p:2rt | 1

q t - )t't lr"'r* 1

(8) Ç, - 2't" P'/, * 1

q,:)ttt P'', * 7'

10. Si j+0 on a:

1-l + rt] n,*n.,-1...!rt,:¡¿
.i - I + ri, { n'.r'I .. .-l i,:1.

on ne peut pas avoir i >/¿. si ¡.'-_h le nontbre N obtenu entre clans

le cas r:¿(/a pour lequel la propriété est vraie par hypothèse. Si i (/r, on

doit avoít' :

r'- 1 n,!ttr-f .'+ tt,:Q (nr: ¡1'r:'Þ':tt',:Q)il-|,

c'est-à-clire N.:fir p' et p:3 qui est exclu pal hypothèse'

2N q'

N -:2' p) Q, Q¿.. q

i+o
-/: 0
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20. Si i:0 on a:

i-1+n,*n,+...+n,:h
n'r¡ tt'r+ . .+ tr.',:1

et le seul cas qui doit être étudié, est i: /a, alors :

tt':l' n'-1 "'* n':g' r:7
rt'r: l

et:

ç, (zh (2 p-+ t)) :2^ p.

Si p' : 2 p I I u'est pas premier l'égalité est impossible. Dans le cas

contraire 2" (2/¡ f 1):2t'¡t, est de même forme que 2" p. On yoit facile-
ment que tout revient à montrer que la suite:

Pr:)p-41, pz:2prl1, pz:2pr*1,.,.
'contient au nroius un nombre non premier', ce qui résulte du lenlme démontré.

V. tln nombre de la forme :

2t¿ p(t (p premier ) 3, /1> 3)

ne peut pas être indicoteur de n'importe quel or¿{re.

Nous avons toujours la forme (ó) de N avec .l:0, 1,2,.,.p1-1.
Nous ócrilons donc les rélations (7) et (8¡.

10. Si .t+0, on a:

i-t+nln,+...+tt,.-h
i -1+ niln,+...+ i,:¡.

On voit encore que le cas i)á est impossible et que i(É se réduit
â un cas supposé démontré. Il reste donc i: É comme dernier cas possible.
Mais dans ce cas n:'t el p:3, ce qui est par hypothèse impossibie.

20. Si /:0. Le seul cas a considér'er est i:/¿, alors:

tlr:1, flz-l¡rr*,..in,:0, ¡:l
n'r: p

et:

N: f,/e (2 p,, I'l)
en supposant bien entendu que 2 p,, * I est premier. Mais le nombre
2rt(2p.f 1) pris comme indicateur a été déjà étudié et la propriété V ré-
sulte de la propriété IV.

Enfin nous devons démontrer encore que:
Vl. Un nomltre de La forme:

2', pT'pi,...p\" (1t,, pr,.., pt, prerÍiers, uþ l)
ne peut pas être indicateur de n'importe qurl ordre,

?(N):2i t ,!, t p1.i'-1... /,!" Ø,-1) (/,,.+, -- t).. .(p,-1)
(q., - 1) (q, - 1) . . . (q" - 1)

0, :i, :,,.:7"_1 :0,,/.":"/" +tr,,, i*0
fl(N):2" (q,-1)(,t,-1)... (,/,-1) (i,:ir:...:i,:0)'

Pour satisfaire à ces égalités il faut supposer que :

p,,, : )tnl Br,* I

Ç;,: )nlt gl, + I

¡rour tous les 7-r,, qui interviennent dans N comnle facteurs, et pour Ç¡t. !t.:7,
2,,, .t, B¡,., B',, sont des nombres de la forme:

PÏ: 
':':''' 

" q"l':

?,r, ?,¿,.. . ¿', étant s nombres de la suite 7, 2r.,. t'.

1,,. Si /, : jr:... :7.-r:0, ,i., * 0, i"+r + 0, "..i " * 0, nous avons:

í - 1 + i) o,,,+ !) u',: tr,
Ir:.s ,¡r=l

et le seul cas qui dema¡de une étude est i:l¿. Alors on déduit:

s: ?,, nrr*'-1, flr* nr*...-1.n,:¡¡,
et:

N : !/r P::'+'
avec :

p,:2 pï'pî,...p'j'¡ t+ l,

Si une telle égalité est possible (en intervertissant au besoin l'orclre des

facteurs dans 2/, pï, pî" .. . pî,"), le nombre N rentre dans une catégorie déjà

étrrdiée et Ia propriélé ur résulte de la propriété V:
20. Si .ir : jz : . . . : ju: 0, nous avons :

i :1 1. ,,ì-r,r,,: 
h,

donc si i:/¿, r:l et trr:1. Le nombre N est de la forme:

2,, q,

avec :

q :2 p:" Pi, . . . P,,,,u | 7

et quand cette égalité est possible on est ramené à la propriété IV.

19

On doit avoir:

N:2t p.,i p,f

et on obtient :

(Qv Ç2,.. . Ç, Premiers distincts

I et distincts de p,, !t,. ,./),,
I

\j¿: o, 1,.., tt2.{ 1, )':1, 2,,,

J¿t
1)

p ÇtÇt'.'4,
't)
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Nous pouvons donc énoncer:
Tltóoreme. Un nombre de la /orme;

2t, 
^ 

(h+0)
lt. étant intpair dilférent d'une puissan.ce de 3, rte peut pa.s âire indicateu.r
cle n'importe c¡uel ordre.

Il résulte que pouÍ un tel nombl'e on pcut cléterminel rrn i tel que

l'équaiion ;

(f , (N) :2ir A

soit possiblc et la suivantc:

f'+r (N):)tt ¡
im¡rossible.

I-a demonstration donnée pour le thóoleme ónoncó peut ser\/it' conlnlc
procéclé cle calcul pour le no¡nble i.

$uffi t[$ rûüuurilTflTtÌ$ Frutür$ ffiürtrilaf$ pffa ffi ftüTftT[0t'|

ttHTflilÌ$ $0ililt$ü[
PAR

V. VÂLCOVICI

f)ans une note récentel) M. r. carafoli m'attire l,attention que la se-
conde partie de mon travail2l a),ant le titre qui se trouve en tête de cette
note s'attache à un pr-oblème gónéral que M, Carafoli a traité en 1g2B clans
deux travaux3). En consultant le premier des det¡x travaux cle M, carafoli,
le seul que j'ai eu à nra portée pour I'instant, j'ai constaté que l,affirmation
de M. carafoli e st juste, de sorte que je nrtempresse de corriger cette
regrettable omission par la présente note.

Qu'rl me soit permis en rnême temps de rnentionner que l'esquisse du car-
cttl el les résultats de cette paltie de nron tnavail avaient été publiés clans
une note des comptes Rendus des séances de l'Acadérnie des sciences de
Paris dès 1917 4).

1) E. Carafoli, Obsen'ati.otts .tur une note: I-es mouvetne¡tts fluide s eng'endrés pnr
lcovici, Bullct. cle math. ct cle Ph. cle l,École
2, p. 120,

ar lu rolatiot¿ de cerllins solkles, Bullet,
2, fasc 3--4 (1929) p. 199,
outour d,utt contour. C. R. Par.is séance

d,aviort, Libr.airie Chiron, Par.is.
nt d,nrrêt duns le nouventent de rolalion
17,
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