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UR 1LES THOICATEURS

T. G. POPOVICIU

ELEVE DE I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

1. Etant donné un nombre N, on appelle indicateur de N et 'on désigne .

par @ (N) le nombre de nombres plus petits que N et premiers avec lui
(1 compris).
Connaissant la décomposilion en facteurs premiers du nombre N:
N=a“bl ¢¥...
nous avons l’indicateur par la formule:
p(N)y=a“-160-1¢7=1 . (a—1)b—1)(—1)...

Il résulte que:
19, Tout indicateur est pair, sauf:

Pp(2)=1.
29 On a linégalité.
¢ (N) £ZN — 1

Pégalité wétant possible que si N est prenier.
30 8/ N, N, sont premiers entre eux, on a:

¢ (N.N,)=g¢N)¢{N).
Pretions :
PN =g MN),  7a (N) =g (9, (N), ¢, (N) =0 (52 IN)), . elc

@ (N) sera lindicateur itéré ou simplement lindicateur d’ordre i de N.
De 10 et 2¢ résulte qu’il existe un nombre # dépendant de N tel que:

Pn (N) =10

¢4 (N) est alors le dernier indicateur de N.

1) Nous avons étudié le nombre n dans un petit travail qui parallra prochainement
dans la ,,Gazeta Matematicd“.
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1. Le probleme inverse du calcul de Vindicateur consiste dans la réso-
lution de ["équation :
(1) @ (N) =A.

Remarquons d’abord qu’il suffit de chercher les nombres pairs N, satis-
faisant a (1). En effet de la propriété 30 résnlte que:

¢ (N)= ¢ (2N)

si N est impair. Nous utiliserons ‘constamment cette remarque dans la suite.

Mais avant d’aborder la résolution de I’équation (1) il faut examiner
si elle est possible ou non. Il est évident que si A est impair différent de
1 Péquation est impossible, mais il est facile de voir qu’elle peut étre im-
possible, méme si A est pair. Par exemple la relation :

¢ (N)= 14

est impossible.

Plus géunéralement on pourrait se proposer la résolution de l'équation:
(2) Fi(N) = A

A étant donné. 1l est évident que si Véquation (2) est possible pour
i==m, toutes les équations (2), oli i=1, 2,...m—1 seront possibles et si
’équation avec i=m est impossible, toutes les équations avec i==m -1,
-+ 2,... seront impossibles. :

Si, P’équation :

i (N) =
étant possible, la suivante:
Pit1(N) = A

est impossible nous dirons que, A peut étre indicatenr d’ordre .

Si P’équation (2) est possible quelque soit 4, A peut étre indicateur de
n’importe quel ordre.

La formule:

3) p (et = 2¢ a=0,1,2,...

nous montre que les puissances de 2 peuvent élre indicateurs de 1’importe
quel ordre. De meéme Pégalitc :

(4) P (2 @ 3;l»|~1) —Qu 3‘.»"

uous prouve que les nombres de la'forme 2¢ 38 (a == 0) peuvent étre indica-
teurs de nimporte quel ordre,

Nous nous proposons de démontrer que:

Les seuls nombres pouvant étre indicateurs de nw'importe quel ordre
sont les nombres de la forme .

(5) 25 U529 F; avec =~ 0.



SRR s

Il suffit d’examiner les nombres pairs qui ne sont pas de la forme (5).
Avant de continuer remarquons que si:

P (N)=2“A

A étant impair non puissance de 3 (A =1==3° est puissance de 3), le nombre
N ne peut pas ¢tre de I'une des formes (5). Nous auront toujours en vue
cette remarque.

3. Lemme. p étant un nombre entier positif, dans la suite:

n=2p+1, P=2p+1, Ps=2py-+1,...
il y a au moins un nombre non premier,
En effet:
10, Si:
: p=0 (mod. 3).
on a:
p=1 (mod. 3):
et
Py =10 (mod. 3).
et il est evident que p, > 3.
20, Si:
p=1 (mod. 3),
on a:
p, =0 (mod. 3),
a moins que p ne soit pas égal a 1. Dans ce cas p, =3 et;:
ps =0 (mod. 3).
30, Si:
p=—1 (mod. 3)
1ous pouvons. poser ;
p=3k—1
et alors:
pr=2.3.k—1
Py =22.3.k—1
ps=2%.3.k—1
Posons ;
3k—1=2"_f,
k, étant impair, alors de la congruence :
29%k) =1 (mod. &,)

nous déduisons :

2003 h=2"k -} 1 =1 (mod. £,)

O ey el

donc p 4, est divisible par %, qui est certainement plus petit que lui. Le
raisonnement est en défaut si 2, =1. Dans ce cas:

3 k_ 1 =2 =22n+1

et on a:
221 3 h==1

22n+5 3 k=1

(mod. 5)
(mod. 5) n pair.

12 impair

Le lemme est donc démontré.
4. Nous allons démontrer la propriété en vue d’abord pour le cas d’un
nombre de la forme :

2A (A impair == 3°).

Nous divisons la démonstration en trois parties.
l. Un nombte de la forme:

2p

p étant premier >3 ne peut pas étre indicateur de n’importe quel ordre.
De Péquation :

¢(N)=2p
on déduit:
N =2 g™ (7 premier)
d’oir :
pRgmy=g""1g—1)=2p
donc:
1°, m=2, g=p=3 impossible par hypothese.
20, =1, g=2p-+1=p,.

Si p, n'est pas premier, 2 p ne peut pas étre indicateur. Dans le cas
contraire :

¢ (2p)=2p.
Si p, =2 p,-}-1 n’est pas premier, 2p, ne peut pas €tre indicateur donc
2p peut pas étre indicateur d’ordre 2. Dans le cas contraire.
P2 (2ps) = 2p) =2p.
On voit finalement que pour que 2p soit un indicateur d’ordre ¢ et
non pas d’ordre i1 il faut que les nombres:

pi=2p-+1, Pr=2p+1,... pi=2p; i1
soient premiers et que 2p;-1 ne soit pas premier. La propriété en vue

résulte alors du lemme démontré.
1. Un nombre de la forme:

2/7“ (a> 1)

p étant premier >> 3 ne peut pas élre indicateur de n’importe quel ordre.



[.’équation :
¢ (N) =2 p*,
donne encore ;
N=2g" (¢ premier)
et:
[]urﬁl ((] Al ]) = 2/)”,
donc.
1° m=a+1, ¢ =p =3 impossible par hypotheése.
o0 ==, g=2p“4+1=p,.

Si p, n’est pas premier, 2p% ne peut étre indicateur. Dans le cas
contraire :

P(2p)=2p¢
et le nombre 2p, est d'une forme déja étudiée. La propriété Il résulte alors
de la propriété I.
Il Un nombre de la forme:
2pps Py <P <l...<po v>1)

Pis Doy -« Po Gtant premiers, ne peut pas étre indicateur de n’importe quel
ordre.
On doit avoir toujours:

IN= 2l (9 premier)

(car si N contenait plusieurs facteurs premiers impairs, ¢ (N) serait divisible
au moins pur 2?),
On a donc:

(/111-1 ((] — 1) :2/]?1-/);62 42 /]tqu
10, il est evident qu’on ne peut jamais avoir g==p,, py, ...

20, m=a,- 1

on py-1.
g = pov== 2/){!1 p;fz 14 ./Jzu;fll __'_ 1.
Alors ou bien cette égalité n’a pas lieu, on bien on a:

¢ (2 pgo+1)==2p{ pge. .. Pl

et le nombre 2p%+! est d’une forme déja étudiée. La propriété Il résulte

de la propriété II. g

% m=1, §=2p5 pSe. .. plo—-1 =p'.

Si p’ n'est pas premier I’égalité est impossible. Dans le cag contraire :
P Q2p)=2ppps...po

et la propriété Il résulte alors de la propriété 1.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

FE_-:-*—&-—'—- —

Un nombre de la forme:
2A

A étant impair non puissance de 3, ne peut pas élre indicateur de w’importe
qitel ordre.
5. Nous allons montrer maintenant que les nombres:
2¢ A (A impair = 37)
jouissent de la méme propriété. La proposition a été démontrée pour ¢ =1.
il suffit donc de prouver gu’elle reste vraie pour ¢ =4/ en la suposant vraie
pour ¢=1, 2,...k—1, Nous décomposons la démonstration comme tout a
I’heure pour le cas ¢ =1.
IV. Un nombre de la forme:
2k (p premier > 3)
ne peut pas étre indicateur de n’importe quel ordre.
L’équation :
¢ (N)y=2"p
nous donine :

(6) N=2"p/ g q,...q (/1y Guy - .. gy premiers == p)
et distincts autre cux
T RTER)
d’oit :
gMN)y=2"""p""(p =) (g; = D(g: — V... (g — 1) {0
7 : )
¢ pN)=2""(g, =N (g —1) ... (g —1) j=0
et il faut que:
p==20-41
g, =2"p" 1

(8) gy =2"pa 1

gr=2" p". 4-1.
1. Si j+0 on a:
i—Vt+ntn+n+..  Fn.==k
f—1-f a4 =1
On ne peut pas avoir i>> k. Si i<k le nombre N obtenu entre dans
le cas a<Ck pour lequel la propriété est vraie par hypothese. Si i<k, on
doit avoir :
(n,=n,=...=,=0)

==l n+nt+...4+n.=0

Cest-da-dire N =12t p? et p=3 qui est exclu par hypotheése.
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200 Si j=0 on a:
i—]+nl+’l2+"'+’lr=k
ny 4yt r, =1
et le seul cas qui doit étre étudié, est i =1£k, alors:
n=1, ”g—f-...—l-ll,-:(), =l
e
et:
P (2" 2p+ l)) = 2% p.

Si p,=2p-1 n’est pas premier ’égalité est impossible. Dans le cas
contraire 2 (2p+1)=2"% p, est de méme forme que 2*p. On voit facile-
ment que tout revient 4 montrer que la suite :

m=2p+1, p=2p 41, py=2p,+1,...
-contient au moins un nombre nou premier, ce qui résulte du lemme démontré,
V. Un nombre de la forme :

2% pf (p premier >3, f(>3)
ne peut pas étre indicateur de n’importe quel ordre.
Nous avons toujours la forme (6) de N avec j=0, 1, 2,... 8 1.
Nous &crirons donc les rélations (7) et (8).
1. Si j=£0, on a:
i—14+n+n~+...-Fn.=k
fe 3 S i S e e

On voit encore que le cas i>>k est impossible et que i<k se réduit
a un cas supposé démontré. Il reste donc /=% comme dernier cas possible,
Mais dans ce cas n=1 et p=3, ce qui est par hypothése impossibie.

29 Si j=0. Le seul cas a considérer est i= ¢k, alors:

n, =1, ny+n,+...4+n, =0, =2l
ny =240
et:
N=2¢Q2p*+1)

en supposant bien entendu que 2p%-}1 est premier. Mais le nombre
2"(2 p“~-1) pris comme indicateur a été déji étudié et la propriété V ré-
sulte de la propriété IV.

Enfin nous devons démontrer encore que:
VI. Un nombre de la forme:

b plaps, [, po (71» Pay. .+ po premiers, v >>1)

ne peut pas étre indicateur de n’importe quel ordre,

B s
On doit avoir:

I

N=2 piip..ipl¥qg g ... et distincts de p,, ps, ... 00

G1s Gas -« - ¢ premiers distincts S
J2=0,1,...a¢,+1, A=1,2,...v

et on obtient:

g(N) =271 phs= U plaga =1 pli™ T pe—1) (poga = D)o (po —1)
(g —1)(gs—1) ... (¢» — 1)
(== === 0 ==/ RN =L ()
PIN)=2""1(q,— (g —1)...(¢0,—1) (i =lh=...=j,=0).

Pour satisfaire a ces égalités il faut supposer que:
e 2 SR B
g = 2" B:, +1
pour tous les p, qui interviennent dans N comme facteurs, et pour g, =1,
2,...#, By, B, sont des nombres de la forme:

!
g
b

! !

n, N
pfipe . g

vy WUy

vy, U,,...0, étant s nombres de la suite 1, 2,...2.

10, Si j,=j,=...=j-1=0, js +0, js4170,.../,50, nous avons:

13

i— 14 Y im 4 Yni=k
H=s =1
et le seul cas qui demande une étude est i=+k. Alors on déduit:
s=uv, m,=1, n,+n+...+n =0,
et:
N = 2# P,au +1
avec:
Po=2ppe... plot b1,
Si une telle égalité est possible (en intervertissant au besoin P'ordre des
facteurs dans 2%p%p®...p%), le nombre N rentre dans une catégorie déja

étudiée et Ia propriété v, résulte de la propriété V:

20, Si j, =/, =...=j, =0, nous avons:
[—1-4 ¥ n,=k,
=1
donc si i=#k, r=1 et n,=1. Le nombre N est de la forme:
L 2/a q,

avec:
g=2p0pe. ..y tl

et quand cette égalité est possible on est ramené & la propriété 1V.



Nous pouvons donc énoncer :
Théoreme. Un nombre de la forme :

_ 2k A ‘ (k = 0)
A étant impair différent d’une puissance de 3, ne peut pas éire indicateur
de w’importe quel ordre.
Il résulte que pour un tel nombre on pcut déterminer un i tel que
I’équation :
g (N)=2" A
soit possible et la suivante :
Fii (N)=2" A
impossible.
[.a demonstration donnée pour le théoreme énoncé peut servir comme
procédé de calcul pour le nombre i.
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