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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Surles fonctions convexes d une variable

réelle. Note (*) de M. T. Porovicr. ;.

&

I. Nous considérons des fonctions uniformes, réelles” de la variable
réelle x, définies sur un ensemble linéaire et borné k£, Posons
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Par définition, la fonction Jf(x) est convexe, non concave, polynomiale,

(*) Nous le montrerons avec plus de délails dans un Mémoire ultérieur,
(%) Séance du 11 juin 1930,

C. R., 1930, 1~ Semestre. (T. 190, N* 25.) p 106
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concave ou non convexe d ordre n, suivant que l'expression

U, @, s /‘)
\ (K56 Eoion o Bk "'u+-2)
est >, > =, <, Zo, pour tout ensemble de n+ 2 points x,, r,, ..., @,

appartenant a [. Toutes ces fonctions forment la classe des fonctions
d'ordre n. Si f(a) est convexe ou non concave, la fonction — f(x) est
concave ou non convexe de méme ordre.

Une fonction d’ordre 7 > 0, délinie et bornée sur un ensemble fermé, est
conlinue, sauf peut-étre aux extrémités.

Une fonction d’ordre donné, définie sur un ensemble fermé, atteint son
maximum et son minimum.

Une fonction convexe ou concave d’ordre n ne peut prendre plus de
n—+1 fois la méme valeur. e fonction convexe et bornée d’ordre 7,
définie sur un ensemble dense dans un intervalle, atteint son maximum en

n—+3 . 1. n -+
pOHl Is et SO minimum en

o 0

2

] points au plus; [« | désignant le
plus grand entier non supérieur a «. i

I1. Une fonclion d’ordre n >>1, définie et bornée dans un intervalle ou-
vert (a, b), a une dérivée dans tout cet intervalle. Sila fonction est convexe
d’ordre n, cette dérivée est convexe d’ordre n — 1, et réciproquement. Dans
tous les cas, elle est une fonction dordre n —1. Il en résulte que la
dérivée (n — 1) exisle.

[.a dérivée d’une fonction d'ordre donné est bornée dans tout intervalle
complétement intérieur a (a, b).

Si f= 1 (&) existe, la condition /¢+" () > o est suffisante pour que f(a)
soit convexc d’ordre n, la condition /" "'(:¢') > 0 est nécessaire el suffisante
pour que /() soit non concave d'ordre 7.

St /(x)est d'ordre n dans (a, b) et

[ fCry] << A, dans (a, b)),

on a
n’
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pour les points 2 situés dans Pinlervalle
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¢, ¢, étant deux constantes indépendantes de n.
Pour les autres points de I'intervalle (a, b), la dérivée a en général une
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croissance dépendant de la fonction, comme le prouve 'exemple des poly-
es (). : 'k |
noirlll. <Lz3 fonction f(z), d'un caractére de convexité déter:mme, se prollon ge
sur un ensemble E, si I'on peut trouver une fonction de méme nature définie
sur E4+E,, qui coincide avec f () sur I, ) l Pyt
Le prolongement de la fonction f(a)d'ordre n > 1, défime (':l1 mr"rllra.e.s.,]i‘
un ensemble fini de points, est en géné ral impossible. Au contrail e,_ s.l ,nju.le
est o ou 1, le prolongement est toujours possible. l_ ne foncllo.n c.m.n exi (luu
concave) d'ordre o ou 1 définie sur un ensemble fint se pml,onge ]_uu L‘m.pf.vly—
nome de méme nature. Clest une conséuence du fait qu'une [.i:I]C!.llel (,on—‘
tinue dans (a, b) peut élre ap]_n'f_:ch&e uniformén'u",nl, aul:ml‘q.n 011C\-leul) |]12\171—
un polynome présentant les caractéres de convexité de la fum_.L::;;. S.LE;};(\:I;S_
nomes d’approximation sont, par exemple, les polynomes de M. S. Be
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IV. Prenons un nombre quelconque de points dans Vintervalle (a, 0)

WSy < < i N b

et une fonction f(x) définie dans (a, b).
Si I'ensemble des quantités

m—n—1
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i=1
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est borné, nous pouvons dire que f(x) est une fonction d n™ variation
e ? .
bornée (). , b
. . - ivde.
Si 7> o, la fonction est continue. Si n>1, la fonction a une dérivé
Cette dérivée est a (n—1)™" variation hornée. On en déduit alors que
) .
toute fonction a n'*" variation bornée esl la somme d’une fonction non
3 ? o =Y
concave et d'une fonction non convexe d ordre n.
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(1) Des polynomes convexes particuliers ont ¢te déja étudiés. Vou \\.. Blll’(l\\a
J. Geronmus, Ueber die monotone Polynome welche die minimale Abwetchung von
. AT . g 1! ;
. o ok
Null haben (Math. Zeitschrift, 30, 192G, p. 337). " ]
1 e —— 1 a 6té etudie par M. A. WINTERNITZ,
(*) Le cas n—0 est classique. Le cas n—1a ele ¢ I i )
] il et g [ diber Konvex
Ueber eine Klasse von linearen Funktional-Ungleichungen und #oer 1o
3 3 A g y ~ z z 22 .
Funktionale [Berichte der Sdichsischen  (ies. der Wissens, su Letpzig (1

phys. Klasse), 69, 1917, p. 346 ].




