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GEONETRIE. — Sur une remarque de M. D. Pompeiu
par M. D. V. JONESCO

M. Pompeit a donné recemment dans le Bulletin de ['Ecole Poli.
technique de Bucarestl) un trds interessant théoréme de géometrie élémentaire.
En suivant I'idée qui se dégage de la note de M. Pompriu, je suis
parvenu a énoncer d'autres théorémes de géomelrie que je présente dans

cette note.
1. Considérons deux triangles ABC , A’BC directement semblables et
désignons par z,, 2,, 25 et 2'; 2’y 2’y les afﬁxes de leurs sommets. Nous avons

2 (23 — 2g) + 2y (23 — 7)) + 25 (2, — 2,)=0.
1l résulte alors que le friangle A,;B,C, dont les sommets ont pour affixes

Z =az, 4+ b2+ ¢
Z,=az, bz, ¢
Zy = azq+ bz's + ¢,
est semblable aux triangles ABC , A'BC".
En donnant des valeurs particulitres aux coefficients a, &, ¢, réels ou
complexes, on obtient des théorémes interessants de géoméirie &lémentaire.
2. Prenons par exemple un point fixe O et soient A;. B,, C, les som-
mets d'un troisiéme (triangle que nous avons pris de fagon que les qua-
drilatéres OAA A’, OBB,B', OCC,C' soient des parallélogrammes. Le triangle
A.B,C, est semblable anx triangles ABC et A'BC.
En effet les affixes des points A,B,C, sont

Zl—zl+zl y Li=2y+ 2y , Zy=23+ 2,
Ce théoréme est du a M. PoMpPEIU.
3. Soient ABC, A'BC' deux triangles directement semblables et O
un point fixe. Par les sommets A’, B, C' nous menons ‘les wecleurs
- >

A'A, , BB, , CC,
I
KA, = k.OA
-
B'B, = 4.0B
P
: CICI = k- C,

k étant un nombre réel. Le triangle A\B\C, est directement semblable aux
triangles ABC et ABC'.

Y M D Poupelu. ,Remarque sur la note de M. Teoportu*. Bulletin de Mathématiques
et de physique de Ecole Polytechnique de Bucarest, 1%1¢ année page 161.
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En effet, si nous prenons le point O comme origine et si nous désignons

par z, , 2y , 2432, ,24,24;Z ,2y,Z, les affixes des sommets des
triangles ABC , A‘B'C’ , A,B,C, nous avons

Z, = 2,4+ kzy
2y =2y + k2,
Zy=2'g 4 ke,
Ce théoréme est une généralisation du théoréme de M. Pompeiy. En

effet pour avoir le théoréme de M. PoxpE1y, il faut faire la méme construction,
on prend seulement £ = 1.

Fig. 1.

4. 1l n'est pas sans interét, je crois, de donner une démonstration élé-
mentaire de ce théoréme

> > .
Menons par B’ les vecteurs B'A , B'C; égaux et paralléles aux vecteurs

AR, et CC
‘A et CC,.
1 Le trialngle A,B,C, est semblable au triangle ABC gt nous avons

B,C, _BC

BA;  BA
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Mais
C.C, = BC,
et
AA, = A'B,
de sorte que
C,C _BC .
AA, T BA
Il résulte alors que
B,C C,C
1 Zle . ey
M BA, = KA,

Dautre part remarquons que I'angle A A,B, est égal a langle que fait

o
B’A’ avec AB c’est 4 dire

b
4 AAB, = < (BA', AB).

De méme on a
R b
g CCB, = <« (BC , CB).

La figure formeée par les droites BA , BC , B'A’ , B'C' est un quadrila-
tére inscriptible, et nous avons

Donc
(2) < AAB = 4 CLCBBI'

Les égalités (1) et (2) montrent que les triangles B,A,A, , B,C,C, sont
semblables et on remarque ensuite que les triangles A B,C, , A.B,C, sont "
semblables parceque

B,A, B,AB BA

EC B,C, BC
et que les angles A,B,C, , A,B C, sont égaux.
Nous avons ainsi demontre que les triangles ABC et ABC sont

semblables.
5. Considérons le triangle A, B C obtenu de la méme maniére que le

4 t
triangle A,B,C,, en remplagant seulement £ par & Le triangle A,B,C, es
semblable au triangle A;B,C,.
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Remarquons que

AA, BB, CC, &%

AA, T BB, TCC, "%~

On démontre le théordme suivant qui est du & Van AugeLr?)

Etant donnés deux triangles directement semblables AB,C, et A'B'C,
le triangle A,B,C, dont les sommets divisent dans lc méme rapport les
segments A\A’ , BB, C,C', est semblable au triangle ABC'.

6. Considerons deux triangles directement semblables ABC et A'B'C'.

Nous allons faire la rotation des wecteurs AA' , BB , CC' d’un méme

Fig. 2.

a.ng/e ¢ autour de A , B, C. Le nouveau triangle AB,C, est directement

semblable aux triangles ABC el A'BC. ’ " ' ‘
En effet en désignant par 2, , 23, 295 €1, 22y 29 Z,,2%Z,

affixes des points A, B, C; A", B ,C ;A , B, C,, nous avons

Z, — z'= (¢, — 2) &

Z, les

Donc
= (1— %)z + %2

Zy = (1 — %) 2z + €9 2

Ly = (1 — e¥) zg + €9 Z'g,

‘)> Voir Mariesis 1881 p. 106.
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ce qui prouve que le triangle A,B,C, est directement semblable aux triangles
ABC et A'BC".

Nous allons maintenant donner la démonstration élémentaire de ce théo-
réme. Mais auparavant nous allons démontrer un théoréme auxiliaire.

7. Considérons un parallélogramme ABCD et deux points fixes O et O

>
Nous allons faire la rotation des vecteurs OA et OB autour du point O, dans
le méme sens et d'un méme angle ©. De méme nous allons faire la rotation

> - =
des vecteurs O'C et O'D autour du point O', dans le méme sens que précé-

A

Pig. 3.

demment et toujours du méme angle ¢. La nouvelle figure A'BCD’ est un
parallélogramme. ’ ’ )
En effet les deux triangles OAB, OA'B’ sont égaux et par suile
A'B’ = AB. De méme on démonire que CD’ = CD, et par suite
A'B' = CD. o
Soit | intersection de AB et de A'B". Les angles’OAB , Of\Bte'fan:
égaux, le quadrilatére OAA'L est inscriptible et par suite I'arlgle A!A lez egf;t
4 . On démontre aussi que Pangle que fait CD avec C'D’ est égal a @,
ar suite les droites A’'B’ , C'D’ sont paralléles. )
P Il résulte ators que la figure A’'B'C'D" est un parali¢logramme.
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- 8. Maintenant nous pouvons faire 1
au No. 6.

Par le point B monons BA" ¢pal et 1 A _ .
et paraliéle & B'C'. gal ef paraliéle & B'A’ et ensuite BC

a démonstration du théoréme énoncé
égal

. . e
Faisons la rotation du vecteur AA” de Fangle « autour dy point A et

soit A, le poi.nt ainsi obtenu. De méme faisons la rotation du vecteur éf
autour du point C, d'un angle o, et soit Cy le point ainsi obtenu,

A

Fig. 4.

D'aprés le théoreme du No. 7, il résulte que les figures BB,A\Aq BB,C,C,

sont des parallélogrammes. Les triangles ABC AﬁBC,’ sont :;;Ec :ggtéx
et pour finir la démonstration il suffira de prouver que les triangles , AabLy

sont semblables. . ‘ .
i »C" sont semblables. On voit sans peiné que
b e . o el triangles ABA,, CBC,

. ite les
triangles ABA” , CBC" sont semblables et par suite : sont
sont aussi semblables. Il résulte alors que les triangles . BAC, BAC,
semblables et le théoréme est démontré. . ; théo-~
9. Pour finir faisons encore une remarque qui nous conduira & un

réme dé géométrie élémentaire.
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Considérons le triangle ABC dont les sommets ont pour aftﬁxes 2, ,a ‘;a;:;
et nous construisons le triangle A,B,C, dont les sommets ont pour

| 1 . 1
Zi=v, » BT 2z,

Z,= -

Z-Qés
Ces deux triangles sont directement semblables.
En effet ona:

Zy (24 — 23) + Zg (25— z) +Z5 (2 - zg) = 0.

o«

Fig. 5.

Cette remarque nous conduit au théordme suivant.

Considérons le triangle ABC et deux points fixes O et M. Nous allons
construire les triangles OBc , OCa , OAb respectivement semblables aux
triangles OMA , OMB et OMC. Soient A’ , B’ , C' les inverses des points

a , b, ¢ par rapport au point O, la puissance d’inversion étant quelconque.
Les triangles ABC , A'B'C’ sont inversement semblables.’
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Eu effet le symétrique du triangle A'B'C’ par rapport 4 OM, est justement
le triangle A,B,C, dont les sommets ont pour affixes Z, , Z, , Z,.
Nous allons donner aussi une démonstration élémentaire de ce théoréme.

Remarquons d’abord que
&4 AOB — < COa — (g4 AOs — <& AOC)
= g MOB — (4 MOC — < AQC)

= 4 MOB — < MOA,
c’est a dire
< AOB = <4 AOB.

D’autre part, nous avons :
OA’ k k 0 06 Oc OA OM

OB ~ 0z ©Ob Oa Oc Oa OM OB

OA

OB’

Il résulte alors que les deux triangles OA’B’ OAB sont inversement

semblables.

On démontre aussi que les triangles OB'C’ , OBC sont inversement
semblables, d’ou résulte immédiatement que les triangles A'B'C' , ABC sont

inversement semblables.

Manuscrit regu le 1 Novembre 1930.



