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SUIZ-ES DD, POLYNOì4ES 3T

,ce cas'IÍr suite (l) 'possède au moins un élément d'ordre zr¿. Nous
,appelons indice cørøctë.r'istiqtte la plus petite valeur. de za pour lequel

p (n)-n:m .

Nous disons qu'une suite est complète si tous ses éléments ont
rmême ,ordre, une suite complète est nécessairement d'ordre fini et son
¡indice caraotéristique est 0.

Si zr¿ .est inlìni la suite est d,'o,rilre i,rtfini. Une telle suite ne peut
.rpas être cor4plète et n'admet pas d'indiee caractéristique. Nous appe-
ilons classe de la surite (1) le nombre fu tel que

p(0)<0, p(I)<0,,.. p(h-1)<0, p(k)>A.
Une suite d'ordre négatif m esf, au rnoins de classe -zl¿ .

Nous ,posons

(;) : 
' 

(') :0, j> i'.

I.es accents désignant des dérivées, nous disons qu'une suite de
.,classe /c et d'ordre -,fu est normale si

,(3) 
à(])Ptï+o

. i:0, 7, 2,.. .

On voit que les plemiels membres sont des nombres.
Nous désignorìs par [P] la suite (1). Lorsqu'on envisage plusieurs

:suitesl[P], IQL... on désigne par vt(n),q(n),... le degré despoþomes
)Pr, Q.nr.,.

Torltes les ,relations que nous écrivons enfre plusieurs poþomes
:sont vérilÌées identiquement par rapport à ø.

2. L'algèbre d,es sui,tes d,e polynomes. 10. Nous désignons par [0]
¿:la suife nulle.

20. La suite
Po:1; Pn:0, n) 0

.est Ia satie unité cet sera designée par [1] . EIle est normale et de
,classe 0 .

La suite
Pt:1, Pn:O, n+k

+est lø suite untté ile cla,sse k, [],]*.
30. Deux suites [P] , [Q] sont égøl,es si, el. seulement si

Pn: Q¿

n:Q, L, 2,,...

SUR LES SUITES DE POLYNOilTES;

par

T.. Popoviciu,
Ancien élève de I'Ecole Normale Supérieure de Paris'

Rcçue le 4, décembre 1980-

M. R. Llcn¡.rven dans un mémoire paru, dans les ,Acta Mathe-
maticao (t) a etndié les suites de nombres d'un point de vue algéhrique.
1l en a fait des applications poqr certaines suites de polynomes. Dans,
Ie présenttravail, nous allons compléter ,,I'algèbre des suites de nombres"
par une 

"algèbre 
des suites de polynomeso. Nous aborderons dans.

d'autres mémoires les applieations.
Nous ne donnons que des défìnitions et des résultats. Les dé-

monstrations eonduisent souvent à des calculs un peu longs mais ne.
présentant aucune difficulté.

7, Døfinótóon õl¡'une swite de pol,ynomes-. Considérons une suite de'
polynomes en ø

(1) Pô, Pi ,...Fn,...
pris dans un ordre bien détenminé. Cet ordro est caraatérisé par le.
nombre z qui est l,'ùnd,i,ee oa le rq,ng dir polynome P;,. Désignons par
yt (n) le degré dra polynome Fn. Si Pn, est ident,iquement nul5 nous sup--
posons qrac p(n) a, une. valeur'négative øu,ss'i, grand,e qw'oru ueut, I.&.

différence
(2) p(n)'-n

est l,'ord,re d'urpoll¡nome F;. Sir p(n) {0, donc si, P},, estridbntiq,¡rement
nul nou,s disons qu'il est dlor.dre -oo .

Si; les ordres do tous les éléments d'une suite sont égaux à -oo,
nous disons q¡re cett'e, suite esí:. la,. suite nulle, Four toutes les autres.
suites les ordnes des. éléments ontr une limite. supélieu.re r¿ finie ouL

infìníq Si ra esü fini noue. disons que la, suitê es| d'ordne fi,ni, m, Dans

' (.,),R [¡.on¡.xon.,,Mémoine sur les suites-de Bolynonresf Acta, Matb, 51 (1928)¡
p. 201-
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olasses des suites ajoutées. Dans la formule

on a en effet tRl:tPl+tQl

r (n) < max [p (n), r1(n)]

Quelle que soit la suite [P] on a

IPI+ tOl:[Pl .

L'oldre d'urr ploduit est au pìus égal à la somme des ordres des
facteurs et sa classe au moins égale à la classe de la suite multipliée.
On a en effet

r (n)< max [q (0)+p,("), q(L)+r)ít?,)-\ q(2)+pín)-z,. ..q(pt(n))tr
où

pt@):max[p(n), p(n- 1)+1, p(n-2)t2,...,þ (0)+"] .

Si I'un des facteurs est [0] le produit est égal à [0].
Pour les suites normales de classe 0 la réciproque est vraie, mais

dans le cas général le produit de deux suites non nullespeutêtrenul;.
pal exemple pour les suites :

tP] ø,0,0,,..0,...

tal 7, -:t:, Ur? " "'-l)i* " "
on a 

tor.tpr:tor
Connaissant le produit de deux suites, on peut calculer uue puissance
entière positive quelconque. Nous désignerons par [P]', ou [r,Pl la mè-"
puissance de la suite [P]. Nous posons par définition .

lP¡o:[oPl:ll] .

Nous avons alors pour m rlc enliers positifs ou nuls

. lPj-. [Pju: lPl'+ft ; {[P]'it : [P]'/,.
Il faut dire encore quelques ,mots sur kt, d,iuision élémenta'i,re des

suites.
Nous disons qu'une suite [P] est d'iui,sible ìt qat¿che par la suite

[Ql s'il existe une suite [Rl unique et bien déterminée telle que

(6) tPl:lol .tnl .

L'équation (6) n'est pas toujotrrs possible .en [Rl et si e]le est possiblo

la solution n'est pas toujours unique.
Si [Rl est la suite [l] nous disons que [P] a Lìne in"uerse ù gauche"

Désignons par [P];1 cette inverse. Nous avons

[el . [P];r:[]

38 T. POPOVICIU

Nous écrivotls
lPl:[Q]

40. Le produit d,'une suite [Pl par un nombre I est par défìnition¡

une nouvelle suite [Q] donnée Par

Qu:l Pn

n:0, l, 2,. . . :

Nous ecrivons
), . [Pl: [r r,]

-P] est la suite o¡tposée cle [P] et esl égaie à -tPl. ,

l¡0. La slnnnxe de deux suites [P], [Ql est une nouvelle suite IR]{

définie par
Rn: Pn * Qn

r¡:0, 7., 2,, . ,

Nous écrivons
tPl+ tQl : [R] .

60. Le prod,uit ë,\émentaire de [P] par [Q] est une nouvelle suite'

[R] définie par les égaìités

(4) n:0, I, 2,, ..

on vérifìe facilemenb que le second mcmbre con[i¿nt un nombre'

fini de termes. Pour les suites cl'orclre négatif ou nul nous pouvons"

écrire les formules eondensées

R.:åo,Lå ltr),,::_;),

(5) ào p{r-f
n-/ r,:0, 1, 2,'...R, tt 1,

j
i\ous écrivons

[Q] . [P]=tRl.
Les rléÊnitions 40, 50 permatlent de trouver la d'ifférence d.e delur

suites.
L'égalité et l'addition des suites jluit de toutes les propriétés dé'

l'égalité et de i'addition ordinaire.
La multiplication . élémentaire es[ associativo et distributive par,

rapport à I'acldition mais elle n'est pas en général commutative. Si, l

IQI.IP]:IP] .[QI : '

nous disons que les suites [Pl, [Q] sont permutøbles. La suite unité est¡

permutable avec une suite quelconque.

La multiplication par un nombre non nul ne change pas I'ordre,
la classe, la normalité et Ia permutabilité d'une suite.

L'ordre d'une somme est au plus égal au plus grând des oldres
d,es suites ajoutées et sa classc att moins égale à la plus petite des'
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,ef introduisons la notation suivante

Íor, nrr...øpl:

I q ø1.. ,o'Í'' oT

I a2 al. . .o5'' o'i

L a, art. . . af;-z u,[

Considérons maintenant Ia suite [",P] defìnie par les relations

mPn: >
n¡rn-2r,'n¡ n! n2 hg ' ' ' "nk

. tuÍo), uf'), iJf;t1-nz),. .. IJy''*"2* "' tn¡,¡,

n:Or 7,2r,,.
[a sommation étant étendue aux valeurs positives de rùt, ,nz,t..,7ùk
vérifiant l'égalité 

n¡rn2* . . .-r nr-:n
/r prenant toutes les valeurs possibles.

On montre que si m es| entier

{7) [.p]:[p]..
On démontre ensuite que

[,"P] . ¡n,e¡:-[,,P] . [.P] : [.+,n,P]

[.'['Pl I 
: [,,[.' P] I 

: ['.'Pl
nous pouvons donc garder l'égatité (7) comme défÌnissant wne pwr,ssance
.guelconqwe de la suite [P], normale ot de classe 0.

Ona

,_>"(') ^E",': [ZUl rÍ') .

Par exemple pour Ia suite binome normale et de classe 0

Po, Pt,0,0,...0,.,.
'on a 

n'Pn:Pn ' [uáo) ,u5,l ' 
u5rr ,"' uf)]

Le nombre [U60), UÁ¡) ,. . . Uy)] généralipe le nombre (,i) et se réduit à
ce dornier pour P/r:9.

Si P'r+0 la série

å tul" , u['), . '. uy)l
n:l

.€onvorge absolumont quel gue soit m. 0n démontre en effet sans

d'or) on dérluit que la suite [P] est divisible à gauche par toute suite
admettant une inverse à gauche.

D'une façon analogue on défìnit la d,iuision ìt rlroite er i'inuerse ìt
d.roi'te lPi¡r. Porrr que [PJ;t existe it faut que la suite [pJ soit de cìasse 0.

si une suite [Pl a une inverse à gauche et une inverse à clroi be

et si

[P]¡': IP]t'

nous disons qu'elle esL inuersible. Nous désignons alors par [p]-r 1,¡n-
verse de [P]. Toutes les puissances entieres d'une telle suite sont de-
terminées.

3, Nous allons signaler quelques propriétés des suites normales.
Le prod,uit d,e d'ewr suires normales est ut¿ie swite normale d,e cl,øsse

égale ù, lø somme des classes d,es facteurs
Posant

lal .tPl:[Rì
nous avons

I a1 ø1. . .o\''
I ø2 ø1.. .of

L a¡, ørt. . . ofru

à(;i)R'il,u: {à (}) a'i+,|lå ('ï') otil
i:0, 7, 2, .

.lc ,lc' étarÍ. les classes de [Pl ct [Q] .

II en résuite que le produit de deux suites normales est toujours
différent de [0] .

Towte su'ite norntøl,e de classe 0 cst inuersi,ltle et son inuerse est
erueore une swite normøle de classe (),

Soit [-rP] la suite inverse; on a

l,ài;l-,,i' I l,¿i;i oÍ' 
I 
:1

. i:0, 1,2,,..

Les sutles n,ormales de clq,sse zéro forment un groupe. Ce groupe
n'est pas pernrutable, mais iI contient de sous-groupes perrnutahles.

Nous connaissons déjà une puissance entière quelconque d'une
suite normale de classe 0.

Posons

ui:å[jJ 
'jï,
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La puissance [P;[ø]1. : [,,P;[.a]l est donnée par

43::

difficulté que

lupl'
n etant égal à '* * T suivant qoe n est pair ou impair.

4. Bur rtruelques suites pa,rticulières. Désignons par [a], [ö], . .. les,
suites de nombres, donc les suite (1) telles que p(n)< 0 æ:0, 1,2,...
Une suite de nombres est toujours normale. Son ordre est égal à sa,
classe changée de signe.

Les swites de nombres de classe 0 forment um slusgrlupe perrnu-
tabl,e d,w groupe d,es suites nor'males de classe 0.

Uno suite normale de classe 0 permutable avec une suite de
nombres de classe 0 n'est pas nécessairement une suite de nombres".
Si la suite de nombres a tous ses éléments différents de zéro toute-.
suite permutable avec elle est une suite de nombres

Considérons les suites de la forme

(8) Pn:a,# , rt:0, I, 2,...

Ces suites sont caractérisées par la suite de nombres [ø]. Nous ,

les désignerons par [p; [ol]. Pour qu'une telle suite soit normale il faut
qu'elle soit de la classe 0. Les conditions de normalité sont alors

| , ,.

>l f il a¡#o
i:o '" '
,i:0,, 7, 2,... \

Les swites norm,ales d,e lø forrne (B) forment un slus.grlupe 1ter'--
mula,ble d,w groupe des sui,tes normales d,e cl,asse 0.

La suite inverse

[P ; [o]l-': [-rP ; [-'ø]l
est déterminée par les équationr 

,

iåt;l_,,,11äi'J.,1 :
n-0 I, 2,...

Le produit
tQ; t¿ll .[P; [n']: [n; t']l

est déterminé par les équations

i:0
(å

lluåo),u.),...u',)JI . ,(i),. >r '-- 
"r1p;y 

Z^
n

a
à lT) ^^,:

't t,

n:0, 7, 2,..,
Des équations (9) nous tirons facilement

,.: ) n r,(älï) ",_*): å l;,1,, (å (lJ o"_* )
Si les séries

ùønzn , \bna"
convergent à I'intérieur des cercles de rayon respectivement éga ¿ Ra ,-
R¿ . la série

Ðc,z"
converge certajnement à I'intérieur du cercle de rayon

rl_ I"'-[';*]f;*ll
mais elle peut éventuellement convelrger' à I'extérieul de ce cercle. :

5. La suite [A] est une suite harn'r,oniqt+e si

Ao:ctu, A'u:Ar-, , n:7, 2, , , ,

Une telle suite est caractérisée par uoe suite de nombres [ø] et.
ona

. A,:# r,+ åfr *n-t , ... * a, .

Toute suite harmonique est normale et de classe 0 . Envisageons
les suites plus générales de la forme

Pn:Øn Ao , n:O, 7, 2, . . .

[A] étant une suite harmonique. Désignons ces suites par [P ; [ø] , a] ..

Les suites de cette forme sont normales et de classe 0 si ø+ -1 ,
El,le forment un growgte. La suite inverse. [-rl';[-rø] , -ra] est telle quo,

-p: -; ?r+ q'

et la suite [-rø] est 1,elle, que la suite

-rao, - _1x1 , -ta¿, . .. ( -l)'-p.n ,...

est I'inverse de [øl .

n

(nr')Ø
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Le produit
[R;[r],cl:[Q;[p] ,/,1 .[P;[a] ,øl

s'obtient par les formules
c:a-l-b+ab

,' T,: 2 bí @l \)t øn-i a,,-¡ p ¡
f-0

n-0, 71 2r...
Pour la puissance

l^P ; l.al, -el:[P ; lø], al"
'on a en général

n,a,-(a* 1)"-1.
On uoit que ce groupe n'est pas permutable.

6, Trønsforrnat'ion d,'wne su,i,te par ralrytort ìt, wne suite fond,ømem-
-tøle. Une suite sera ditø fond,atnenlal,e st elle ost normale et de classe 1.
Soit donc une suite fondamentale

{C] Go, Gt,...Gn,...
où Gs:Q, Gt:ct" *0. Nous considérons les puissances entiètes posi-
tives [-G] de [G]. La suite ['Gl est normale et de classe r¿. La suite
,[G] sera désignée aussi par [¡Gl. t a suite [6G] est la suite unité¡

Nous appellons transformée de lø su'i,te [Pl pør rapport ù, lø suite

fond,amentale lÇl la nouvelle suite

01 Qo, Qr ,. . Qn ,.. ,

,obtenue par les équations 
n

(10) P :> Q¿.¡ Go
¡:0

h:0, 7, 2r...
La suite t0] est complétement détermínée par ces équations

Buisque
n-l

rGr: ll

(1 1)

n:0, I, 2r,.,
De cette façon le prod,uit d,es transformées de dewr suites est égat:

ù la trønsformée d,s l,eur prod,u'i,t élémenta'ire.

0n voit que la multiplication élémentaire correspond aux suites -

prises par rapport à la suite fondamentale

0,1,0,0,...0,...
La suite fondamentale [Gl a été prise elle même par rappolt à

cette suite.
Soient [G] , [Hì deux suites fondamentales. D'une manière générale

la transformée [P lH] par rapport à la suite [G] est une suite [Q lGl;,
délìnie par les égalités

'nn

)t,.¡If,:)Q, 'c,t:0 i:.0
n-0,1,2,,.,

Désignons par [G I Gl la transformée de la suite fondamentale

(12) o, 1,0,0,,,.0,...
par rapport à [G]. Cette suile est donnée par les égalités

s" ^ )r n:r
Z^u''it:r':l 0 n+l

La suite IG I G] est lø réciproqwe de 1G/. Nous pouvons calculor-
la 'rnème puissance entièro positive [-G I G] de [C I G]. On trouve que..

cotte puissance est donnée par les équations

-Go:,,Gl : .,' :,rçrn 
= r -- 0

j*,,*"-,å (å 0,,G,)i,¿ t;l (å''"o,)"'']

Le produit

est défini par les égalités

.qUITlr'S DE, POLYNOÙIES

t0 I Gl .tP I Gl=-[R I GJ

46-

,:0
(i) c1i,)+ o

n

J 1 n:vn.
\ o'n>*m:1, 2, 3,.. .

'expriment justement Ia normalité de la suite fondamentale, Nous re-
garderons la suite transformée comme éT,anl prise par rapport ìt lø suite

lG) et nous la désignons par [Q I G] .
Pour les suites prises par rapport à une suite fondamentale nous

pouvons établir aussi une algèbre, Cette algèbre sera cøra,ctérisée par la
.+nulti,pli,cøtion.

Z*G''iGn_
On a égalemeni

'Go:'Gl: "':.G^-I:0

9.n,.,G":11 n:rn'
zr l0 nlnt,



46 T. POPOYICIU SUITES DE POLYNOÌIES 4T

Citons elrcore les folmules 6 : Les quantités du premier membre sont des nombres, En effet on
ia dans ce cas

At, J:0 si i 1i + lc

n :1 , 2,..
Si on considère la suite réciproque par rapport à la suite (12)

'elle est aussi une suite fondamentale. A l'aide de la suite réciproquo
rles formules (10), (11) peuvent s'écrire

'donc
k

j + mGt+r. Bl+ nt1 Dt : *!nG*+ m. ntGm. Ak + nr, m :

n

ì- .,

: o¡i,o¡.,.*G- Z-g(ä ('; l) ril" r *,c'i;';:')
Q,=)P,.¡Gu

r.:0

n,:0r7r2r... On voit donc qu'wne sutte normale se translortne en u,ne sui,te

'mormøle.

On en décluit encore qte l,ø transformée pa,r røpport òr, [G] d,'ttne
.:suxte mornxa,le d,e classe 0 ad,met utl,e 'inuerse qui est égale ù, l,a, trans-
. lorrnée d,e l''inuerse

La multiplication des suites de nombres prises par rapport à une
,suite fonclamentale [G] se fait o'après la règle ordinaire

a--O

(;
\': o )[¿(;)[ã,,,n,ì''."]i

1,2r..,

Rn iGn Qr. 
" 

Go

r.:0

m 0

' Supposons en particulier qu'il s'agit de suites d'ordre négatif ou
,nul; nous pouvons écrire ,r:2Øn-¡bn

i:0
.donc :

Les suites ile nombres d,e clqsse 0, lø | G) lorment um sous-groLipe

¡permuta,ble du grou,yte d,es suttes normales de classe zéro.
Soit [Hl une suite normale de classe l. Les suites [P] de la forme

R :>0,(ãi r,Gn.u,*,,ì n 0 1,2,.'.
.,!

.où ,
i-i

Bt,j:);Gr+i,A¡,r+ t
r:0 n

l
4,,,,: ) (t) [) *..n'-')

(i-rt
P,: )ai.iH,

i:0

n:0, i,2.,,,

.a¡ étant des const4ntes, forment un groupe permutable.
8. 0n pourrait étudier encore diversès autres questions relative-

ment aux suites de polyncimes, L'étude des suites jouissant de propriétés
particulières conduit à des identités intéressantes, comme l'a fait M.
I¡ÀGRÀNGE pour les suites de nombres(t). Nous faisons reìnarquer encore

-,que la conception de M. Llcnlwca est la suivante: On associe à une
.-suite de nombres [cl] Ia série de puissances

¡- 0

7. La classe et I'orilre d'une suite sont invariants par rapport à
,une transformation. L'indice earactéristique est aussi indépendant d'unc
trasformation. La permutabilité est une propriété invariante par rapport

.,à une transformation.
Si la suito [P I Gl est prise par rapport à la suite fonrlamentale [Gl

''nous disons qu'elle ost norrnal,e si elle est de classe ft, d.'ordre - È et si

k

)r* ^Go¡o, B¡ +r,,* o ao*ez*a222*".laoz'+.
m:0,7,2r,, (') loc. cit,
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Depuis plusieurs années le problème suivant a occupé les anarystes-
Soit P une propriété donnée dont les ensembles linéaires peuvent

jouir ou ne pas jouir (p. e. la propriété d'un ensemble d'être non vide,
ou de contenir un seul point, ou d'être infini, ou d'être clénombrable,
ou {'être clairsemé, ou de contenir un sous-ensemble parfait, etc.). I/
étant un ensemble plan, désignons par I'p (H) l'ensemble de tous les
nombres réels ø, tels que I'ensemble (linéaire) de tous les points com-
muns à H et à" la droite x : a jouit de la propriété P. Le problème
mentionné est le suivant:

F étartt une lamille d,onnée iles ensernbles d,e poi,nts situés dans le
plan, et P une propriété d,onnée des ensembles li,néa,ires, déterminer lø
fami,lle Q d,e tows Les etzseml¡tres Ip (H), où H est un ensernble (vøriabte)
de lø fømille F.

Le but de cette Note est de résumer les solutions connues d.e ce
problème lorsqu'on spécialise la propriété P et la famille F, et de traiter
qr"relques cas qui n'étaiont pas encore étudiés.

Quant à la famille F, ce sont .les cinq cas particuliers principaux
qui ont été traités les plus souvent:

la famille F¡ de tous les ensembles plans fermés,
la famille F2 de tous les ensembles plans F, (: sommes d'une

infìnité dénombrable d'ensembles fermés),
la famille F3 de tous les ensembles plans Ga (: complémentai-

res aux ensembles F,),
Ia famillo Fa de tous les ensembles plans mesurables -B, et
la famille F5 de tous les ensembles analytiques plans.
Les familles @ eorrespondantes seront dans la suite désignées

respectivement par @r , Qz , Õ3 , O4, Q5 .

Mathematica V, +

48 T. POPOYICIU

Le lecteur s'en apercevra faciloment que nous associons ìt, la suit6,

[P], l,' opérøl'i,on lonctionnelle :

po -l- pr D + P2 D2+... + PnDo + D:!
d'æ

Ce nouveau point de vue nous a permis de généralisel Ia théorie

tle M. L^ton¡rccn, Nous I'avons déjà exposé dans tln mémoiro antérieur'

où nous en avons donné quelgues applications. En particulier nous avons:

donné des propliétés fonctionnelles intéréssantes pour les suitcs úimo--

ni,ales, que M. LlcR¡,rvce a également étudié sous Ie nom de suites'

d,'interpolation(t).

1t¡ Voir T, Popovrcru ,,Asupra unor polinoame remarcabiìe". La note à la fin
'du mémóire. (Autographié 192?).


