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SUR LN]S SUIltrS DE POLYI{OTTES

par

T. Popovicin
.t\ncien élève de I'Ecole Nolmale Supérieure de Paris

Rcçue lc 4 dócembre 1930.

lU. R. L^rcruNGE dans un mémoire paru dans les ,Acta Mathe-
malicao (t) a etudié les suites de nombres d'un point de vue algébrique:
Il en a fait des applications pour certajnes suites de polynomes. Dans
le présenttrayail? nous allons compléter ,,I'aìgèbre des suites de nombreso
par une ,aìgèbre des suites de polynomes6. Nous aborderons dans
d'autres mémoires les applications.

Nous ne donnons que des définitions et des résultats. Les dé-
monstrations conduisent souvent à des calculs un peu longs mais ne
présentant aucune cliffìcuìté.

1. Déftnition d,'une swite de poi,ynomes. Considérons une suite de,
polynomes en ø

(1) Po, Pr,..,Pn,,..,
pris dans un ordre bien déterminé, Cet ordre est caractérisé par le
nombre ø qui est l'ind:iee ot le rang du polyoomc Pn . Désignons par
yt (n) le degr'é du polynome Pn . Si P, est identiquement nul, nous sup-

Bosons que yt(n) a une yaleur négative a,css,i qrande qn'on aeut. Lù
différence
(2) p(n)-n

esl I'ord,re du polynome Pr. Si p(") a0, donc si P, est idenliquement
nul nous disons qu'i-l est d'ordle -oo.

Si les ordrcs de tous les éléments d'uile suite sont égaux à -oo,
nous disons que cette suite es| la, sutte nulle. Pour toutes les autres
suites les ordres des élérnents ont une limite supérieure m, finie oa
infìnie. Si n¿ est fìni nous disons gue Ia suite est cl'ord,re fini, m. Dans

(r) R. L,4.cRÀNen,,Mémoire sur les suites de polynon^es' Acta Math.51 (1928)
p, 201.
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ce cas la suite (1) possède au moins un élément d'ordre zr¿. Nous

appelons indi,ce carøetéristi,que Ia plus petite valeur de za pour lequel.

' P (n)-n:m '

Nous disons qu'une suite est complète si tous ses éléments ont

même ordre. Une suite complète est nécessairement d'ordre fini et son

indice caractéristique est 0.
Si ra¿ est infini la suite est cl,'oròl,re fut'fi,ni'. Une telle suite ne peut

pas être complète e[ n'admet pas d'indice caractéristique. Nous appo-

lons cZøss¿ de la suite (1) Ie nombre k tel que

p(0)<0, e(1) <0,... p(k-1)<0, 1'(k)>0.
Une suite d'ordre négatif nx esí au mojns de classe -m.
Nous posons

(:) :!+#=P, (,) :0, j > i.

I¡es âcconts désignant des dérivées, nous disons qu'une suite de

classe k et d'ordre -k est m.ormale si

(B) à(')PYf +o

'i,:0, L, 2,...
0n voit que les premiers membres sont des nombres'

Nous désignolrs 'par [P] Ia suite (1). Lorsqu'on envisage plusieurs

suites [P], IQL ... on tlésigne par p(n),q(n),... le degré'des polynomes

Pn, Q,nr...
Toutes les relations que nous écrivons entre plusieurs polyrromes

,sont vériliées identiquement par rupport à, r,

2. L'algèbre d,es suites d,e gtol,ynomes. 10. Nous désignons par [0]
lla suite nulle.

20. La suite
Po:1; Pn:Q, n) 0

.est Ia sulle unité et sera designée par [1] . EIle est normale et de

.classe 0.
La suite

P*:L, Pn:Q, n+k
esl la, sui,te wni,té d,e cløsse k, lllu .

3Q Deux suites [P] , [Ql sont égal,es si, et seulement si

Pr,:Q¡- m:0, l,2rr,.,r
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Nous écrivons
IPI:tQI

40. Le produit d'une suite [P] par un nombre À est par définition
,une nouvelle suite [Qf clonnée par

Qu:l Pn

Nous écrivons 
n:o' r' 2" ' '

), . [Pj: [), P]

--Pl est la suite opposé,e de [P] et est égale à -tPl.. 50. La somme de deux suites [P], [QJ ost une nouvolle suite [Rl
défìnie pal

R,-_-Pn*Qn

Notrs écrivons 
n:o' 7' 2' ' ' '

tPI+ tQI: [R] .

: 60. Le prod,wit éI,émentai,re de [P] par [Q] est une nouvolle suite
,{Rl defìnie par les égalités

,(4) R":å o,[,å ij) 'l;,] , n:0, !, 2,. .
. j:t

0n vérifie facilemenf que Ie socond membre contient un nombre
fini de termes. Pour les suites d'ordre négatif ou nul nous pouvons
'.écrire les formules eondensées

,(5) n:0, Í, 2r.,.

Nous écrivons
lQl.[P]:[Rl.

Les défrnitions 40, 50 permettent de trouver Ia d,ffirence de d,eax
:suiteS.

-L'égalité et I'aildition des suites jouit cle toutes les propriétés de
:l'égalité et de I'addition ordinajre.

La multiplication élémentaire est associativo et distributive par
',rapport à I'addition mais elle n'est pas en général commutative. Si

tQt . tPl: [P] . [Ql

nous disons que les suites [Pl, [Ql sont permutabl,es. La suite unité est

,¡lermutable avec une suite quelconque,
La multiplication par un nombre non nul ne change pas I'ordre,

.la classe, la normalité et Ia permutabilité d'une suite.
L'ordre d'une somme est au plus égal au plus grand des ordres

des suitos ajoutées et sa classe au moins égale à la plus petite des

R":å r Lå ?),yl),
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olasses des suites ajoutées. Dans la formule

[n]:[elf [Q]
sn a en efÏet

r (n) < ma:c [p (n), qþt)J .

Quelle que soit la suite [P] on a

tPl+ tOl:tPl:.
L'ordre d'uu produit est au plus égal à Ia somrne des ordres des;

factours et sa classe au moins égale à la classe de la suite multipliée.
On a en'effet

r (n) < max [q (0)+pt("), q(I\¡p{n)-L, q(z't+pú")-2,. . . q,(pt(n))ll
ou

p 1(n) : max lp ("), p (n - I) + I, p (n - 2) * 2,, . ., p (0) + nl .

Si I'un des facteurs est [0] le produit est égal à [01.
Pour les suites normales de classe 0 la réciproque est vraie, mais:

dans le cas général Ie produit d,e deux suites nori nuìIes pent être nul;:
par exemple pour les suites

[P] n,0,0,...0;...

. t0i !, _n, * ,. . .r-Ð*i* ,.",
onA

lQl . [P]:[0],
Connaissant le produit de deux suites,, on peut calculer une puissânce'
entière positive queloonque. Nous désignerons par [Pl', ou, [rF], la maè'""'

puissance de la strite [P]- Nous posons par rléfinitiòn,

lplo: [ot ]: [,1]'.

Nous avons alors pour m ,h entiers positifs ou nuls

lPl-. lPj',:IPl.+k ; {iP]"}k: [Pl'ft.
Il f'aut dire eneono quolques ,rnots suti l'ø d,iui'sion élëmentu'iìre des.

suites.
Nous disons qu'une suite [P] est d'iui'sible ìi' ga,uclie par la suite'

lQl s'il existe une suite [R] unique eb bien détenminée telle que

(6) [P]:lQl .tRI .

L'équaüion. (6) n'est pas touj-ours possible en [Rl. et si o]l'e est ¡rossible
la solution n'est Bas toujpurs unique.

, j Sir [R[ est la suite' [1] .rnous disons Sue [Ël- a une 'htuerse à, gøuohe;

ìésígnons, par [P]s1 cette invense., Nous avons,

üPj.. [,P1"-':[.1]j

"496
.T. 

POPOVICIU

nd'où on dérluit que la suite [P] est divisible à gauehe par toute suìte
;ailmettant une inverse à gauche.

D'une façon analogue on définit la d,iuiçton òt droi,te et l,'imuerse ù,

.dro'i,te IPJ;I. Pour que [P];t existe ilfaut que la suite [P] soit de olasse 0.
Si une suite [P] a une inyerse à gauche et une inverse à droite

^et si

[PJt':[Plt'

rnous disons qu'elle 'esl. inuersible. Nous désignons alors p4r [P]-1 I'in-
'verse de [P]. Toutes les puissances entières d'une telle suite sont dé-
:'terminées.

3. Nous allons signaler quelques propriétés dos suites normales.
Le prod,utt d,e d,ewn suites narmøles est une swite pormøle d,e elqsse'

'égale ìt, la somme des classes des facteurs
Posant

lQl .[P]:lRl
"üïìous avons

J*lî-*r:' {å
,i:0, 7¡ 2,

:'ilc ,kt étant les classes de [P] et [Q] .

Il en résqlte que le produit de doux suites normales est toujours
,djfférent de [0]

Toute suite normal,e d,e classe 0 est inuersible et son 'inuerse eet

,¡aTrcora ume swi,te norrna,le de cl,a,sse 0.

Soit [-rPl la suite inverse ; on a

Ër;i-,'j,, llà[1),f, I :,
,i:0, I, 2,. . .

' Les swites normales de clusse zéro forment un groupe. Ce groupo

rn'est pas permutable, mais il contient de sous-groupes permqtables.
Nous connaissons déjà une puissance entière quelconque d'une

:.suite normale de classe 0.
Posons

uy,:å(3,l 
'jî,

i:o
(; (') or, llä('i\,yt,l

t
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et introduisons Ia notation suivante difficulté que

(e)

lor, orr..,ønf:

L q ø!...ø\''
I ø2 al. .-. of;t

(r,\ n

lluåo),u['),...uf)] I .;#ry) tug., l'
n n-L

n êlanl égal à i "" 
'î suivant qtre n est pair ou impair.

4. Bur rtruelques su'i'tes particulières. Désignons par [ø], [ó], ' ' ' Ies

suites de nombres, donc les suite (1) telles que p (n\ < 0 n:0, I,2, ".
une suite de nombres est toujours normale. son ordre est éga,l à sa

classe changée de signe.

Les swites de mombres d,e classe 0 forrnent um sïus-growpe pertnu-

table d,w groutr)e d,es suites morrnales de elasse 0.

une suito normale de classe 0 permutablo avec une suite de

nombres do classe 0 n'est pas nécessairement uno suito de nombres.

Si la suite de nombres a tous ses éléments différents do zéro toute

suite permutable avec elle est une suite de nombres.

Considérons les suites de la forme

(8) Pn:an# , n:0, I, 2, "'
ces suites sont caractérisées par Ia suite de nombres [ø]. Noué

les désignerons pal [P; tr]1. Pdur qu'une telle suite soit normale jl faut

qu'elle soit de la classo 0. Les conditions de normalité sont alors

\]2 øi+0l
'i,:0, L, 2r.. ,

Les swites normo,les d,e lø forrne (8) forment un sTus-groupe per-

rnutq,ble d,w growpe d,es su'i,tes norrnales d'e cl'usse 0'

La suite inverse

[P ;[o]l-t: [-rP 
' 

1-'ø1ì

est déterminée Par les équations

| å l'i) -,r,1 { å [i) ., ] 
:'

n-0 1r2,. . .

Le produit
lQ; t¿ll .[P ; loll: [R; [c]l

est déterminé Par les équations

Considérons maintenant la suite [-P] definie par. les r.elations

mPn: >
qrÇ,,n¡, nt n2 'lLs '" "rrk

. tuáo), u["') , iJt'+"'),.. . u["' +n2+ -'+nk)-

n:Or 71 2r.,.
la sommation étant étendue aux valeurs positives de rLt , 7t2 t , . . rùþ.:

vérifiant l'égalité 
nlrn2* ,..-r n*-:n

È prenant toutes Iss valeurs possibles.

0n montre que si n¿ est entier

(7) [n,P]:[P]'n.
On démontro ensuite que

[,P] . [,,,p]:[",,PJ. [.P]: [.1.'Pl
[',['PJl: ['t.'P]l : ['.,P1

nous porvons donc garder l'égalité (7) comme définissant wne pwì,ssa,nce,',

quelconque de la suite [P], normale el de classe 0.
Ona

à(,)^P,t,:(¿(;l 'Í,)
Par oxemple pour la suite binome normale et de classe 0

Po, Pr,0,0,...0r...
ona

^pn:pf, . [Uáo), Utl,, U[r,, . . . Uf)]

Le nombre [U[ol, ¡5t1 ,. . . UY,] généralise le nombre (i) et se réduit àl
ce dernier pour P":6.

Si P'r+O la série

åtul',,uf),...ur)l
r: I

converge absolument quel que soit m,. On démontre eû effet s&ns'; ZØ': (å 0,,)(ålrl,')
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La puissance [P; [ø]1. : [.P ; [.ø]l est donnée par
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Le produit
tR;[y],cl:[Q;lpl ,ó] .[P;[øJ ,ø]

's'obtient par les formules
c:ø+b+ab

"'': ä 
bÍ @'* L)t an-i an'¡ P¡

n:0, 7,2r,..
Pour la puissance

-on a en général ['P;['øl 'm,'l-lP;Iq)'a]^

^ø-(ø! 1)u'-1.
On uoit que ce groutr)e n'est pøs gterrnutable.

6, Trønaforrnq,tuon d,'wna suile par ra,pport ù wno suite fond,ømen-
'ta'le. une suite sera dite fonù,amental,e si elle ost normare et de classg 1,
€oit done une suite fondamentale

.ÍG] Go, G,,...Gn,...
,oir G6:Q, Gl:ct" *0 Nous considérons les puissances entièros posi-
tives [-Gl de [G]. La sui[e [,Gl est normalo et do crasso n¡. La suite
,1lGl sera désignée aussi par [rGl. La suite [¡Gl est Ia suite unité.

Nous appellons transformée d,e la swòte [Pl qtør røpport à, lu suite
.fond,øn¡ental,e [G] la nouvelle suite

.10] Q0,Q,,...Qn,...

.obtenue par les équations

'(10) p :å Q¡.¡ Gn
i:0

n:0, 7, 2,,..
La suite [Q] ost complétemont déterminée par ces équations

.¡uisque

"*.:,r [> (:l cÍ'],)+ o

n:L, 2, 3r.. .

'oxpriment justement Ia normalit¿ de la suite fondamentale. Nous re-
gardeions la suite transformée comme étanl, prise pM røpporl, ìt, ts swite
]G) et nous la désignons par [Q I G] .

Pour les suites prises par rapport à une suite fondamentare nous
æouvons établir aussi une algèbro. Cette algèbre sera cøra,ctérisée par lu
.anwlti,plicøtöon.

,z^v) ^',:(äv).)'
m:0, 7r 2r...

Des équations (9) nous tirons fasilement

r.: i g) r,(20) .^_,,): å 0\ ",(ä[;),"_* )
si les séries 

Ð an 3n , ù bn øn

convergent à I'intérieur des cercles de rayon respectivement éga à Ro ,
R¿ , la série 

)) c, s,t

converge certainement à I'intérisur du cercle de rayon

1

[r+ frJ(r* #J-'
f.nais elle peut éventuellement converger' à l'extérieur de ce cerçle.

5. La suite [A] est une suito harnr,oniqrte si

Ao=cte, A/n:Ar't , tt:7, 2, ' , .

Une telle suite est caractérisée par une suite de nombres [a] et
ona

An=!Lfr'+ , dl ,. -n't¡,.'I u, ,,¡t!*'(n^I)l*
Toute suite harmonique est normale et de classe 0. Envisageons

les suites plus générales de la forme

Pn:Øn Ao ¡ ,n,:0, \, 2, . . .

[A] étant une suite harmonique. Désignons ces suites par [P ;[ø] , al.
Les suites de cette forme sont normales et de classe 0 si ø+ -1 .
ELle forment un groupe. La suite inverse [-rP ; [-rø] , -¡øl est telle que

-lQ:-=& I+ct"
ot la suite [-¡ø] est l,elle, que Ia suite

-ta,o, - -rct ¡ -tdz, . .. ( -L)r-ron ,...
est I'inverse de [ø] ,

{

I

tl

i
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Citons encore les formules

2^-,G^. ^-nf rG. = Q

i-0
n:1,2r,..

Si on considère Ia suite réciproque par rapport à la suite (12)r
elle est aussi une suite fondamentale. A I'aide de la suite réciproque.
les formules (10), (11) peuvent s'écrire r

Le Produit 
ta r Gl.[P I G]==tR I Gl

mt déflni par les égalités

(11) j*,,G":å (å 0,.,G,)lå ß (å".n-ì'']
m:0, 1,2r...

De cette façon le grod,ui,t d,es transforrnées ile deuø suites est ëgøl;:

à lø trønsformée d,e leur prod,uùt élémentaire'

On voit que la muliiplication élémentaire correspond aux suites'

prises par rapport à la suite tondamentale

0, 1, 0, 0,.. . 0 ,...
La suite fondamentale [Gi a été prise elle même par rapport à

eette suite.
soient [G] , [H] deux suites fondamentales. D'une manière générale'

la transform¿u tp I tt1 put rapport à la suite [G] est une suite tQ I Gg

définie par les égalités

i r, ¡Ho: j Q, ,c"

'-o*:0, rr'-t|...
Désignons par [G I Gl la transformée de la suite fondamentale.

(12) o, 1,0,0,...0,...
per rapport à [G]. Cette suite est donnée par los égalités

åG¡.,G,:{ å ;;i
La suite iG I Cl ost lø réci,çtroque de [G/. Nous pouvons calculeu''

lù enène puissanco entière positive [-C t C¡ do [G I G]. 0n trouve quo'

cette puissance ost donnée par les équations

-Go:rGr:,..:r,Çr-¡=Q

S..e,.r* -J 
I 'tr-n't'

=* 
lo nlrn

On a également

.Go:.Gl -,..:mcm-t:0

9'u,.,Go:.1 \ "-*2'--' lo nlm

Qo

n:0,1r2,
) t,. ,G,,
r:0

Rn: > tGo

k

0, "u") [¿ t; ) [ã,,,n, l''-"]i
:0, Ir2r.,.

t:0

{

n

0nR

Supposons en particulier qu'il s'agit de suites d'ordre négatif orar

nul; nous pouvons écrire

:å0,(ã,.,G..8¡*,,1 c)

où

t

¡-.¡
Bt,i:)iG,+i,A¡tr*t

r:0

Ai,i: 
Z_-p;)[f, 

r*.,u, -,)"-"

7. La classe et I'ordre d'une suite sont invariants par rapport à:.

une transformation. L'indice caractéristique est aussi indépendant d'unc
trasformation. La permutabilité est une propriété invariante par rapport.
à une transformation.

Si la suite [P I GI e.t prise par raþport à la suite fondamentale IGI
nous disons qu'elle est norrnal,e si elle est de classe &, d'ordre - k et sL

2,*^G*+^ Bi+',*o

m,:0r7,2r..,
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Les quantités du premier membre sont des nombres. En effet on
ra dans ce cas

Ã¡, j:0 si i' 1j =f h
"donc

k

Le lecteur s'en apercevra faciloment que nou,s ctssoeions ìt lø sui,l,a"

lPl, l' opér atøon lonctionnelle :

Po-l- Pr D * PrD2+.' * P,Dn + "' D:h
s
Ê,

I + mG* +.,8t + nt t n - * | mG* + m, mGm. È* + -, ^ 
: Ce nouveau point de vue nous a permis do généraliser la théorie,

de iVI. Lron¡rqçn. Nous I'avons déjà exposé dans nn mémoire antérieur.
où nous en avons donné quelques applications. En particulier nous avons;
donné des propriétés fonctionnelles jntéréssantes pour les suites áiz¿o*

rniales, que M. L¡.cn¿,rvcn a également étudié sous le nom do suitee,
d'interpolati,on(r).

: k+nLk¡-.n,G. ä(f)(ä ('; ")rÍo*" -*.n',l;ï-o,)

On voit donc qw'une swi,te norma'le se transfornte eto wne suite
morm,ale,

On en détluit encore qve l,a, transforrnþe par rapçtlrt òt [G] d"wne

-swi,te norm,øl,e d,e classe 0 ad,met u,ne 'inuarse tlui est égale àt, la trans-

formée d,e l,''i,nuerse,

La multiplication des suites de nombres prises par rapport à une
,suite fondamentale [G] se fait ti'après la règle ordinaire

cn 
- 2 on- 

'bnt:0
.,donc :

Les su'i,tes cle nombres d,e classe 0, [ø I G] ¡orment um sows-groupe

.permwtable d,u groupe d,es suites normøles de classe øéro.
Soit [Hl une suite normalo de classe 1. Les suites [P] de la forme

n

P, : 7ø¡. iH,

=6n:0r1,2,,.,
.ot étant des constantes, forment un groupe permutable.

8. On pourrait éturlier encore diverses autres questions relative-
ment aux suites de polynomes. L'étude des suites jouissant de prqpriétés
particulières conduit à des iclontités intérosÞantes, comme l'a fait M,
LÂaruuca pout leÊ suitos de nombres(t). Nous faisons remarquer encero

'que la conception de M. L¡.cn¡,Ncn est la suivante: 0n associe à une
,suite de nombres [a] la série de puissances

Øo * c4 z *a222 *',. *øozo + ", (t) Voit T. Popovrcru ,,Asupra unor polinoame remarcabile". La note à Ia fin
lu mémoire. (Autographié 192?).(') loc. cit.


