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666 ACADEMIE DES SCIENCES.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Généralisation d’une équation de M. E. Goursat.
Note (') de M. D. V. Joxesco, transmise par M. Elie Gartan.

M. E. Goursat a démontré (*) que toute équaLion différenticlle de la
forme

1 _;r;-" .}.wa 1) == L.L.;!—I ) (L(: ¥ nm—1) Sl i vl').'l—l("’") 5-<m+—ii
: I J ! :
ER [),,(.1.')‘)""’” 4 .+p,‘+,,,{.r)y =—;

ot les fonctions pi(x) sont holomorphes pour | |< R, admet une intégrale
holomorphe dans le domaine de 'origine, la valeur de cette intégrale et
de ses m — 1 premiéres dérivées pouvant étre prises arbitrairement pour
& =0, pourvu que ’équation

(T s e T T TES i)+ pi(o)(r — ) e (== Tt 2) +...+paf0) =0

n'admette pour racine aucun nombre entier supérieur & 7 — 1.

1. On peul iransformer |'équation (1) en une équation intégro-diffé-
rentielle en prenant comme fonction inconnue y"'=z(x), et tenant
compte des conditions initiales. On trouve I’équation intégro—diiférentiel'le

(2) gl pr—ip (@) s 4o Dol s = filie) —{ﬁf‘l ‘Nz, s)z(s)ds,
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[.’objet de cette Note est étude de I'équation (2) qui généralise 1'équa-
tion (1) de M. Goursat, en supposant que f(x) et N(@ — s) sont des fonc-
tions holomorphes guelconques pour |s|<Ret|s[SR.

9. J'ai démontré que ['éguation (2) admet une intégrale holomorphe dans
le domaine de Uorigine, pourci que I’équation caractéristique

(3) o(r)y=r(r—1t)-. Ar—n—1) 4 pule) rir—ri) ... (r—n—+2)=4-. ..+ palo) =0

n’admelle pour racine aucun nombre entier po.s'itz'f.
Une application de ce théoréme est le théoréme cité au début de cette
Note. Une autre application est le théoréme suivant :

(') Seance du 25 septembre 1933.
(*) Annales de 1'Ecole Normale supérieure, 12, 1883, p. 261-286.
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L'équation intégro-diﬁérentielle

n‘L'"u']“'H'm)+.’L‘"—'pi(.Z')_j""'”"'—”’l— e J:[J“_](l.)h.],wm-fn =i Pu(w)ﬂ,rm‘)J'_ o +l""+”‘(‘”).]'
:f M(x, s)y(s)ds,
0

ot les fonctions pi(x) et M(z, s) sont holomorphes pour |z|<Ret|s|<R,
admet une intégrale holomorphe dans le domaine de l'origine, sa valeur et
celles de ses m — 1 premiéres dérivées pouvant &lre prises arbitrairement
pour x =0, pourvu que 'équation (3) n’admette pour racine aucun
nombre entier positif.
3 Dans le cas ou f(x) =0, j'ai démontré le théoréme suivant :
L’'équation intégro-différentielle (2) a des intégrales de la forme s=a"h(x),
i\ est une racine de I équation 9(7) = 0, €l h(2) une fonction holomorphe
dans le domaine de lorigine, pourcu que rp(r+ P) sott rf.’r]férent de zéro,
pour tout entier p posuif, et que la partie réelle de A soit plus grande que —1.
Dans le cas ou Déquation (3) a des racines multiples, a chaque racine
correspondent m groupes d’intégrales. Par exemple a la racine triple A,
qui satisfait aux conditions précédentes, correspondent les intégrales
2, = 2y, (),
5y= & hoy () + Doy (2) Loga ],
5, = & Dy (2) + Nga (@) Logz + hy, (%) (Logz)* ],

ot les h;, sont des fonctions holomorphes dans le domaine de 'origine.

4 Pai fait la démonstration de ces théoremes par la méthode des
approximations successives de M. E. Picard, en prenant comme théorémes
auxiliaires le fait que Péquation de Fuchs avec second membre de la forme

4 2
(4) Drg(z) ou @+ | gx) + ¥ gi(@)(Loga) |,

=1

ol g(x) et gi(x) sont des fonctions holomorphes pour |2 |SR, A est une
constante et 7 un entier positif, admet une intégrale de la méme forme que
son second membre, pourvu que 9(A 7+ p) soit différent de zéro pour
tout entier p positif ou nul. Cles théorémes ont 616 donnés par Fuchs (') et

par M. A. Kienast (?).

fl est important de signaler qu'a cetie occasion j'ai donné des démons-

(1) Journal de Crelle, 68, 1868, p. 354-386.
(*) Vierteljahrschrift d. Naturforschenden Gesells. in Zirich, 61, 1916, p. 684-726.
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trations de ces théorémes ainsi que du théoreme de Ifuchs, avec la méthode
des approximations successives de M. E. Picard, en écrivant I'équation de

Fuchs sous la forme
.Z'”‘_)"mj == [)1(0).13'“ J.),rn—'\)_i_‘ - '+P”(0)-V
=F(z)+a[z"" fi(n)y" ...+ fulz)y],

et en démontrant d’abord que 'équation d’Euler qui a comme second
membre une fonction de la forme (4), admet une intégrale de la méme
forme, pourvu que ¢ (A -7 p) soit dlﬁ'erent de zéro pour tout entier p
positif ou nul.

THEORIE DES FONGTIONS. — Sur une généralisation de la sommaiion
de M. Borel. Note (') de M. J.-C. Vienauvx, transmise par M. E. Borel.

Dans la présente Note nous donnons une généralisation de la sommation
exponentielle de M. Borel, qui jouit de presque toutes les propriétés qu’a
la convergence des séries et permet de sommer la série produit de Cauchy
de deux séries sommables avec ce procédé.

Soit donnée la série

(1) Wyt Wit ., .

®

et supposons que la série

php+r

Upor@) = Xtn Gy

n=0

otl p et r sont deux entiers positifs, définisse une fonction analytique régu-
li¢re pour tout @ 2 o, et considérons 'intégrale

(2) )—f U, () da.

Quant a la limite de ®(x) lorsque @ > w, elle peut étre finie avec la
valeur S, infinie (positive ou négative) ou bien ne pas exister. Dans le
premier cas, nous dirons que la série (1) est concergente (B,, r) avec
somme S, dons le second qu’elle est divergente (B, r) et dans le dernier cas,

. que la (1) est oscillante (B, r). Les numéros

lim (I)(.J:)—S’ lim @ (z)=2>5"
Ty w -i—}_n

(*) Séance’du 12 juin 1g33.



