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(ø, b) étant un intervalle fini et þ (x) we fonction sommable non-né-
gative dans (ø, ó/. Désignons maintenant par P*(x) le polynome qui
rend minimum l'expression .I (P) dans le d.omaine des polynomes p
de degré n dela Íorme xn * ... Soient, fi1, *2,..., xnles zéros de p, qui,
nous 1e savons, sont tous réels et distincts.

Un polynome arbitraire Q (*) de degré < ø s'écrlt sous la forme

Q (*) : P, (x) Ë'( Q f*l 
1t:, \(x-x) p'"(x¿) )

Compte tenant de la condition d'orthogonalité on a
rQ):E(Q)

avec

],¿ :
5.

þ (x) P" (r) o
dx > o,i:r,2,...,nNote þrésentëe à t'Aaad,émi,e Roumaine þar Mr. G, liçeiaa, M.A. R (x-x¡)P'n(x¿)

r. soit | (x) ane fonction réelle, uniforme et définie pour 1es valeurs
2Q 1 K2 <... <

(r) n (Ð :Ê t¿U (x¿)y
t-r

4r, 11,. . .., )"* étant des c^oefficients positifs. parmi tous les polynom es p ( x)
de degré ln < n de la forme n* + ... il existe un pour leryel E ip)
est minimum. Soit P- ".e polynome, que nous pouvonì appelõr pol,ynorne
*níniçnisønt de d,egrë rn d.e l,'exþression (r). I,e polynom" p_ 

"si 
tel que

pour tout autre polynome Q (x) de degré < ril, on a

(z) 
2,^n 

r,, (x¡) Q (x¿) : o

On en déduit facilement que
r. Le þolynome P* ø tous ses zéros réel,s, d.istíncts et sitwés à l'intériewr

d.e I'interaøll,e (xr, xn ).
z. Lø suite

(S) P*(xt), p*(xr),...p*(xu)
þrésente øw moins ¡n aøriøtions d,e signes.

Dans la.suite (3) nous supprimons les termes nuls. Nous dirons aussi,
pour simplifier le langag_e,. que.les zéros d,u þolynome p* (x) séþarent les
zéros d.w þolynome e,(x):(x-x) (r n)... (x_í,¡.'t"s po_
lynomes P* (x), P" (x) ont au pl:us n-rn-t zérõs communs. 

-'
z. Soit maintenant l'expression

(+) r (il :\o p (*) ç (x)), dx
.,a

Nous en déduisons la propriété suivante:
Les zéros d,'wn þol,ynom,e d.e lø suite des þolynomes minimisants (poly-

nomes orthogonaux)

Pr,Pr,...,Pn,...

sont,séþørés þør les zéros de towt þolynome qwi le þrécède.
Remarque. Ira propriété reste vraie si on remplace dans I'expression

(+) dx par d,a(x), a(x) étant une fonction non-décroissante et si on
prend des intégrales de STIET,TJES (l'expression (r) est de cette forme).
On peut aussi considérer un intervalle infini. On choisit, bien entendu,
les fonction a(x), þ (x) de manière que les intégrales qui interviennent
dans 1a détermination des polynomes minimisants aient un sens (que
les moments existent).

S. Soit F (x) tn polynome de degré m ayant tous ses zéros réels et
distincts et formons la suite de STURM de ce polynome

(S) F(r),Fr(r),Fr(r),...,F*(x) Ft (r) :F' (x)

KRONECKER a démontré1) que si xy, x2,,.., xo sonl les zéros de
F(x)ona

t Fu(*!lu!:o)-:o (k+h)i:t (F, ( n))z

ce qui montre qae l,ø swite (5) est orthogonale, donc.

r) Voir G. MIGNOSI .< Teorema di Sturm e sue estensioni I Rendiconti Circ.
Mat. Palermo t. XIrIX (rgz5l p. 84.
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Si les zéros d,w þolynorne F (x) sont tows réels et distíncts, les zéros d,'un
þolynome d,e lø suíte de sTU RM ($ sont séþørés þør les zéros de tout þolynome
qwi le suit.

Remarque. I,a propriété reste vraie si F, (r) est un poþnome de
degré. n-r dont les zéros séparent ceux de F (x).

4. Considérons plus généralement une suite de fonctions

Ío (r), Í, (x),... f" ¡11,...
uniformes et continues dans f intervalrle (a, á/ et supposons que pour
toat n et pour toute suite de points fo . 4, < Ë2... 1 En, de (ø, b)
ie déterminant

lÍo (Eù Í' (Ê¿)... h ({,òl

, i :o, f ,2,..., n

soit > O. Nous savons alors qu'une combinaison linéaire de la forme

(6) po:co'lo*qhi...]_c,Í,
(ro, ,r,.. ., c, constantes)

jouit des propriétés suivantes
t. gn est comþlètement d,éteywinée þør ses vølewrs en n { r þoints d,e

I'interaalle (", b).
z. g4 s'øl,Lnule øw þlws n fois d,øns (a, b).
3. si g* s'ønnule n tois d,ans (ø, b) elle chønge de s,igne en chøcwn de

ses zéros.
Soit maintenant l'expression
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r (Í) : þ (r) ll (x)lød.x, q > r

þ (x) étant la fonction définie plus haut.
Parmi toutes les combinaisons linéaires de la forme (6), ãyêc c,: r,

il existe une pour laqueile I (ç") est minimum. Soit, g,{ø) cette combi-
naisons linéaire.

Nous avons 1)

(ø

\ þlç'"'o' ln-- frg. 9,(Ð) qo-,dx:o
Jb

où gn-, est une combinaisons linéaire quelconque entre les ø premières
fonctions /;.

1) Voir les travaux de M. D. Jackson. Spécialement son livre <rThe Theory
of Aproximation t New-York r93o.

11 en résulte q17e (tn4) ckønge d'e signe aw rnoins n lois dans (ø, b)'
On voit aussi que I'exPression

"lç',f) I'-'rg. ,r'';' +þIçlL,|q-'sg. pl:l-,

change de signe au moins ø-r fois dans (ø, b) quel' qwe so'ient a et p.

De 1à resulte que d ,p{P + P gl!, change de signe au moins ø-r fois
d.ans (ø, b) quel qwe soient a et þ. On peut en conclure donc, comme la
fait o. D. KELLOcG pour 1e cas ø : z 1), que

Les zéros a, 9{P sont séþørés þør ceux d'e 9[q1,.
5. Considérons encore l'expression I (Í-ç") | (x) éLant' une fonc-

tion continue. Parmi toutes 1es combinaisons linéaires de la forme (6)

il existe que nous allons désigner par Øll - poar laquelle

I (l-ç") atteint son minimum.
Comme plus haut on montte que 1a différence

It-ol:'ln-' ('e. ¡¡ -ø(,f))) -lt'o'"-'l'-' ('g. (Í -@{:!))
et par conséquence aussi 1a différence

oP -ølfl,
change de signe au moins ø-r fois dans (ø, b).

Rèvenons âu cas simple des poþnomes, quand la suite des fonctions

l¡ se réduit u 
, , tç, tç2,..., x,0,...

l{ous voyons alors que l" équøt'ion

Øf) -Ø(,f), 
: o

a. towtes ses røcines réelles.

Nous savons que si q+@, @lÐ tend'aniformémentverslepolynome
de TCHDnYCHÞF de degré n de la fonction'l (x), donc

Si ?0, T1,. . . , Tn,. . . sont les þolynotnes d¿ TCHÐBYCu.EF de weillewre

øþþroxùn'a.tiin d'e l,ø lonction continwe ! (x) dans l,''í,nteraa'll'e (ø, b),1'é-
quation de degré n

Tn - Tr_.,: O

ø toutes ses ra.cines réel'l'es.

t) O. D. KEI,LOGG < The Oscillation of Function of an Orthogonal Set r'
Amer. Jurn. of Math. XXXVIII (1916) p. 1.
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