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1. — Considérons un polynome f(x) dont lz degré est au moins
égal a n-1.
Soit U(zy, ®2,..., Za; f(x)) le déterminant dont la ligne géné-
rale est
1 @ af... zi® f(2)
et posons V(x;, @2y, @) =U(z1,22,...,%a; %) qui est le dé-
terminant de Van per Monpe des quantités @y, Za,...,@,.
Nous avons l'identité
i=n
(]-) U (‘Tl 1 %29 00y Ty f(.-u)):Z(_]_)ni V(Cth, L2y won g Loty Lifp yorey JK‘,,) f(xf)
=1 i
dont nous aurons besoin plus loin. :
Considérons le quotient
U("Bh X244 '1‘:6";f(‘1')) i,
Vi(x, 2,00, n)

[ﬂ?g, wza---;fn;f(a?)]:

Rappelons-nous maintenant qu’on dit que le polynome f(x) est
convexe d'ordre (n-2) (') dans lintervalle (@, b) si pour tout groupe de
n points distinets =, , 22,..., Zn de cet intervalle on a 'inégalité

(2) [fclsm2:-'-1$ﬂ;f(w)]>0'

Pour que le polynome f(z) soit convexe d’ordre (n-2) dans (a, b)
il faut et il suffit que fY (z)>0 dans cet intervalle. L'inégalité (2)
aura lieu pour tout systéme de n point non fous confondus.

() Voir: T. Porovictu ,Sur quelques propriétés des fonctions d’une ou di
deux variables réelles“ Thése Paris 1933. ”
| |
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2. Soit maintenant P ()= (l-ay2) (1-a51). ., (1-2, ) un poly-
nome ayant tous ses zéros réels et considérons le développement
i
(3) m=80+81$+82$2_+...

On sait que
i E BT cesd

ou la sommation est étendue pour toutes les valeurs enliéres non-
négatives de 41,9 ,...,% telles que 4 +44 ... 44, = m,

En particulier si wy=a3= ... =a,=1 on a

g - m+n—1 _(m+%-—-—l
= m L n—1 i
Decomposant en fractions simples le premier membre de (3) on a

n=-1

l=n !
L _ 2 L)V (@1, B2y oo ey Bty Biga, oo, Ta) ZF

P (x) = V(zi,22,..., 2n) (1-2; x)
el tenant compte de (1) nous trouvons
(4) Sm:[mlvxl’a""xﬂ;xm_l—n_l]‘

3. — Considérons I'équation de degré 2 p
F(2) = aoSk + a1 Sip12 ... agp Sppys s = 0, ap>0.
Si nous posons
¢ () =2 =1 (@ 4+ ag@z + ag (©2)2 - - - + agp (w2)2P)
nous avons d’aprés (4)
F(z)=[x,22,..., 2259 (2)].
Si nous remarquons que

w0 @m0 [P o (5 o (o

nous pouvons énoncer les propriétés suivantes:
Si k& est pair et si le polynome

i=2p 3
(5) ; {]ﬂ'}'::;%- lJ el

est mon-négalif, le polynome

f=2p
(©) 2 & Sgpi 2

i=0

est posutif tant que les racines =y, %, , ..., &, ne sont pas loutes égales.
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St & est impair et st le polynome (5) est non-négatif le polynome
(6) est positif tant que les racines %y,%,...,%, sont non-négalives el
non toutes égales.

4. — Lacuerre a démontré la proposition suivante:
St Véquation P (x)=0 a loutes ses racines réelles le polynome
2p
S5
. i=0
est positif.
Supposons toujours que le théoréme de LAGUERRE soit vrai quand
tous les zéros du polynome P (x) sont égaux. En d’autres termes le

polynome
& a1
Qa 0 =i 2 ( o ) 2!

est positif pour « entier > 0.
Considérons le polynome plus général

Qn”8= 22],0 (Oﬂ-l-;—I—iJ Z’}

i=

@, B entiers > 0.

La rélation de récurrence
Qa,ﬁz Qa.‘ﬁ i —]_ Qn‘. 1,8

et le fail que Qg 4 est indépendant de (Qo, g =tz 42+ ..o+ 2%)

nous montrent que le polynome Q, 5 est posilsf.
Faisant done a; = az= --+=ayp == 1 dans (5) nous déduisons les

propriétés suivantes :
St k est pair le polynome
2p

(7) 2 Skt 2!

=0
est certainement positif, tant que les racines Xy, Xz, ...,xn Ne SONL Pas

loutes égales. ‘:'
Si & est impair, le polynome (7) est certainement positif lant que

les racines @; sont non-négatives et non toutes égales.

. — Posons
Sm __
°'"“(‘w?+—n-—1)’ M= Vom -
n-1

(") Voir Lagumrre ,Oeuvres” t. I. pag. 111.
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M, est donc une valeur moyenne.
Si

[2\
p=1 ai = _’L_J?__, 1=0,1,2
! (k+n+z-1} e
n=1
le polynome (5) est non-négatif, donc en supposant les a; non-négatifs
nous avons aussi

Gk+20k+l T 4 Opga (BZZO

quel que soit & et I’égalité n’étant possible que si tous les x; sont
identiques.

Nous avons done
Ol < O« Of2

gG=1, =01, 2, ..

et on peut alors énoncer la propriété suivante:
St les wi sont mon-négatifs on a la suite d’inégalités

M<M<...<Ma<

légalité enlre deux termes conséeutifs me pouvant avoir liew que si les
xy sont tous identiques.



