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CHAPIÎRE I.

Sur les équations ilont les trois premiers coefficients
sont ilonnés.

1. Considérons la famille d'équations de degré m

(1) f(a):on+(trtnn-r*a2æn-z¡ "' 1-øn='g

ayant toutos leurs racines réelles et pour lesquelles &r, ãz ont deç

valeurs données. On voit facilemment que les racines, donc aussi les'

autres coeffìcients, restent bornés.

Nous avons

L:(n-l)øl-2na2 > 0,

l'égalité n,éLant possible quo si toutes los racines de (1) sont égales.

Les équations (1), prenant les valeurs &1, û2, et ayant au plus

deux racines distinctos sont':

f r(n):(,*w-J@r*!)-(,*@-þs:,:ttffi)'-n:o
Ic: t, 2r,. ., n-L,

Si ,r¡ est une racine tle t'équation (1) on a

("-2) (øi-æ¿)2-2(n-L) (øz+ap ¿* sî) > 0

l'égalité n'étant possible quo si toutes les racines, aulres EJe u¿' sont.

égales.
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La fonction M est une fonction (BL), donc. si ì'on la plolonge'
pour obtenir des valeurs sur FB on obtient une fonction absolumenÈ
continue (l) sur presque touto droite relative et felmée de B. Il en,
résulte Que si I'on pose

M'(P)- U(P) +ó dansjB
M'(P) - M(Pl dans D-5,

la fonction M'(P) appartient aussi ù (\il)o. Si la sphèro B est suflìsam-'
ment petite, n4'(P) appariient aussi à (Z), parce que la condition sup-
plémentaire est bien accordée à 6.

Mais on a ll Ull. < llMlls doúc llM'll. S llwllls.
De plus llM'llo : ll M'lls + ¡¡M'llo-s, donc llll'llo < llutllo.
Or, d'après le théorème général, la fonction minimisante est unique.

Il en résulte que
M'- M, donc M est égalo à une fonction quasiharmonique au

voisinage do A.
Nous avoons ainsi démontré le tbéo¡ème général suiv¿nt.
Dans los con ditions (A), (B), (B'), (C) ei (D), si (Ð)

est une condition supplémentaire convexei
continuo et bien accordée à I'équation diffé--
rentielle (6) dans le point Ae D, iI existe une-
fonction M(P)du typø (W)o minimisant le dirich,
létien généralisé appartonant à (61 et à" D et
quasiharmonique au voisinage de A.

Rema.rquons que dans le cas du problème de DlnlcHrnr pour
l'équation do L¡pr¡.cn LU=O les hypothèses (R), (B'), (C), (D) et (l):

-sont vérifìées.

(t) voir S. $ 2

I
t)

I
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n étent la plus grande et ð Ia plus potito racine de (1). Nous avonñ

c1!b 1: tI1

c2tc4blibz:qz
eal csulcTaz{c,p3f.aa:0 ì

cafcaõf¿zàz f c¡ôe {ða:0 :

Laissons fixe le polynome g(ø), nous avons alors un système de

';-quatro équations 'liné¿iros en c.^, cz, cs¡ c¿ dont lo déterminant est

différont . de zéro. Remplaçant ø, ô par ø', ð' respectivement nous
:ißvons un nouvoau syslème auquel correspoud lo polynome P1(ø) ayant
pour zéros o', þ', T', ò'. Si ø', ô' sont assez voisins de ø, ò respecti-
veûlsn[, Fl, T' sont réels et on a ò' ( T' ( P' 1 o'. Lo polynomo

f*(r) : g(n).Pr(n) prend les coefficients donnés Ø.r ¡ ã2. Prenant at ) æ"

ô >ò' on voit qtte le mq,:þi,rnum en cluestton ne peu,t être øtte'int poìur

wme érpta,ti,on aycr,nt ctu, mo,i,ns quatre raci'nes d,istinctes.
Lo maximurn ne pourla donc ,être atteint que pour une équation

' ds Ia forme

(5) f(n):(n-a)u(n-P)nz (ø-y)no : g

n1!n2!ns:n,æÞFìY.
Par un plocédé analgguo à celui employé plus haut, en posant

;iln)-g(r) Piø) avec P(n):(ø-ø)(r-F) (*-^ù, on montre facilement
quo le rnaximum ne pout €[re atteint si z¿r*ryj] 2, Un calcLrl simple

..nous montro alors qu'il frrut prendre ?r1:ns-;1, P:- ?! d.orr",

Le plus petit interualle contenant les racines d,e l,'ëgua.tdon (1) esl

ou plws égø1, àt,

o"^
n

Nous avons donc Ia prop:iété suivante :

Lø li,mi,te su¡térieure d,es racl,nes d'es équøtions (l') n'est altei'nte

'guepou,rl,'éqtt'ali'onfr(r):0etlewrlimítei'niériewreseulementpowrl'équa'
t,i¡n f,-1(t):0.

Nous avons pour toute racine rt

-et+V@- 
rÞ <:r¡3_ tr_ l/(,_llr 1'¡nn

Pour que l'équation (t) ait toujours des racines de mêmes signos

.il faut et iI suffìt quo

(n-L\,,'l - 2na2 ) $, (n - 2)ø2, - 2(n-l)ae S 0'

Les racines sont alors toujours non-négatives ou non-positives

suivant {ue ø¡ { 0 ou ør à 0.

2. Remarquons que deux coefficicnts consécutifs d'uno équation

ayant [outes ses racines réelles ne peuvent pas être nu,ls à la fois.De

la, en regardan[ Ia courbe représentat'ive ds I'équaliorr

(2) f''-3)(æ) : 0,
.et tenant compto d'une transformation Iinéaire éventuelle, on déduit que

Le coeffici,ent q atteint son 'mint,mum settlemettt pour L'éqwøt'iom

/t(*):0 et son m't,ninum sewlement pour f,-¿(r)=0'
' Cetts propriété n'est autre que la condition de réalité des racines

frl,t 3 ,T2,tt <. fis,t, de I'équation (2) et s'exprimo expliciter,ient par

I'inégalité

,(3) (n-2)2L3 - (" - 1)Í' *-7) (n-Z)øl -3n(n-2)aaa2! 
3n2a3l' > 0'

,I'égatité n'étant possiblo que pour les équations f¡(r):0, fn-r(æ):A'

3. Proposons-nous de déterminer lo maximum du ptus petit inter-
qalle conlenant les racines. Ce maximum est nécessairement atteint.

supposoos quo l'équaLion (l) ait au moins quatro racines dis-

tinztes

{4)
s(n) :,"1:l:u,:::!f,:l * b n_t

P (n) : (.n-a) (r, iJ) (n -'Ò (.r -ô) : sa I c p3 f- c2nz ! qr I ea

ô(1(P(ø
(r) Cette propriété a été trouvée par La,"iuanne. Voir ,fl 'uv¡sg( t. t,

B. 93.

v
,tra li,rnite ri'étartt utte'inte qae plur I'équøtion

,(*, !Lo,*+o,- þJW-Lú) þ"#)"-': o.

On pout-aussi énoncer cctte propriété do la manière suivante :

Si' æ.r't 3 cc2tt sor¡t-les røcines ãleta(n-Z)è^ø dériuée frn-zl(t):0.,
i/¡es rafii,nes :d'e L'éqwati,on {1) sont towtes d,ans un 'i'nterual'le de longueur
øu gtl,ws égale Ìt

,kra"-nt")Vry
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.'TT.IAPITRE II.

:Sur''les équations tlont les quatre pleul'iots coefticients
sont tlonnés

' 5. Considérons maintenant I'enserrtble des écluations (1) ayant

tXeurs racines toutes ,réelles et ,,pour lesquelles les coeffìcienÏs ø1 ,'Q,2"

"û¡ Sont donnés.
Cherchons 'à déterminer une 'équation de 'la fr:rme

,'(6) (n-æ)@-Ð(m-"f)"-2:0, ø, p, 1 réels

rpronant los coef,ficients donnés.
Nous avons ,'au rplus trois équ'ations de cette forme avec y rédl

:suivant que cetto racino ost égaleà I'une cles lacines íil¡tttS fr2t" 3¡¿r"'
.de l'équation,íf{n-e)1¿¡ - ç.

Eeartons les eas fr1"':(rl"' '< ¡3"', fr.4"' = ![)2"':t-r"' oiL Ie poly-
r:nome (1) est néeessairement de la lorrne fr(ø) ou f,-1@).

Supposons donc que

r'(7) .wt"' I Ø2"' -1 fis"'.

Si on a I : fr2"' le polynome (6) doit nécessairement être idon-

'tiquo à
r

!-f ' (:r\ 
-,1 @*w| 1)z * ft \2 r r'' - æ.r"' - rs"';) (r- nr"' ) 1-

iL

- n(n-l) (., ^,,, - fr r,,, ) (r r,,, - *r,,, )1, (, t, - n r,,')r-zl-.6\e2J

'et I'équation f"(r):'fl a, en vertu de (7), toutes'ses racines réelles.

Si la form+(6) sshreelle',avec ,T : ç1ttt1z¡ elle 'est nécessairoment
,idontique ,'à

i,[ p - r ;' i¡z 1 -L. 
(z * (,'-- * r" ! - & s" i) (w - n i " ) iTLD

¡*9't) 
'q*n''-*á

,;d'oir la 'cond,ition, de réaìité'

(8) (z.sj;'' - t r" ! -'sçr"' 12 - ry! (fr 4"' -,"t4"' ) (* r"' - ær"' ) .> 0

"' ) (".0"' - nr"' )f, . {* - frt"')o-2

ÌP
I

Posons pour .simpl'ifìer
frg"'-fr2"'
fr1"''fr,r,"'

, (?) No¡¡s disons,,pou-r'sir4plif,ier,.cruo la forme (6) est réelle ,si e et:p
sront réels.
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4. Nous pouvons cherchOr aussi Ie rninimum de la longrfeur. di¡¡

Bluspetitintervallecontenantlesr¿oines.Mettonsl'équation(.1)sous*
iu to*e (4). Consüruisons'enoore lo poly'nome /*(ø):en posant d4u'-
ô < ôf ui .i *, ò ne sont pas cle zéros simples répétons- Ia même"

opeìation sur f*(æ) iusqu'à co que 
^nous 

arrivons à' un polynome dont'"

leszérosextrèmes-sontsimplOs;-Onvoitdecettefaçonquelemini.
mum ne pout être atteint que par uno équation do la forme (5), Une'

discution simpte Rous montro quo le minimum ne peut êitre atteinh-

ür" tl ¿:p. ou p:1 donc si llér{uation a+ au plus deux' racines dis''

tinctes.

On trouve facilement quo :

Leçúu,spetitùnierua,llecomtemantltÙutos.lesruc¡negd,el'|équwliotø.,
(1) esú aw moims égale ìt

l/;2 si m est pair,' y¿$. si m est impair
m

l,u timi,te n'étq,nt øtte'i,nte qua pol'ff l"équa'tt'on f'!n):g s'i'n est ytai'r ett

gtottr les équøt'i,ons l'aÍn)=0, f';+t(r):O- srl m' est irnpair'
'22

onretrouvoenco'roceséquations.'sioncherchea,déter,minerle"

plus petit intervalle de centro - + contenant toujpurs au' moins une-

racine ds l'équation (t). Soit cn effet (.- X - +' f- +) cet in-

telvalle. On montre conlrné plus haut guo pour la détermination de À-

ilsuffitdeeonsideler:seulemontleséquationsdelaforrne(5)'Itrnodisl
cution simple, que nous no leproiluisons pas norls montro que :

L'éc1t'tati,on(l).øtot'tjot'n'so'wrnoi'nswnorat't'nodams"l't'tt'terualla'
(ferm'e) ' ''ll

(_ o, _ ! y¡. - 
a,t a -L yn)' n pair

\ n rt,' ' m n ); i

cIl

n m

1 n-l
n*1.

o,- l* n-l

-a
nl, I 4? rmpaln't

n
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comprises dans trn intervallo de longueur au plus égale à

lgttt - cr

1 35,Ta+ TrBEntu PoPovrcra

qui est un nombre positif. L'inégalité (8) dovient

(e)
n-3ivf6:i@:3>

n?

Do mênre nous trouvotls que la folme (6) est réello pour y:øs"'-
seulement si

(10) !rn-s+v3(n-:D@-81 .

?- m

Romarquons encore que lo second membre des inégalités (9)'og
(10) crolt avee n et tend vels l, + liï, donc si p est à I'extérieur (u*
sens strict) de I'intorv:ille

tqt,l+rc)

nz¡2n(n-3)(rfop

Le ladical est maximum pour P: 1, donc

81, to"', flr"' sont la ptus petila et Lø pl'us grand'e raeine de lø
(n-3)¿,", dêrtuée /(n-s)(n):0, les røtines de l'ëqu,al'iott' donnée sont tou-

tes d,ans wn tnteruq,l,le de I'ongt,teut øu ptus égale ù'

(*r"'-frr"')
¡,(n- L) 

.
6

?' En egardant Ia courbe' ¡rn-a)(r\:0 nous voyons que

Le mint'ntum cle aa n'est attci'nt tlue pour l'érluati'on f*(n):0'
Consiclérons la fonction symétrique des racines

(11) 2(e¡ - n¡)'(r¡ - rt)z (æ*' æ¡\z

atteint seulement si 2P:a¡Y.
Nous en déduisons donc la propriété suivante:

Bi l,'érluation (l) ø ttutes ses racl'nes réelles o'tl' ø

I (r, - fr¡)' (æ¡- æt)z (nr - ,,)' S f-rr,f; æ

t'égalité n'étant ltossi,ble {Ìue pol,Lt' l'équatzon

l*, 
+?o,*t az- 9!),#-þ .?)(" *T)'-': ,.

vant les valeurs de p. Nous n'jnsistons pas ici sur ce point'

Un des pioblèmes traités plus haut se généralise sans dificultó

comme nous Ie vorrons au Chapitre suivant.

()
ô

ou (0,366. .- , 2,732.. ,).

uno des formés (6) avec y:r'1"' ort T--æst" est réelle quet q.qo soit le-

degré du polynome /(ø).

6. Touto racine u de I'équation doit v-érifier uno certaine inégat

üté.',Cette inégalité s'obtient de (3) en y remplaçant' m, (Lt.¡ ü2, ø3 p&r

n-L, &t* c¡,, a2* ap¡ j al, øs! a2ø 4 atc!+ æl rospectiventent. Le

maximum et Ie minimum do Øi annulerons le premier membre do cette'
inégalité. D'autre part si #r annule cette oxpression' le polynome (l)i
est nécessairement de Ia forme (6). Le maximum et le YninimuüÌ'

des racines ne peuvent donc être atteints que par une équation de la
forme (6). Cetto affirmatjon est justifiée par le fait qu'il y a toujours'
au moins une forme réelle (6);

Tenant compte de (9) on vériflo facilement Quo si (6) est réel,

a.\ê,c f :fr,,t " Ies racines de l'équation

(æ-t:rt't'¡z+ ! {z*i"'uz"'-rs"') (n-n1"')+ n(ryÍ) 
¡*r"''fr3;l')(fr1"-r2"'):g''

sont toujours eomprises entre les racines de l'équation

(æ-ær"'¡z¡ !o(2,:rr,-fr^"'-rz"')(n- ur"') * Úl]) (*r"'-tr"n)(rz'"trs"')- 0.-

On a la nrême propriété pour la forme (6) avec f :'¿'il' si elló'

est réelle.
0n peut donc énoncer la propriété suivante:
Les li,miLes sugtérteure et inférieure des rq,cines ne sont atteintes'

l"' 'Ko,',,',!'Ï:J::"lr;,I,,* res racines de-t'équation (1) sont toujours.
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CHAPITRE III.

Súr les r¿cines ile l'équation tlérivée

g. Désignons par R(f) Ia plus grande racine (ou I'une d'elles s'il
y a plusieurs) de l'équation (1). Nous désignerons donc par R(/tkt) la,

plus grande racine f,s l¿ fuème derivée f tkt(n):O,
I)'après un théorème classique on a

R(f) > R(l') >. ') R(f{n-'r¡.

Remarquons que si ø6 est racine d'ordre h > I de multiplicité
de l'équation dérivée il est néeessairement racine d'ordre k+I de

l'équation donnée. On en déduit facilement que la seule disposition
générale possible est la suivante:

R(r) : R(/') : . . . :R(rr¡)) > R(/(i+u) > . . . >
ot alors R(f) est raeine d'ordre 'i+1 de multipticité pour I'équation (1)

€t R(10l) est racine si,mple de l'équation f<it(n):O pour 7=¿¡1,
'd+2,. .,, n-t.

Le polynome (l) est en général de Ia forme suivante :

f (n) : (n- æ 1',n' (z - ur)nz . . . (*- no)' o

nt+n2+ . .. *n*:n, dt ) æz ) . ,, ) a* .

L'équation dérivée I (t) : 0 a deux sortes de racines. D'abord
Ic-L racines Fr, F2,..., F*-t distinctes des q et séparéos par ees

dernières

ør ) Fr ) az ) F, ) ... ) ar-t ) F¡,-r ) at

of ensuite n-lt racines coincidant âvoc llll ø¡.

10. Au point ø¡ il y a zzi racines. Faisons varier I'une d'elles et
oxaminons la variation des racines do Ia dérivée.

Si ra¿: 1 toutes les racines différentes des p7 restent fixes.

Si n¡) I iI y a une racine de la dérivée qui se détache dø a1 ,

mais elle varie évidemment dans le même sens que ø¡. Cette racino

,est donc uno fonction eroissante de la racine variée de l'équal,ion don-

néo. Toutes les autres racines distinctes des pi restent fixes.

II roste à examiner la variation d'une racine p7.

Supposons i < i- 1 pour fÌxer les idées et posons alors

ó(n\ : f('r\
!X'dí

SU1ì ¿I'S ]IQUATIONS ALGEBIIIQUES 18r

0na
+(p¡) * 0 et sig. 4'(þ¡) : sig. (-1)''1n'+"'n¡(3)

Mais on a atrssi

ó'(F¡)(F¡ - a¡)4 ó(P¡):o
<al orl .Þ'(Él) f 0 et comme ß¡ - q¿ ) 0 on trouve

sie. Ó'(É¡) - siC.(-l)rr*nz-f " '+'i-r.
Posons maintenant

F(rr):.þ(ø) (*-n',)
,a'¡ étant dans le voisioage de ø¡. Nous trouvons

F'(É¡) : (n¡- a'i)4"þ¡)
"d'où

sig. F'(p7):sig.(-l)n'*nz+"'+nÌ- t X sig. (q-a'il.
Mais, dans le voisinage gauche do ø7 on a

sig. l-'(æ): sig. (-l)''l-n'+ " '+'Ì- |

.ot, a,'¡ étant sufñsammen[ près de a¡, Ft(r) : Q a une seule raeine
.dans I'intervalle (øi, a¡¡ù [si j: i-l a¡ est remplacé ici par ø'¡] qui
.-est précisément la racine ll¡ vaùée; soit p'r'. Il en résulte que

sig. (Ér - l3'¡) : sig. (ø¡ - ø'¡ )

.donc py est une fonction croi,ssante cl,e la, ra,cina d.¡ uariée.

On obtient la même propriété et oñ la démontre de la même

'manière si j>i,
Nous n'avons donné la démonstration que pour les variations do

.,dJ autorrÌ de sa position initiale. Il est facile de voir que la propriélé
reste vraio pour toute variation do øi si on a soin de numéroter pré-
alablement les racines de I'équation dérivéo et de ne pas changercette

,.numérotation même si ces racines passent I'uno par l'autre.

' 11. La propriété précétlement démontrée a quelques conséquences
,:intéressantes,

On voit par exemple quo si

f("): s(æ) (ic-a)h(r)

.où, g@) est un polynome fixe do degrë le (h { n-l) dont les zéro¡
,:sont au moins égaux à ø et fr(ar) un polynomo dont les zéros sont au

(a) On posse cornme d'habitude sig. ø - l, 0, - 1 suivant qui
-:z ), -, { 0.
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plus égaux à ø, on a

R(l) < n(fu'(ø) (n-a,¡'.-r'¡'¡

l'égalité n'étant possible que si h(r\ : (n'a¡n-r'-t '
En laissant toujours fixes la racine ø eI le polynonre 9(ø) on,'

voit que

nrin. R(/') - R((s(ø) (n-o)').

on approchera en effet indéfìniment ce minimum en faisanttendre

vers -oo les zéros d,e h(n). On peut aussi éviter les infinis par une

trransformation simple. Nous pouvons supposel ø ) 0 sans restreindre

Ia généralibé. II sufflt alors de faire Ia transformat;on *ll sur I'équa'
ln

tion f(r) :0 et appliquer les resultats du No, précédent à la plus

petite racine positive de cette équation.

Nous pouvons énoncer, en particulier, les propliétés suivantes:

Si n ) 2 et f(c):(*-o)(t-b)a(ø), a ) b oìt les zéros de g(r\'
somt au pl,us égawrc ù' b, oro

"+b+>R(l') ,+
t'égøl,ité ne çtouua,tt't at¡oir l,tew que pour g(r):(r'b)tt-2 sf lal'i'miteinfé-
rieure ne gtouuøtzt être rerngtlacée pcr,r aucun q,utre nombre çtlus ltelit.

Si, u ) 3 et f(æ):(r-a)(r-lt\(n.c)g(r), a, > a,2 c, où'les zér08"

d,e g(T) sont au plus éganu èt c, on a

2(øIbic)*(n- 3)(ø*ö)-l- 2Í(a- b\2 ¡(b - c)2*(r - ø)'l*( n - 3)(n

2n

>R(f ')> 2(uyb + ÒIV 2Í(a-b)2t(b-¿)z-i-Q- a,
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f)

'ot soit.þ(æ) un facteur, non constante, du polynome f(z). Nous avons -

Ri¡rl) Þ R(.Þrr), i, > k

où i-¡1 ne doit pas dépasser le degré du polynomo 4'@).
L¡,cunRnn a démontré que si ø ( Ê sont deux racines consécutives..

do l'équation (4) il n'y a aucune racino de l'équation dérivée dans les
I ß-a\ / R-d ì -intervalles t", o + ïl , [P-ï, FJ. O" voit que plusexaetement

s'il y a k racines à gauche de ø ou confondes avec ø iI n'y a acune'

racine de;la dérivée dans les intervailes (o, o * 
'å) , (r-#, n)el

lt

12. Soit ì, la longueur du plus petit intervalle contenairt les raci-
Res de l'équation (1). Les racines de I'équation dérivée sont toutes.
dans un intervalle de longueur au moins égale à A. )'.

Nous nous proposons de déterminer ce nombro à qui est évidem-

inént plus petit que 1. Sans restleindre la généralité nous polrvons-.

prendro

ft*) -: (nz-I')t1@)

où les racines du g(r):Q sont toutes dans I'intervallo (-1, 1); soient

a, p la plus glando et la plus petite racine de cette équation eÍ q', Pt

la plus grande et la pÌus pe[ite racine do /'(æ):0. ll s'agit de déter-
miner le minimum de u'-p',

Si ø: I, þ: - 1 nous avons ø' - ß':2.
Si ø: L, p> -1 ou ø ( 1, t]:- 1 d'après les résultats du

No. 10 on obtient la plus petite valeur de a'-p' pour (æ-1)"-t(2-r¡1):0' -

(n-1) @* l)n--r -g respectivemet; d'oir

a,'-[3' - 2.n-l
-ìlL

Supposond maintenant gue cr <1, P ) - 1; Nous pouvons écrire

alors

f (*) : þ(n\ (æ-ø) (r- l3).

En écrivant f '(o'):0, Ì'(P'): 0 nous aYons un système de deux

équations linéaires en alp, øÉ. Si Ìe. déterminant de ce syslème est

différent dé zéro en appliquani un raisonnement analogue à celui du '

No. 3 on montre quo le polynome /(ø) peut être remplacé par un autre

(a) Ce résultat se d.éduit aussi de la génér'alisation donnée au théorèrne

ae Llàiaenn par M. J. v; Sz. Nacy. ,,Ueber algebraìsche Gleichungen rnit
lauter reellen Wurzeln(. Jahresbcricht der Deutschen Math.'Ver, 27 (1918) p,37-43.

l:éga,tité n'éta,nt ytossible que pour. g(æ): (r-c¡"-z et la l,i,rnite inférieure

ne gtouuant être remplacée 6tar a,ucun nombre Ttlus çtetit.
Les resultats du No. précédent s'appliquent aussi aux racines des

équations Í"(n)-:0, f "'(a):Q,... etc. Co que nous avons djt sur la
limitation de R(f,) peut facilement être étendu aux racines R(/')'
R(f "'), . . ; etc. On peut donc oblenir diverses inégalités pour ces'

racines comme précédemrnent. Supposons par exemple que

R(/): R(/'): .. . :R(l(o-') > R(l(o))
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,ìlpour lequel ø,'-"P'solt pìus peiit. On tient compte ici du fait quc a',
. P, sont dos racinss sirnPles.

si le iléterminant es,t nul l'une des équations est conséqueneo de

,;l'autre. Pronant alo¡rs

F('): þ(æ) (r-Y)z

, Z(n''a)(a''þ)q _.( : __ 
Zl:;:p_

..on a þ 1 ^f ( ø of ø', p' son[ Ia plus grande ot Ia plus petite racinc

..de F,(ø):0. Nous recommençons alors indéfiniment la mêmo opération.

.'On voit qu'ou bien nous tombons sur un déterminant non nul ou bion

alors par un passage à la limite on trouve une équation de la forme
(fr2-L'Xø-),)a-z:g pour laquelle æ', p' sont encore la plus grande et

- ot la plus petite lacine de sa dérivée. En tout cas pour trouuer le rni-

'n'dmwm ile a'-'p' i,t suffit d'exø,nimer les ëqtt'at'i'ons (æz-1¡ (æ'\\"-z:9.

Le rninimum a pour valeur 2l[ll et s'obtient pour l-0.' V?ù
Nous avons donc la propriété suivante :

Si, Les rac'i,nes d,e l,'équøtùon d,¿ri,uée sont dans wn 'inter¿'alle ile lsn-
..:gueur ), les racines d,e l,'éqwa,tton d'onnée sont loutes ìløns wm interualle

d,e l,onguear au pl'us égøle ù'

tf-

).ll -!- .
I n-z

On voit d'ailleurs qu"on peut énoncer plus généraloment la pro-
,:priété suivante :

Bi, les racines d,e la lcì)nrc dériuëe flkt(t)=A sont towtes d,ams un.
. .d,nterualle d,e lonqueur ),. les racines de l'équ,øtion d,onnée saytt loules damt
. wn 'interualle de Longueur au pht's égøle òr

CFÍAPITRE IV.

Sur I'inégalité ele ilf' I' Schu'r"

13. Consitlérons Ia famille des équations (1) pour lesquelles R(/)+'

òt nff ') ont des valeurs données' Proposons-nous de déterrniner le-'

maximum do R(f").
si R(f)_'nri,l on a évidemment rnøx. R(/"):R(f') et ee maxi-

tnumostattointpartouteéquationpourlaquelleB(f)ostracineau'..
moins triple.

sinrr)>R(f,)nouspouvonsprendre,sansrestreÍndrne}agéné.
ralité, R(f) : 1, R(/') - Q.

'supposons 
que l'équation (1) ait au moins deux racines distinetes¡¡

de R(f ¡: 1. Nous pouvons écrire la décomposition (4) avec

g(r) : PolYnome de degré m-l

P(æ):(æ-ø)(r'-p) - æ2\c¡æ!c2, 1 ) u \ ß'

Nous avons le sYstème

(12)
ctg'(O)*czg(O): S

l*r g@)l* 
= e* c lr ¡7 

(æ'¡)', : r+ t r1g @)ll *: ( 
: 0, E:R(/")

de deux éguations linéaires Ert c1, c2.

si le cléterminant do ce systeme esi différení de zéto on peut, -
par suito de Ia continuité, détenniner un polynome F¡(ø): (*-où ('-Fr)"-

tol que si F(æ) - (ø).P¡(æ) on ait

R(F):1' R(F/):0' R(F") > R(1")'

Si le cléterminant est nul la seconde þquation (12) est consé--"

quencedelapremière,Danscocas'}orsqueÉ-décroitvers_@&,.''
crolt vers une limits qui est deterrninée par l'équationo'g(0)-9!(0):0'-

Nous avons #(0) + 0 [donc aussi .q'(0) f 0] ciest-à-tlile que

.. .ø'(0)
trrn. ø:gO .

On voit alors que si

G(c)-s(æ)
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R(G): R(f), R(G') : R(f )' R(G//)= R(f '/)r

14. Nous pouvons tlételminer maintenant le maximum do R(f,")l

(Ð

C'est Ia généralisation des cas lt=n-2, k:n''ï dejà signalés a'trç

'Chap. I et. II.

is; Je vient de prendre connaissance du mémoire de M. J. v. Sz. NÀcY,
nralheuresement après avoir fait les corrections. Ces résultats sont
v. Sz. N,c,cy.

oi#I
oÊâ

. loc. cit. (
-.dûs à M,

a),

J
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Remarquons qu'une équation de Ia forme

' (13) f(r)=(c-ø) (r-u¡^:O
est complétement dételminée par les condítions R(/ ) : 1, R(f ') = 0.

.Nous avons alors ¡7:t, b: - m et R(/1f)=-1 qucl que soit r¿.

Soit m=3. Nous avons g(ø)=r-l ei le déterminant du système
, (12) est différent de zéro. Le maximum n'est donc attoint quo pour

' 
-l'équation (æ-L) (n ¡2)z :Q.

Nous démontrerons la propriété suivante :

Le m,øximwm d,e R(f 't) ne peut être q,ttei,ntque p ur les ér1u,ati,ons

' d,e la, forma (L3'),

De la propriété démontrée au No, précéclent on voit que Ie maxi-

'mum est atteint.ou bien pourl'équation (æ-7)(n*n-1)'-t:0 ou bien
pour une équation de degré ( n.

Nous ferons la démonstration par récurrence. Nous avons vu que

la propriété est vraie pour les degrés 3,, 4, " , ., tt-L et démontrons-la
pour le degré n. Cl-roisissant convenablemênt les racines ø et p on

' voit que la propriété est clémontr'ée par r'éÇurrence,

Cette propriété est clue à M. I. Scsun 1o) qui I'a énoncé de la
, manièro suivante:

Bi, l,'éqwa,tion (l) ø tou,tes ses ra,cines réel"les on a l'inéql,lité,

R(f,r- R(/') < lì(/')- R(/')
,.'l'égalité n'étant possible - en dehors du cas trivial R(/) : R(/'):
'- R(/'l) - que pour les équations de Ia forme

(æ-ø) (r-b)' : g.

1õ. On peut étenclre un peu le résultat précedent au cas où
R(f ): R(f '): .. .: R(ltir¡ > R(f rr l'/) sont données. On montre

-.oncore, comme plus haut, quo le maximum de R(/r+zl¡ ne peut être
atteint quo par une équation de la forme

[ø-R(l)]r+t¡n'b)n-í-t-0, R(/) > b.

Une telle équation est complètement déterminée par les valeurs
, données. En effet, s'il y en avait deux on pourrait transformer I'uno
. dans I'autre par une transformation linéaire simple et on tomberait sur
,'uno contradiction avec la propriété de croissance démontr'ée au No. 10.

Il ost clair gue lo minimum du rapport

R(rri))-R(f(+4)
RF¡fryfr+Ð

(6) I ScHUR ,Zwei S'ãIze über algebra'' :he Gleichungen mit lauter reel-
,"ilen.Wurøelnc, Journal f¡¡r Malh. B. 144 (r'_'n4) pp. 75-p8.
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,s,obtient en calculant sa valeur pour I'équation (ø-1)+tnn-t-r=0 par

oxemple.
En particulier, pour i' - I on obtient Ia propriélé suivante :

S'i, l,'(qt'tøtion (I) a'towtess:srï'cx'ltrêsréelleselsiR(f):g'(f'l> R(1"Ì

on a 
R(/')- B(ï"') '- gv"'t-vw:Ð
R-(/ )=RfT 

-- 
zv n- t- tlÑ-z)

l,'égal,ité m'étq,mt possibl'e (lt'úe tr)iu'r les équa'ti'ons de la' forrne

(r-a)2(n'b)n-2:0' a ) b'

Lß. Proposons-nous tle déterminer une équation de la forme

'.(14) /rø) : (*-o)(r-b)(r-c¡n-z:g
.prenant los valeurs données R(/)' R(f ')' R(f")t*---i"casR(f").=2R(f')'jn1¡¡uotedéjàmisenévidenceet

nous savors qo,afis f'eqoárion ii+¡ est complètement détorminée.

i(15) f(n¡=(rr;- r)(n-r) [' + 1#J"-': o'

Si nous écrivons quo f "(ø) débalrasé clu facteur ('+ ç*)"-'
-s'annulo pour ø:l nous obtenons une équation de la forme

.(16) Pl3 -:- q)'z * ù' * t : 0

pour déterminer l. On a ainsi négtigé la valeur -1 tle l' quantl (15)

;,tend vers une équation du second degré'

Faisant les calculs on trouve

p -- - (n-1) (n-2\ (Ë+1)

8:n(n-r)€z+(rt-r) ("'2)E'2(n'2), 
.

v : Zn(n-lj¿z Lr(n'l) (za-2)( - (n'L) (n-2\
s': (n, - I ) ([ nl-(n-Z)].

Le discriminant cle l'équatiun (17) est de la formo

(17) loE6*lrE5*1284+1383+t¿E2*lrE*lo

'on supprímant le cas tr):0 qui contluit a ç:-1' cas que nous avont

.déjà étudté.
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Nous avons
.,,
^o 

: - $n2(n-l)s(n-2)s
\t : 4n(n-4) (n-Z)z (ón3-29n2{60n-44)
ls : - 8n(n- L) (n-Z)s ("* 3)

\a:  n(n-I)z (1x-2)5

ce qui montre que la suite

lo, Àr, lr, le, 14, 15, 16

présento a,w mo'i,ns trois vaúalions. Il on résulto gue le poiynome (lZþ
a øw plws trois zéros négatifs.

0n vérifie d'abord que (17) s'annule pour (=r 1.
Considérons I'équation (14) et le rapport

Nous pouvons maintenant énoncor Ia proposition que nous avions
en vue.

Ane équati,om d,e la, forme (L5) q,L,ec o, ) b ) c est cornplètement
déterrninée pør la connøissanee d,es ualewrs R(/'), R(f '), R(/').

On peut facilement voir de Ia propriété précédento que si on
consitlère I'équ4tion (14) avec a 2 b )_ c dans laquelle lì(f), R(/') sont
données, la racine R(/") est fonction décroissanto de b eI fonction
croissanto de c.

Les résultats précédents peuvent s'étendre au cas où au lieu de
Ia plus grande raeine do la dérivée seconde on prend la plus grando
racine de la troisième, quatdèilo, . . . dérivée.

Dans la suite nous montrerons los propriétés extrémales des
é,trqations do la forme (14) et nous déterminerons en particulier le
maximum de R(iÉ"') qoand Rff), R(/') et R(/") sont données.{18)

R(r',) - R(r")
R(r) - R(r')

Supposons ø et c ( ø fìxes et faisons varier b dø a jusqu'à'

- oo. Le iapport (18) decrolt de f "" jusqu'à la valeur l pour b=c'
qui est un minimum. Après il croît jusc¡u'à un rnaximum pour decroitre,
ensuite vers à pour ó: - oo .

Il en résulte quo R(f ), R(f '), R(f") étant d,onnées i,l, eriste tou,jours
qu rnoins wne é,quation d,e la forme (I4) (tuec q, > å > c Ttrenant ces-

aaleurs.
Il en rélulte erìcolo r¡u'i[ existe un nombre 16r (-1 tel que

pour E compris dans (-1, 1'r) l'équation (16) ait trois racines réelles.
d,ont d,eun sont 1--(n-l). Si E: (a I'équation (16) a une racine dou.,
ble plrrs petito que - (n-l).

Remar4uons que (35) donne aussi les valeurs de I pour lesquel
les I n'est plus la plus grande raeine de la dérivéo seconde mais-
I'autle racine djfférente de la racine multiple.

L'examen du rapport (18) nous montre I'existenco d'un nombre
€z < Er tel que si Ë < 12 l'érluation (16) áit encore troisracinesréelles.
dont d,eun donnent des équations pour lesquelles Ç m'est ytas lø gtlus
grønderaeina d,e lø d,ériuée second,e. Pour [:¿, éguation ([6) a uno racine
double qui jouit de la même propriété.

Nous avons ainsi mis en évidence les trojs zéros négatifs - 1r-

Et , Ez du discriminant. 0n peut montrer qu'on a efectivement 6z ( Ér.
En tout cas le discriminantnepeut s'annuler entrel¡ et 12 of chango,'de.
signe en passant par ces points. Il en résulte que pour I compris danS'
I'inte¡v¿lle (Ër , Ez) l'équation (16) n'ø qw'wne seule raeine réelle,

Mathcamtica IX l0


