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CHAPITRE L.

Sur les équations dont les trois premiers coefficients
sont donnés.

1. Considérons la famille d’équations de degré n
1) f(@)=a"+ajxr~t4-az" 24 ... +an=:0

ayant toutes leurs racines réelles et pour lesquelles @y, a; ont des
valeurs données. On voit facilemment que les racines, donc aussi les
autres coefficients, restent bornés.

Nous avons

A=(n—1)a? — 2na; = 0,
’6galité n’stant possible que si toutes les racines de (1) sont égales.

Les équations (1), prenant les valeurs aq, a2, et ayant au plus:
deux racines distinctes sont:

kay— Vie(n—R)B | (n—Ryag VR —BA "™ _

fte) = (a+
k=1, 2,..., n—L
Si a; est une racine de I'’équation (1) on a
(n—2) (a4-+; —2n—1) (a2 + a2 i+ @?) = 0

’6galité n’étant possible que si toutes les racines, aulres que z;, sont
égales.
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Nous avons donc la propriété suivante:

La limite supéricure des racines des équations (1) n'est atteinte
que pour Déquation fi(x)=0 et lewr limite inférieure seulement pour U'équa-
Won fa—q(x)=0.

Nous avons pour toute racine i

_at+)n-DA <= Jn—1)x Q)
n n

Pour que 'é6quation (1) ait toujours des racines de mémes signes

il faut et il suffit que

(n—’l)wf —9%na; =0, (n— 2)@? —2(n—1)2, = 0.

Les racines sont alors toujours non-négatives ou non-positives
suivant que a; =< 0 ou ¢y = 0.

2, Remarquons que deux coefficients consécutifs d'une équation
ayant toutes ses racines réelles ne peuvent pas &ire nols 4 la fois.De
la, en regardant la courbe représentative de I’équation
() fir=w) = 0,
et tenant compte d’une transformation linéaire éventuelle, on déduit que

Le cocfficient a3 atleint son minimum seulement pour Véquation
fi(@) =0 et son maximum seulement pour fa-(x)=0.

Cette propriété n'est autre que la condition de réalité des racines
2" = x"" = ax" de I'équation (2) et s’exprime expliciten.ent par
Pinégalilé ‘

{8) (—22A3—(n—-1)[’ n—l)(n—mQ)a? —3n(n—2)aas+ 3nasl? = 0,
I'égalilé n’étant possible que pour les équations fi(x)=0, fa-1(x)=0.

3. Proposons-nous de déterminer le maximum d¢u plus petit inter-
valle contenant les racines. Ce maximum est nécessairement atteint.

Supposons que l'équation {1) ait au moins quatre racines dis-
tin-tes '
%) : f(r)=g(x)-P(x)

g(x) = a4+ bxr 5+ ... +bay
P(%)=(r—a) (x—3) (£—Y) (x—73) =gd-tead+exttcsrt-ca
<y <P <

1) Cetie propriété a 66 trouvée par LawUERRE, Voir Cavres® t, I
93 p p »
P' o

{
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a étant la plus grande-et 3 la plus petite racine de (1). Nous- avons

ey +by=ay

tat-ciby+ba=az

4t eqot-com2 - a3 4-a4=0
4038 4,32 + ¢33 -34=0

Laissons fixe le polynome g¢(x), nous avons alors un systeme de
wquatre équations : linéaires en ¢y, 2, 3, ¢4 dont le déterminant est
différent de zéro, Remplagant «, 8§ par a', 8 respectivement nous
saVONs un nouveau systéme auguel correspoud le polynome Py(x) ayani‘.
pour zéros o, P, v/, 8. Si &', &' sont assez voisins de «, & respecti-
vement, B’, ' sont réels et on a &' <y < § < &..Le polynome
f*(x) = g(x).P\(%) prend les coefficients donnés ay, a,. Prenant a’ > o,
& >3 on voit que le maximum en question ne peut élre atteint poia'r
une équation ayant au moins qualre racines distinctes.

Le maximum ne pourra doncétre atteint que pour une équation
-de la forme

®) Flor) = (w—a)™ (w—p)m (5—1) = O
mtnetng=n, « 2§ > y.

d Par un procédé analogue a celui employé plus haut, en posant
F(x)=9(x) Pix) avec P(x)=(x—a)(x—~p)(x—y), on montre facilement
que le maximum ne peut étre atteint si ny--n33> 2. Un calecul simple

Q a
-nous montre alors qu'il faut prendre my=nz=1, f=— - done,
n

Le plus petit intervalle contenant les racines de Végquation (1) est
au plus égal & '
2
n

da Umite n'étant alteinte que pour I'équation
o = n—2
-f.[xz + 2—a1x+az-— e o) l_{) ) a,z) (904‘ %) =0.
\"n 2n? i n

On peut aussi énoncer cette propriété de la maniére suivante :

S5 @ = 2" sont-les racines de la (n—2)™° dérivée f("—(x)=0,
les vacines ide Uéquation (1) sont toutes dans un intervalle de longueur
<o plus égale G

‘(xzu_mlﬂ) V'n’(”:g‘ 1) .



182 TIBERIU POPOVICIU"

4, Nous pouvons chercher aussi le minimum de la Tongueur, dix
plus petit intervalle contenant les racines. Mettons 1’équation (1) souss
la forme (4). Construisons encore le polynome f*(x):en posant o/ < a,.
5 < 3 et sia 5 ne sont pas de zéros simples répétons- la méme..
opération sur f*(») jusqu'a ce que nous arrivons & un polynome dont:
les zéros exirémes sont simples.. On voit de cette fagon que le mini-
mum npe peut étre atteint que par une équation de la forme (5). Une-
discution simple nous montre que le minimum ne peut &tre atteint-
que si a=f ou =y donc si Iéquation a:au plus deux: racines dis--
tinctes.

On trouve facilement que:

Le plus petit intervalle contenant' foules les racines de Véqualion:
(1) est au moins égale &

2

Q[ " . ——— A" si n est tmpair
WVA». si n est pairs- }?‘n2~—l V P

la limite wétant atteinte que pPour Véquation [a(x)=0 s n est pair et
2

powr les équations [n—4(w) =0, f‘.,.|_,1(w)-——l}- st m-est impair.
2 2

On retrouve encore ces équations- si on cherche i déterminer le:

a v P
plus petit intervalle de centre —ﬁ contenant toujours au melns une-

racing de Déquation (1). Soit en effet ['-a e ——%-,. A— %:_—] cet in=
tervalle. On montre commeé plus haut que pour la détermination de 1
il suffit de eonsidérer seulement Jes équations de la forme (5). Une dis-
ention simple, que nous no reproduisons pas nous montre que:

: . y - .
Léquation (1) @ towjours au mowns wne 7acins dans Uimtervalle:

(fermé)

(__ a 1 V&, — f;l o8 —?1? [/E) M pair

8
[

(__ Oy _l I. ”:1 &, — %_[_ —1’; VZ—;———} A)u n impain:
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+«QHAPITRE II.

‘Sur‘les équations dont les quatre premiers coefficients
sont donnés

5. Considérons maintenant l'ensemible des équations (1) ayant
fleurs racines toutes -réeclles et.pour lesquelles les coefficients -ay, a3,
~@3 sont donnés.

Cherchons 4 déterminer une -équation de la forme
(6) (x—“) (.’D—ﬁ) (w_Y)n~'2=0; &, B: Y réels
rprenant les coefficients donnés.

Nous avons -au splus trois équations de cette forme avec y réel
-suivant que cette racine est égale & I'une des racines @’ = ap'" = w3""
«de Véquation if»=8(x) =0,

_ Eeartons les cas x," =2 == a’"’, 2" = " =ua;"" o le .poly-
mome (1) est nécessairement de la forme fi(x) ou [u-4(x).
Supposens denc que

t(7) 'Wlﬂ! < xé", < xs”l.
Si on a y = ;" le polynome (6) doit nécessairement é&ire iden-
wtique &

)"‘f’(-’lx‘) =I l:(w_‘wzl‘})z_}_% (gxzn/_x'ln/_xéui) (m-xz”’) _‘_

'ﬂ(n"l) (rwzlll_xlllly) ((I,’z'"- {rsw):l i ({E e ajz-ﬂ’)n—z

=~
et I'équation f*(x)=0 a, en vertu de (7), toutes ses racines réelles.

~ Si la.forme(6) estréelle.avec y =, (3 elle est nécessairement
‘identique -4

;[(Oc,-x{’f,)z—{— %ﬁ(le"'i—le'f-xg"?) (‘w'xI,”')'}—

L

o

n‘l " “rrt 1 rery 1re
6 )v(ﬂ% =g ) (&q -y )Zl-(x'xl i

«d’ou la -condition-de réalité:

2 “Hr "r T 2”: 17;-1 " 1, "e "
#(8) % (20" - 2" -0 32_——F3 ] ) (6" =es”") (1" -202"') 2 0
Posons pour -simplifier
nt L[X4
x3 =¥
=
rp 'Uz’,"'x1'”

; (*¥) Nous disons, ;pour -simplifier, <que la forme (6) est réelle si a et #
~gont réels.
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qui est un nombre posilif. L'inégalité (8) devient

_ n-3+V8m-1)(n - 3)
(9) s ety it

by De méme nous trouvons que la forme (6) est réelle pour y=ag™""
seulement si .
(10) iz”'3+l/3(”'l) (n-3) |

] »

Remarquons encore que le second membre des inégalités (9) et
(10) croit avec n et tend vers 1+ /3, donc si p est & lextérieur (aw
sens strict) de l'intervalle

(V321 1+V3) ou  (0,366...,2732..)

une des formés (6) avec y=1x,
degré du polynome f(x).

» 17

ou y=x3"" est réelle quel que soit la

6. Toute racine x; de I’équation doit vérifier une certaine inéga-
lité." Cette inégalité s'obtient de (3) en y remplagant n, ay, ¢z, a3 par
n-1, @4+&, Gatroxitaf, aztaer+ i+ af respectivement. Le-
maximum et le minimum de «; annulerons le premier membre de cette-
inégalité. D’autre part si #; annule cette expression le polynome (1}
est nécessairement de la forme (6). Le maximum et le ‘minimum-.
des racines ne peuvent donc é&tre atteints que par une équation de la
forme (6). Cette affirmation est justifiée par le fait qu’l y a toumurs:
au moins une forme réelle (6).

Tenant compte de (9) on vérifie facilement que si (6) est réels
avec y=2x,"" les racines de I'équation

(CU'.’)J]’")Z -+ % (2974”,'()32”".’1'3”’) (.’YJ‘QC[’”)—}' @(wl’,r'xg"?’)(x"’,-ﬂlz”,)=:03‘3

sont toujours eomprises entre les racines de 1’équation

n{n-1)
6

(w—xz’”)Z‘I‘ —/{;(2.’102”",%1”/-1'3'”) (3’;' ler/) + ‘(xzul-x{“) (leil;x?’]ll)-__or

On a la méme propriélé pour la forme (6) avec y=u3"" si elle-
est réelle.

On peut donc énoncer la propriété suivante:

Les limites supérieure et infériewre des racines me sont atleinles-
que par Véquation f* = 0.

o

t Nous voyons aussi que les racines de I’équation (1) sent lou;ours~
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comprises dans un intervalle de longueur au plus égale a

Xa "’-(l‘l”’

=g Vn +2n(n- 3)(1+P

Le radical est maximum pour p =1, done

Si xf”, 2 somt la plus petite et la plus grande racine de la
(n-3)eme dérivée =N x)=0, les racines de Déquation donnée sont tou-
tes dans un intervalle de longuew au plus égale & '

o Tt 213

7. En -egardant la courbe fM~9(x) =0 nous voyons que
Le minimum de a4 n'est atteint que pour Véquation [*(x)=0.
Considérons la fonction symétrique des racines

(11) (i - 2y )2 (- wx)? (@ = 21 )2
de I'équation (1).

Cette expression étant de la forme A- QAny., ot A ne dépend que
de @y, @, a3, sera maximum pour I'équation 7*(x) = 0. Nous pou-
vons donc dire que si @, @z sont donnés (L1) est maximum seule-
ment pour une Gquation de la forme (5) dans laquelle ny = mg=1,
np=n—2. Un caleul simple nous monire alors que ce maximum est
atteint seulement si 2B8=a47v.

Nous en déduisons done la propriété suivante :

Si Véquation (1) a ioules ses racines réelles on a

n-2

2 (1= 27)% (i = @w)? (oo = @i )2 = e A3

Pégalité m'élant possible que pour Péquation

(n+1) (2—2) 1)(90 +%)"“2=o.

<
(ccz + %alm + a,— g2

8. On peut également chercher le maximum du coefficient ag.
On peut montrer facilement que ce maximum, alteint nécessairement,
ne l'est que par une équation de la forme (5). Il est & remarquer que
la forme de 'équation maximisante n’est pas invariable et change Sui=
vant les valeurs de p. Nous n'insistons pas ici sur ce point.

Un des probleémes traités plus haut se généralise sans dificulté
comme nous le verrons au Chapitre suivant,
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CHAPITRE III.
Sur les racines de Iéquation dérivée

9. Désignons par R(f) la plus grande racine (ou l'une d’elles s'il
v a plusieurs) de I'équation (1). Nous désignerons donc par R(f®) la
plus grande racine de la kéme derivée f®(x)=0.

D’aprés un théoréme classique on a

R(f) = R(f) =>. . .= R(f=-1),

Remarquons que si zp est racine d’ordre £ > 1 de multiplicité
de I'équation dérivée il est nécessairement racine d’ordre k-+1 de
I’équation donnée. On en déduit facilement que la seule disposition
générale possible est la suivante:

R(f)=R({f)=. . .=R(f¥) > R >. . .> R(fi=-")

et alors R(f) est racine d’ordre 7+1 de multiplicité pour ’équation (1)
et R(f¥) est racine simple de l'équation fO(x)=0 pour j=i+1,
+2,..., n-1,

Le polynome (1) est en général de la forme suivante :

J)= (=)™ (z-a)™ . .. (B-o0g)"
M Fnet oo Fae=n, o > e > 00> .

[’équation dérivée f(2) =0 a deux sortes de racines. D’abord
k—1 racines B,, B2,..., Bx~; distinctes des o; et séparées par ces
derniéres

ag > B > > B> L0 > ak— > B >

ot ensuite n-k racines coincidant avee un «;.

10. Au point «; il y a »; racines. Faisons varier I'une d’elles et
examinons la variation des racines de la dérivée.

Si n; =1 toutes les racines différentes des §; restent fixes.

Si mi>1il y a une racine -de la dérivée qui se détache de ay,
mais elle varie évidemment dans le méme sens que a;. Cette racine
est donc une fonction croissante de la racine variée del’équation don-
née. Toutes les autres racines distinctes des f; restent fixes.

Il reste & examiner la variation d’'une racine f;.

Supposons j = 4~ 1 pour fixer les idées et posons alors

#o) =10

2= &y
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On a
$(B;) == 0 et sig. $(B/) = sig. (-1)mtmt...n;(3)

Mais on a aussi
d'(B;) (B - i) + $(B/)=0
a’ou ¢'(8;) &= 0 et comme Bj-a; > 0 on trouve
sig. ¢'(f;) = sig. (-1)mtnet o4 =1,
Posons maintenant d
F(z)=¢(x) (x-a's)
&'; étant dans le voisinage de ;. Nous trouvons

F'(B;) = (ai-a's) ¢"15;)

sig. F'(8)) = sig. (-1)retart - odm -1 X sig, (e = a's).
Mais, dans le voisinage gauche de a; on a
sig. F'(x) = sig, (-1)yntret... 41—

-et, a'; étant suffisamment prés de a;, F'(®) = 0 a une seule racine
-dans lintervalle (%, a;+4) [si j=i—1 a; est remplacé ici par «’;] qui
-est précisément la racine B; variée; soit £, Il en résulte que
sig. (8, = B'}) = sig. (ai - &';)

-done B; est une fonction croissante de la racine a; wvariée.

On obtient la méme propriété et on la démontre de la méme
-maniére si j = 1,

Nous n’avons donné la démonstration que pour les variations de
-o; autonr de sa position initiale. Il est facile de voir que la propriéié
reste vraie pour toute variation de «; si on a soin de numeéroter pré-
alablement les racines de I'équation dérivée et de ne pas changer cette

~d’on

numérotation méme si ces racines passent 'une par l’aufre.

11. La propriété précédement démontrée a quelques conséquences
sintéressantes.
On voit par exemple que si

f(x) = 9(=) (z-2)h(%)

-ou g(z) est un polynome fixe de degré k (k << n—1) dount les zéros
-sont au moins égaux a a« et h(x) un polynome dont les zéros sont au

() On posse comme d’habitude sig. z = 1, 0, — 1 suivant que

2 >, =, < 0. ,
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plus égaux 4 «, on a

R(f") = R((g(x) (x-2)""1)’)

I’égalité n’étant possible que si h(x) = (v-a)"~*~!
En laissant toujours fixes la racine « el le polynome g(x) oms

voit que
min. R(f") = R((y(=) (x-&)").

On approchera en effet indéfiniment ce minimum en faisant tendre
vers —oo les zéros de h(x). On peut aussi éviter les infinis par une
transformation simple. Nous pouvons supposer & > 0 saus restreindre

. w41 L
la généralité, Il suffit alors de faire la transformation x - Sur Péqua- -

tion f(x) =0 et appliquer les resultats du No. précédent & la plus

petite racine positive de cette équation.
Nous pouvons enoncer en particulier, les propriétés suivantes :

Sin > 2 et fla)=(z-a)(e-b)g@), a > b o les zéros de g(zy-

sont au plus égaux & b, on a

s+ = ry > 220

i)

Pégalité me pouvant avoir liew que pour g(x)=(x-b)""2 et la limite infé--
rieure me pouvant éire remplacée par aucun autre mombre plus petit.

Si u > 3 et f(a)=(x-a)(x-b) (x-¢)g(x), & > a = c, o les zéros-

de g(z) sont au plus égaux & ¢, on

2a+b+¢)+(n-8)(a+d)+ Vl(a- 02+ (b-c)*(e-a)2lH-(n-8)(n+ D(n-b)
2n =

= p(p) > 240+ O+ VBB G0t (e-af]

Végalité m'étant possible gue pour. g(x) == (x-c)"73 et la limite inférieure
ne pouvant élre remplacée par aucun nombre plus petit.

Les resultats du No. précédent s’appliquent aussi aux racines des
équations f'(®) =0, f'""(z)=0,... etc. Ce que nous avons dit sur la
limitation de R(f’) peut facilement &tre ‘étendu aux racines R(f"),
R(f'"),... ete. On peut donc obtenir diverses inégalités pour ces-
racinés comme précédemment. Supposons par exemple que :

R()=R(/) = - - =R(FE) > R(f)
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‘at soit ¢(x) un facteur, non constante, du polynome f(z). Naus avons .

R(®) > RY), i =k

ot i+1 ne d01t pas dépasser le degré du polynome ¢(x).
LacuERRE a démontré que si « <{p sont deux racines consécutives -
de Y'équation (1) il n’y a aucune racine de I’équation dérivée dans les

intervalles (oc, o 4 E—;—“) ) (6-—-5%“, ﬁ). On voit que plus exactement .

il y a & racines & gauche de « ou confondes avec a il n’y a acune-
=) it

racine dela dérivée dans les intervalles (oc, o + Py

12. Soit A la longueur du plus petit intervalle contenant les raci-
nes de I’équation (1). Les racines de 1'équation dérivée sont toutes -
dans un -intervalle de longueur au moins égale & A. A,

Nous nous proposons de déterminer ce nombre & qui est évidem-
ment plus petit que 1. Sans restreindre la généralité nous pouvons..
prendre

flx) = (c?—1)g(x)

ou les racines de g(x)=0 sont toutes dans lintervalle (—1, 1); soient
«, B8 la plus grande et la plus petite racine de cette équation et &', 8"~
la plus grande et la plus petite racine de f'(x)=0. 1l s’agit de déter-
miner le minimum de &'—pg".

Si «=1, 8=—1 nous avons &' - f'=2.

Sia=1 A>—1oua <1 B=—1 dapres les résultats du
No. 10 on obtient la plus petite valeur de «'-8" pour (2-1)?~1(x41)=0, .
(x-1) (x+ 1) 1=0 1espect1vemet d’ou

g =921,
n
Supposons maintenant que & <1, 8> — 1. Nous pouvons écrire
alors

f () = () (@—2) (w—

En écrivant f'(a’) =0, /'(8') = 0 nous avons un systéme de deux -
équations linéaires en a-pB3, ¢f. Si le déterminant de ce sysiéme est
différent de¢ zéro en appliquant un raisonnement analogue a celui du -
No. 8 on montre que le polynome f(x) peut &étre remplacé par un autre

(4) Ce résultat se déduit aussi de la généralisation donnée au théoréme
de LaguErge par M. J. v. Sz, Nagy- ,Ueber .algebraische _Gleichungen mit
lauter reellen Wurzeln® Jahreshericht der Deutschen Math. Ver. 27 (1918) p. 87-43,
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pour lequel «'—/' solt plus petit. On tient compte ici du fait que &',
.8, sont des racines simples.

Si le déterminant est nul 'une des équations est conséquence de
«’autre. Prenant alors

F(x) = p(@) (=-7)2

oy 2e-0) (@)
ST Oa'-a-f8

won afB <y < aeta,B sontla plus grande et la plus petite racine
~de F'(x)=0. Nous recommengons alors indéfiniment la méme opération_
<0n voit qu'ou bien nous tombons sur un déterminant non nul ou bien
alors par un passage @ la limite on trouve une équation de la forme
(a2-1) (x-A)"2=0 pour laquelle «, 5’ sont encore la plus grande et
et la plus petite racine de sa dérivée. En tout cas pour trouver le mi-
ovimum de &' —B" il suffit dexaminer les équations (x?=1) (x-A)"—2=0.

Le minimum a pour valeur QV"_"% et s’obtient pour A=0.
n

Nous avons donc la propriété suivante :

Si les racines de Véquation derivée sont dans un intervalle de lon-
gueur A les racines de Véquation donndbe soni toutes dans un intervalle
- de longuewr aw plus égale &

n

n-2z

On voit d’ailleurs qu’on peut énoncer plus généralement la pro-
»priété suivante:

Si les racines de la kéme dérivée f®(x)=0 sont toutes dans un.
- ontervalle de longueur A les racines de Uéquation domnée sont toutes dans
»un intervalle de longueur aw plus égale a

nin-1) O

(n-k) (n-%-1)

(Vest la généralisation des cas k=n-2, k=n-3 deja signalés aux
»Chap. I et IL

(8) Je vient de prendre connaissance du mémoire de M.J. v. Sz, Nagy,
«loc. cit, (4), malheuresement aprés avoir fait les corrections, Ces résultats sont
«dos & M. J, v. Sz, Nagy.
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CHAPITRE 1IV.
Sur Vinégalité de M. I. Schur

18. Considérons la famille des équations (1) pour lesquelles R(f )}
st R(f’') ont des valeurs données: Proposons-nous de déterminer le-

maximum de R(f"). i '
Si R(f) = R(f") on a évidemment max. R(f”)=R(f’) et ee maxi--

mum est atteint par toute équation pour laguelle R(f) est racine aus
moins triple. -
Si R(f) > R(f") nous pouvons prendre, sans restreindre la géné-

salité, R(f) =1, R(f") = 0. ; i

' Supposons que 'équation (1) ait aw moins deux racines distinctes:
de R(f)— 1. Nous pouvons écrire la décomposition (4) avec

g(x) = polynome de degré n-1
P(x) = (x-o) (2-B) = #2+-cetc2» 1> a> 8

Nous avons le systéme

e19'(0) + ¢29(0) = &

(12) 3 g .
[2y@)), _ A+ aleg@l,_+ elo@l,_, =0 E=R(")

de deux équations linéaires en ¢, 2.
Si le déterminant de ce systéme est différent de zéro on peut, .

par suite de la continuité, déterminer un polynome Py(x) == (x-a,) (z-B1)»
tel que si F(x)==(»).Py(x) on ait
R(F)=1, RE)=0, R(F") > R(/").

Qi le determinant est nul la seconde équation (12) est consé=-
quence de la premiere. Dans ce cas lorsque B décroit vers — oo ox.
croit vers une limite qui est déterminée par I'équation ag(0)—g/(0)=0;_.
Nous avons ¢(0) == 0 [donc aussi ¢'(0) = 0} c’est-d-dire que

A
lim, a= 4.0)
On voit alors que si
o -_g"(0)}?:

on a

R(G) = R(f), R(&") = R("), R(G")=R(f""):

14. Nous pouvons déterminer maintenant le maximum de R(F")..
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Remarquons qu'une équation de la forme

~(13) f(x)=(z-a) (z-b)" =0
est complétement déterminée par les conditions R(f)= 1, R(f')=0.
~Nous avons alors a =1, b="-m et R(f")=-1 quel que soit m.

Soit n=3. Nous avons g(x)=x-1 et le déterminant du systéme
~(12) est différent de zéro. Le maximum n’est donc atteint que pour
+Léquation (x-1) (x+42)2=0. ;

Nous démontrerons la propriété suivante :

Le maximum de R(f'") ne peut étre atteint que p ur les équalions
- de la forme (13).

De la propriété démontrée au No. précédent on voit que le maxi-
~mum est atteint. ou bien pourl’équation (z-1) (x-+n-1)"~"1=0 ou bien

pour une équation de degré < m.

Nous ferons la démonstration par récurrence. Nous avons vu que
la propriété est vraie pour les degrés 3, 4;,..., n-1 et démontrons-la
pour le degré m. Choisissant convenablement les racines « et § on

“v0it que la propriété est démontrée par récurrence.

Cette propriété est due a M. I. Scuur (6) qui I'a énoncé de la
- maniére suivante :

S Déquation (1) a toutes ses racines réelles on a Vinégalité

R(f)—R(f") = R(f') — R(f") ‘
Pégalité n’étant possible — en dehors' du cas trivial R(f) = R(f') =
= R(f'') — que pour les équations de la forme
(x-a) (z-b)™ = 0.

15. On peut étendre un peu le résultat précedent au cas o
"R(f)=R(f")=...=R(f®) > R(f(+Y) sont données, On montre
~gncore, comme plus haut, que le maximum de R(f@?) ne peut &ire
. atteint que par une équation de la forme

[z-R(f)H (-0)~-1=0, R(f) > b.

Une telle équation est complétement déterminée par les valeurs
~-données, En effet, s’il y en avait deux on pourrait transformer l'une
- dans l'autre par une transformation linéaire simple et on tomberait sur
~upe contradiction avec la propriété de croissance démontrée au No. 10,

Il est clair que le minimum du rapport

R(f4)-R(f+)
R(7@)-B(/) |

(6) 1 Scuur ,Zwei Sitze {iber algebra’-che Gleichungen mit lauter reel-
~Jen Wurzeln¥, Journal fir Math. B, 144 (07 4) pp. 75—88.
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% - Vi 1=
s'obtient en calculant sa valeur pour l'équation (x-1)ttan—-1=0 par

exemple. . mgl .
FI)i]n particulier, pour i =1 on obtient la proprieté suivante :

Si Véquation (1) atoutess:s racines réelles et st R(f)=R(f") > R(F")

e R(f)—R(f") _ 8Vn-1—{3(n-3)

RI)—RI) ~ 2fn-1-V2(n-2)
possible que pour les éQumﬁions de la forme

Végalité n'étant
(x-a)2(z-b)""2 = 0. a > b.

16. Proposons-nous de déterminer une équation de la forme
«(14) fir) = (z—a) (w—D) (@—0)"~2=0

.prenant les valeurs données R(f). R() R(f”): ' -
Le cas R(f")==2R(f"), —R(f) a été¢ déja mis en ev1denc.e’et
nous savons qualors l'équation (14) est completement déterminée,

] en est de meme si R(f)=R([") . | k
Supposons done que R([") < OR(f') — R(f). B([) > R(/ )
Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que R(f)=1,
R(f")=0 ot alors B(f") =& < - L L'équation (14) devient
(n=-2)\"2_
15 f@=@-)@-N{r + 1) =
3 . . (n - 2)1]"’4
Si nous écrivons que f"(2) débarrasé du facteur (m-}- _lTl—_f
-g'annule pour # = E nous obtenons une équation de la forme
-(16) P82+ rh4s=0
=pour déterminer A. On a ainsi négligé Ja valeur —1 de A quand (15)

stend vers une équation du second degreé.
Faisant les calculs on trouve

p=— (n-1) (n-2) (E+1) |
q = n(n-1)E2 4 (n-1) (n-2)§ - 2(n-2)
r = 2n(n- e (n-1) (0-2)E - (n-1) (0-2)
s = (n-1)g[nE-(n-2)).
Le discriminant de I'équatiun (17) est de la forme
A1) RE AR MBI AN
‘en supprimant le cas p = 0 qui conduit & E=—1, cas que nous avons
-déja étudic,
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Nous avons

Ao = — 8n¥(n-1)3(n-2)3

Ay = 4n(n-1) (n-2)3 (5n3-29n2-+-60n-44)
A5 = — 8n(n-1) (n-2)5 (n+3)

Ag == 4n(n-1)2 (n-2)

ce qui montre que la suite
A0’ Al'J l2’ l3; )‘41 15, A6

présente awu moins trois variations. Il en résulte que le polynome (17}
a aw plus trois zéros négatifs.

On vérifie d’abord que (17) s’annule pour E=—1,

Considérons I'équation (14) et le rapport

R(/") — R(f")
as) R()—R(f) °

Supposons a et ¢ < a fixes et faisons varier b de ¢ jusqu’a:
— oo. Le rapport (18) decroit de 4+ oo jusqu’a la valeur 1 pour b=¢
qui est un minimum. Aprés il croit jusqu’a un maximum pour decroitre-
ensuite vers a4 pour b = — oo,

Il en résulte que R(f), R(f’), R(f") étant donnébes il existe toujours

au moins une équation de la forme (14) avec a = b = ¢ prenant ces-

valeurs. !
Il en résulte encore qu’il existe un nombre {§; <—1 tel que-
pour & compris duns (—1, &) l’6quation (16) ait trois racines réelles-

dont deux sont < — (n~1). Si £ = E 'équation (16) a une racine dou--

ble plus petite que — (n-1).
Remarjuons que (35) donne aussi les valeurs de A pour lesquel--

les £ n’est plus la plus grande racine de la dérivée seconde mais-

Pautre racine différente de la racine multiple.

L’examen du rapport (18) nous montre l'existence d'un nombre
& = § tel que si & < & l'équation (16) ait encore trois racines réelles-
dont deuws donnent des équations pour lesquelles & w'est pas la plus
granderacine de la dérivée seconde. Pour £=Ey équation (16) a une racine
double qui jouit de la méme propriété.

Nous avons ainsi mis en évidence les trois zéros négatifs — 1,.
E1, & du discriminant. On peut montrer qu’on a efectivement &, < §&.
-En tout cas le discriminantne peut s’annuler entre & et £ et change.de-
signe en passant par ces points. Il en résulte que pour £ compris dans:
Tintervalle (£, £) U'équation (16) n’a qu'une seule racine réelle.

b
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Nous pouvons maintenant énoncer la proposition que nous avions
en vue.

Une équation de la forme (15) avec a > b > ¢ est complétement
déterminée par la comnaissance des valeurs R(f’), R(f’), R(f").

On peut facilement voir de la propriété précédente que si on
considére l'équation (14) aveca > b > ¢ dans laquelle R(f), R(f’) sont
données, la racine R(f") est fonction décroissante de b et fonction
croissante de e.

Les résultats précédents peuvent s’étendre au cas ou au lieu de
la plus grande racine de la dérivée seconde on prend la plus grande
racine de la troisiéme, quatriems,... dérivée.

Dans la suite nous montrerons les propriétés extrémales des
équations de la forme (14) et nous déterminerons en particulier le
maximum de R(f"”") quand R(f), R(f") et R(f") sont données.
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