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ùro'ts ,ytoint iJ'øccumul,ation il,'un ensemble Es par les ntots ,jpoint d,'accumuL
lløtôon il,'au tnoins un soui-ensernble íle 8", on obtient un systèrne S¡ d,e d,éfi:
nitions et ile Lh,éorènes qui, s'appl,ique à l,'espøce topologi,que le pl,us générøl;

. Oomme nous aviobs pris clans not,re livre comme terme primitif I'opé-
tation E', le théorème précédent s'applique immédiatement aux propriétés deç
€spacos (12) obtenues dans notre livre (t8).

il est intéressant de remarquer que si I'on part de la définition des-
ßnsembles fermés admise dans notre livre (à savoir' ,,un ensemble est fermê-
s'il contieut son dérivé), le théorème précédent conduit à admettre dans un.
ospace topologique la déflnition suivante des ensembles fermés :' Un ensemble est fermé s'il contient les dérivés de tous s€s sous--
ðnsembles.
'' Cette définitiou est précisérnent celle que M. FnÉcnnr (to) tlouvâít ki
plus naturelle dane le cas des ensembles appartenant à un espace topologiquel
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de degré 2m qua nous allons1. - Considérons un poìynomo

écrire sous la forme suivante

f(n): asc¡t' a(@1, . . ., * akcknk +,, . ., * a2.c2*fr2m

où ao¡ &r¡,.,¡ükt.,.1a,¡¡ sont des constantespositiveset et des coef:

ficients réels.
Mettons ce polynome sous la forme

f@ -,ã_rl" ic2i nz'| (, * u, ff,)' + r,

l"
N 

czi c2i+z-c;í+l
*r,*r)! a¡,c2¡nnzß

czi

et déterminons les constantes ai, Pì1Tr par identification. Nous obte-
nons

do:ao1 2cr'i!i:azi+tt þ?o,:ft, üi¡1* #: or,*"

i=0, 1, ... rm-4'
Les constantes ø¡ sont donc déterminées par les relations de

récurrenco 
Ð

, az¡+l
do: øo , q¡+t * 4\2qt

Nous pouvons écrire

: &ztflz, d:0, 7r, .. rm-l'

É,+, (l)
4r : 

À P¡r)
et alors Pr,(tr) est un polynomo de degr'é É en l.
, Ces.polynornes vérifient les relations de récutrencc

P0(),):'1, P¡(),):ao], P,1z(l)-lø2¡+rP+r(l)* ff e,(l):O



ù

nous avons alors
uZ¡+t

4a2¡a2,¡2
Q,(À): I, Q,(l):1, Q,+z(À)-ÀQi+r(l) 't- Qi (1) : ¡¡

Le polynome Q*(l) a tous ses zéros réels et les zéros de Q¡a¿(À)
6ont séparés par ceux de Qr(l).

Pour quo les constantes d¡ soient toutes positives il laut que ì,
soit plus grand que le plus grand zûo de Q,n+l(),). Ðans ce cas les
.constantes pi of 1¿ son[ aussi toutes positives.

0n voit donc que si l,'on o,

co ) 0, Srr'ry*r-cl,nr) O

(i:0, ,1, .. . , rn_t)
où ), est qu ynoi,ns égale ìr, Ia plus ara,nd,e racine À.^¡, de l'éqwatior
'Q'"+r(l):0, le polynome f(n) est positit''.

2. - La limite trouvée À-a, est la meilleure possible. Otrrr peut
,lo voir directernent, ou bien de la manière suivante :

Posons

^.-^,P 1 z I
.i2i : :t:r , 1T Qi C2i+2- ci¡+l : 0, cZi*l : -. I r'fr +t

i:0, I ,... rrfr ;t,:0, tr,,, rm-L
@'*a)

et déterminons I de la manière que l'équation f(r)-Q.puise avoir aúr
moins une racine réslle, On voit immédiatement qu'il su,ffìt d'exami--
ner Ies cas oir *1 est une racine de cette équation. Nous avons alors

tosu';-+ aznT +, I . . , * o2a n2^: þnr"o",-¡ ãrtifrz+ , .. -,$a2*-1x--pm)
ou

À- Q (I)¡Í1 + n3fúj2+, . . ., * rzr-t$n,-tï'n,
* a2nl* ,..., *a2^æÌ^

À doit donc êt,re compris entre le maxim'urn e8 le minimmmndu second
membre, autrement dit entre lo tnaximum otle'minimum, de Ia florme

|lx-l
quadrati-¡ue ) azi+$iø¡a¡ lorsquo'Ies vari,ab,les.sonf liées pør Ia r,e-

x-_0
NL
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Il en résulte que À ost compris entro la plus petito et la plus

grantlo racine do l'équation caractéristique

- Zra¡ A1

- ùrø2

A3,Ro-¡1(ø): :$.
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Posons

t:0
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Qo ),): Po().), Q, (À) :
0

q,g

0

0

a5

0

0

:

A1

0

0

2naa

0 0 0. ,a,2m-1 -2na2-

On voit imédiatement que

R¡(ø):-Ztas, R2(r):4asa2 (* - 14.,r)

I

l

l

1

R ¡ ¡2(n) I 2 æ a z¡ +zR i +t(n) * a !'a1 R i ( r) : 0

Il en résulte que

R¡ (ø): (-1)i 2i asa2 . . . a¿¡-zQ¡ @).

La propriélé énoncée résulte do cette idontité.

3. - Examinons cluelques cas particuliers de ce problème.

Supposons d'abord que

Cl' :: (11 -- . .' : CL,^:L,

Le polynome QÍø) n'est autro que le polYnome trigonométrique

{ Qi(tn):@rf#*
"'ot nous avons alors

-78Àø.'cl: COS * U

Nous en déduisons done la Oroprieré suivante:
Si, l,es coeffici'ents es, ct ¡ cz , . , , ¡ c2rn dw polynorne

,r(1) esf. c1 n* c2nz * . , , ]c2,1 frzm

véri,fi,ent tes inég ùités

co) 0, Itcz¡cz¡+z-c?r¡+r)0, l:0, 7,,,,, nx-l

-aù p<--) , , ce polynome est posil,i,f.

COS¿ ---rn +z i: I2 ",'*l:1
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fSi p;, ------:- la propriété n,est plus vraio. On peut d,aif-
cosZ E 

,
rn +2

lours'mont'te r quo dans ce cas le polynome, tout en vérifìant les iné-
galités écrites, peut changer de signe.

En particulier, en prenant p:1, nous avons le théorème suivant".
ilt à M. E. B. V¡u Vrncr (r).

Bi les coefficients c¡ aérifi,ent les inégalités

co) 0, cztc¡+z-c\l+l ) 0, i:O,I,, . ., fit-l
Le polg¡nome (1) est posi,lif.

4. - En pãIticularisant les valeurs de a¡, ot ¡.,. ta,zm orr trouve,
,divers énoncés.

Si nous pronons

ûo:1, A4: A2- . , , :dzm :2

lo polynome Qr(ø) dovient lê polynomo trigonométriquo

et(r):r99g#r4
et nou's avons aloi.s

.?tlymlt: cos 
z?n + Ð

qui nous donne I'énoncé suivant:
'Bi les coeffi,cùènlb co¡ ct, ..., c2m d,u polynome (l) uérifientles i,¡té--

gøli,tés

eo) 0, 2pese2_ c1> 0, p.c2¡c¡¡2-ctr¡+r ) 0, i:7r2r.. , , M-l
où ps ce 2tolynome est posilif.

' 
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Q¡(ø).n'est autre (à un facteur constant près) quo lo polynome do,
Lncnrlrnn de degré i

ei(r):% #@z-r)t.
Nous trouvons donc une propriété qu'on peut énoncer sous Ia

forme suivante:
Si, Ies coeffi,cients cs ¡ tt ¡ . . , t c2m d,u ptol,ynome (1) uërifient leþ

inégalités

co)0' $ ¡qfl4,1r¡ø1u 
cztc2+z-'7'+i)0' 'd:0'1' ''',tn-L

où \ est aw nuoins égal øw plws gra,nd, zéro dw çtol,gnom,c de Lncn¡¡¡nÊ
d,e d,egré rtu+L, ce polynome est posi,ti,f.

6. - Considérons maintenant le cas orì

",: ('i), i,:O,t,...,2*.
0n sait que si l'équation f (r):0 a toutes ses racines réelles,

ona
c3+t-c,czi¡220, i':O,I, .,., m-L.

Si on considèro le polynome sous la forme (l) ces inégalités.
s'écrivent sous la forme suivante:

aþ,+I)(m-i) 2 .
(2i+ l)(zrn-zr:-Ð c'' c''*'-cf¿+r I 0' i:0'1"' " m-I'
On obtient done uno propriété contrajre en appliquant les résul-.

tats précédents. Dans ce cas l¿-¡¡ est lâ plus grand racine de I'équation,

Sn,1t (r):

-borYm 0 0 0

Tt -l)íx y,n-r 0 0
0 T, -b2r ln -2 0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

Il est à remarquer quo ce critère est distinct du précédent. 0n a. 0

'Bn effet

.or'* ¡-L2 "or'¡ffi coszL*,

Signalons encoro un cas. Si

0 0 0 0 0'..fm-r-bm-tnfr
2 (pour z¿) l)" 0 0 0 0 0...0

bi :(2i. +1) (2n¿- 2i + t)
^rt -i(2i+r)

Tm -borfr

a¡:i*t, d:0, 1,2,..,,2m
(l) E. B. V¡l¡ Vrncr ,,4 suficient condition for the maxirnum number

of imaginaly rtrots of an equation of the ø-the degrge(r Annuls of Math, (2)"
t. 4 (1902-08) p. 191.

Nous avons donc la propriété suivanle:
Si les coefficfunts c0¡ ct,. .. t c2nt du' ytolynome (l') réri/ient les,

inégalités

co) 0' + ffi"'Ì.,cz¡cz¡+z-.'tr,+. ) 0' i:0'1"''' ffi-L'
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.oì0, X est üu rnli,ns ëgal à, lø pl,us grønd,e rac,i,ne d,el,équation Sn¡¡(ø):e,
ae pol,ynome est posi,tif,

6, - Eraminons en particuliers les cas rn:Z, B, 4,
Soit rn:Z, Si I'équation

,{2) c¡*cplc2r2* csrs! c4n4:0
,-a toutes ses racinos réelles on a

8ese2_ ïcl<0, Bc2ca_ 3c!<0. '

Dans ce cas S3(ø): -3 (8ze - 4r). L'équation (Z) aura donó
;áoutes ses racines imaginaires si

eo ) 0, Bþrotr- 8cf ) 0, 8¡re2ea- 3c! ) 0

, où t¡ .1 :O,ff .

Soit nø=3. Si I'équation

(3) c¡l c¡r I c2nz ¡o3r'3| cartfc5ns* can6:0

a toutes ses racines réelles on a

12 csc2-ó czt I 0, 76 c . c + - I tZ = 0, 12 c ac 6-i' c! -,< 0.

Dans ce cas Sa(z) =225rt-370n2*8t. L'équation (3) a donc tou-
i tes ses racines imaginaires lorsque

¿o) 0,'12p. csc2 -S cl>O, I6¡t c2c a-9 c,r)O, lÀ¡t c ac6-6 c!)0

oir ¡-r, s 5 (37-8hd :0,7 J23'.'|.- 8l
Soit enfìn nt,:4, Si I'éqrratio

(1!) csl cñ* c2rz t csn3 I ctn+ -¡ c5n5! c6n6 | c7u7 + csns:O

a toutes ses racines réelles on a

16c¡c2-Tc! < 0, Bc2ca-.6c!30, Bcac6-5cf;1O, I6c6cs--7cl= 0.

Dans ce cas S5(ø)-45r(Tnz-4)(69-3512). L'équation (4) a donc
:,toutes ses racines imaginaires si

¿o ) 0, L6lt csc2-7 c21)0, 8p,c2ca- óclS 0,

B¡-tcoc6-5c! )0, 76p,c6cg-T czT)O
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7. - Considêrons un polynome de degré Zm,i\
F(n)-c¡-l c& *, . . * czn,+tnz'*t.

Nous avons

rz^rtF (*):rr*r^*,*. . .*úzm*r.

Prenant la dérivée, nous voyons que si

(5) (2m*I)cs*2mcñL..-lc2n1a2m

est positif Ie polynome F(ø) chango au plus une fois cle signe. PIus
exactement il n'admot qu'un seul zfuo réel,

Le polynome (5) étant positif, on peut appliquer le résultat du.
No, 4 et nous avons Ia propriété suivante:

Bi, I,es coeffici,ents cs ¡ ct¡ , . , 1 c2m d,e l' ëç¡u'ntion

(6) cr*cp*. ,.*c27¡1n2o'f 1-0

uérif,ent le s inég ali,tés

czn)O, (ro¡O), * cziczî+z- c';i¡t} 0, i:0,I,,,., ffi-L

où ), est au m,oi,ns égø1, øw plus grad, zéro du polynom¿ de Lncnl¡rnn
d,e d,egré m*I, l,'étluation a au yúus wna rac'ine réelle.

En particulier, nous eu déduisons le second théolèmo de M. E. B.
V.ln Vr,ncr (2).

Si, les coeffiei,ents ao¡ ct t. , . 2 c2m cle l'équat'i'on (6) uéri'fi'ent les '

inégølités

co ) 0, c2;1c2i¡2-c!i+r ) 0, i,:0, 1, , ,., m-!
cette équation o, aru plws une raci,ne réelles,

8. - Considérons l'éluation do degré ru.

(7) g(u):co+(i) ctn *,...,* ff)'r**,...,1cnøn:g.
Soicnt 7. r deux entiers positifs teJs que j > 0, j*Zr 3 n, ef,

prenons la dérivée d'ordre j de g(r)

o(¡) (n\: =!:-l ,, n P . il .,., , I

\n-ht I 
o+ I | )c¡ttn * ""' * cnnn-tl'

Considérons la transformeu un L (laissant do coté un facteur -
fr

(2) loc cit (t).

I

-ou 
¡-u 
<

-0,5072. ..
35
69
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.constânt)

Ç(r):c¡nn-t * (',i) c¡¡7æn-t-t+,. .. 2 * eo

.ot pronons la dérivéo d'ordre n-j-Zr de ce polynomo

gl,-¡ - 2r)(n): @:=i) I 
I n, n, * (2,r''

rlõT L.in- -r l1)%¡pz'-r* ,. . .,+ ,,*r,f .

Soit enfin

'2rt í2r\sz(n):q + [I] cirØ*, ...,t lilu+r*o+,..., -t- e+z,nz,.

Les résultats du No. 5 permettont donc d'énoncer la propriétó
générale suivante:

Si 7:¡, j1-2r<n et si l,es coeffici,ents ci d,e l,é,qwøtion (T) uéri,_
fi,ent les i,négalités

1c¡) 0, 
xr! 

ri+r,cr+zt+z- c1+z¡ rt) 0, 'i,:0,1,. ., rr-I

Pour r:1 nous avons cette propriété, évidente à priori, que si.l'on peut trouvor un 7 tel que

ci) 0, c¡et+z- ¿¡r+, ) 0

,l'équation (7) a au moins un couple de racines irnaginaires conjuguées.
Poat r:2, nous trouvons que si

c¡). 0, þct+z¿c¡+1+z- t¡+r,+r) 0, d:0,1
,1rL<t:0,75, (j>0, j+4<n)

'l'équation (7) a au moins deux coupres de racines irnaginaires con-
.juguées.

- Pour r:3r 4 nous trouvons do mémo des conditions suffìsantes
.analoguos pour I'oxistenco do trois ou quatre couples de racinos ima-
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ginairos conjuguéer. Les valeurs des coeffìcionts p qui entrent dans les
inégalités respectives sont cellos précisées dans le No. 6.

9. - Enfin si nous écrivons l'équation (7) sous la formo

es! cñ!c2æ2+ . . , lc¡r't : 0

{e polynome gz@) s'écrira sous la fotme

(2r\ (2'\
1 [r ] ,ln) 1

år', + rnic¡¡Ø-1. +ilc¡¡rnk+'.. +, ; rci+2,,fl'.
l¡ ) l¡+t) l¡+n) ti+2,)

Portons notre attention 3ur le cas où J:0. Le poJynomo préeé:
.dent peut alors s'écrire sous la formo suivante

(2r*l) (%+2) . . . m e¡ l2r (Zrlt). . . (ø-1) c¡¡1 r*,,. I
. . . ¡ (2r -k * L) (2r -k + 2) ... (n-h) q-¡rc rk t, .' + I,2 ... (n-2r) c¡ ¡2rr2' .

Posant

n?/:r, a¡- (itÐ(i+2).. . (n-Zr|i), i-0, l, ...,2r
,le polynome Qi(l) corresponclant est donné par les relations de récurrence

(8) Q"().):1, Q,(),):t, Qi12rÌ)-tr9i*r(t) # sPg!F++ Q(r):O.' 2(2i+r)(n-Zr+2i+ ".¡
Nous avons donc Ia propriété suivante :

Sd f Þ 0, jlùrSn et si, les coeffi'cients q d,e i'ëqwøtion

co*cpI. .,*cosn:Q

aéri,fient les i,nég øli'tës

lzci) 0, a¡zci+zici+zi+z-cí+zi+t) 0, i:0, t, ..., r

où, ),. est øu rnoins égøl aw gtl,us grand, zéro d'w polynorne Qr+, (X) : 0

itéftni pør les relati,ons (8), cetLe équa,ti,on ø aw plus n-'¿r rae'i,nes réelles'

La plus grande racine de l'équation Q'+r(tr) :0 no dépend pas

.do i et est bornée supérieurement. II en résulte on eflet d'un théorème

.connu (3) que los zé(os de Q+r(I) sont- en module au plus égaux à

max. ('lbr+Vh, ltttt +Vttt, ...,Vu, +Vl,+r)

1s) Voir par ex. Wolctivo Hlnn ,,Bericht riber tlie Nullstellen der La-
rsuerreichen und der Hermiteschen Polynome" Jøh,resbericlct d. D, M, V. Bd-
.a4 p, 2Ló- 236, sp. p, 227.

:254
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b¡+z: (i,1-1)(2itn-2rlI) i:0, l, . ., , r_1.2(2i+I)(2iln-2r|2)'
On voit irnmédiatement que (n)Zr)

bzl bs>. . .

La plus grando racine de l'équation Qr_,.1().):0 est donc au plusr
'égalo à S0LUTIONS NOTIVÐLLES DE L'ÉQUATTOÌ{ A3U-O

V6+Vù: a¿f-L

2(at?) úfm4t+ rrt[+:1,24... par

Pierre llurnbert
Professeur à I'Université de Montpellieron peut d'ailleurs démontrer quo la vraie limite supérieure en,

,question est )1. En effet, si nous faisons tendre ,¿ vers oo roüs obto-
nons les polynomes

Qo(À): 1, Qr(I):(I), Q¡+z(I)-),Q,+,(I)+ #he¡(tr):o,
et nous en déduisons

Reçu le 15 Mars 1935

Q(4):1, Qr(l): 1,
4l

Qr1): i, Q¡(1):.2- 11

1. - Lorsqu'on étudie l'équation de Ltpr-¡,ce à trois variables
dans laquolle on fait Io changemont de variables dos coordonnéos
polaires,

r:?sinScosQ
A==?sinSsinQ
s-peosót

on est amené à un procluit de L¡,pLtcn introduisant le polynomo de
Lncnrvona associé, Pf; (cos þ), jouant ainsi lo rôle de foncti,on sphêrique-
Le procluit est alors

pn Pf, (cos d) i'fi ,t ,¡,

et il est fini sur touto sphèro P:const, Si I'on préfère des solutions
flnies sur les cônes de révolution g:const. (sauf à l'origine), on devra
introduire les fonctions P à indices imaginaires, dites fonctions coniques
et lo produit sera

o
.l

Q¿(1) : ;-rå l: #, Qs(l)

ce qui demontre notro affìrmation.

121 43
420

ö

<0i- m-1 6

I sin

/p cos
(ptos ùPi, _ + 

(cos {) åå - + .

2. - Dans lê cas tlo I'équation de Llpu.cn à deux variables.
(potentiel logarithmiquo),

A2u: ffi+"ffi:0,
le changement de variables

æ: ? eOS 9l

g:psiné

Mathematica XI. tr


