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1. — Considérons un polynome de degré 2m que nous allons

écrire sous la forme suivante
flx)=agcot ajcrx+ , ..., Farcrx®+ ..oy 4 GomComa®™

OU oy Gy ..0y0k,..., am sont des constantes positives et ¢; des coef-
ficients réels.
Mettons ce polynome sous la forme

m—1

f(m)—#zb [06[02(.’1}2' (l+ B cgc'—:l”x)z i

2
ﬁ Coi Coito—Cyhi-p-t

21

et déterminons les constantes «;, Bi, yi par identification. Nous obte-
nons J

ag=ag, 2u;Pi=ast1, [3? @ =Y, Gt ;’_21 = Oyif2
i=0, 1,...,m—1.

Les constantes o; sont donc déterminées par les relations de

récurrence
asiy

%o = o, %it1 + mli = Gyif2, =0, 1,.,.,m—1.
Nous pouvons écrire i
b Pirs ()
CTXPIN

et alors Pi(}) est un polynome de degré k en A.
Ces polynomes vérifient les relations de récurrence

2.
Pu(A)=1, Py(})=aph, P,-+2(x)—xa2,-+2P,-+,(x)+“T‘ P, () =0
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Posons

Q V=P, Q) = - P, ()

"521---.-‘-!-;4—2-
nous avons alors
2
QM =1, Q=2 QuaM)=2Qups) +- = Qi(1) = 0
Goi Qo2

Le polynome Qk(d) a tous ses zéros réels et les zéros de Qusi(A)
sont séparés par ceux de Q«(}).

Pour que les constantes o; soient toutes positives il faut que A
soit plus grand que le plus grand zéro de Qmy4(A). Dans ce cas les
constantes §; et v, sont aussi toutes positives.

On voit donc que si l'on a

1
co > 0, FCQ[ f‘2i+2"'0:f,-+1 >0

(=0, 1,..., m—1)

ot A est au moins égale & In plus grande racine Ay, de Uéquation
QDmp(A)=0, le polynome f(x) est positif.

2. — La limite trouvée Ay, est la meilleure possible. Om peut
le voir directement, ou bien de la maniére suivante :

Posons
1

— by 2 =3
Cai = Xy - €2i Coip— Cpifq == O, Coiqy == ——"I X1 44
=0, 1,...,m 1=0, ,...,m—1

(@ = 0) j
et déterminons A de la maniére que I'éguation f{x)=0-puise avoir au!
moins une racine réelle. On voit immédiatement qu'il suffit d’exami-
ner les cas ol +1 est une racine de cette équation. Nous avons alorss

2 2 : 2_ 1 . ‘
oy -+ Ay + yerey t Gam Xm= "‘X“’(aﬂ‘omr‘f‘ & X T+ .. rﬁ+a2mw1xm—lxm)
ou

i Qg g0 04, L., +/72,;n_|a),n;—.11.’)"‘7r_r?

ey oy " 2
aprytagEtt, ..., Tt aaml,

A doit donc 8tre compris entre le maximum e le minimumr da second

membre, autrement dit entre le maximum et le:minimum: de la forme
m—1

-quadratique 2 Goi 1% Tigy lorsque les variables sont lides: par la re—

=0
n

Jation 2 ag )= 1.

1=0

POLYNOME POSITIF 249

Il en résulte que A est compris entre la plus petite et la plus
grande racine de I'équation caractéristique

— 2xag a4 0 Oz st Mt s 3 10

ap — 2xa, 03 Q'L NG RIENL IO
Raopa(x)= 0 G el @ A S e D) =0
0. T ‘0. . 0 ", 0 X .-a-z,,,_l.— Qxam |
On voit imédiatement que §
R(x)=—2xap, Ra(2)=4ag, (xz — Eglﬁ;)

Ripa(20) +22tsitoRip (@) + a5 Ri (#) =0.

Il en résulte que
Ri(@)=(—1)2 apaz . . . @xi—-2Q:(%).
La propriété énoncée résulte de cette identité.
3. — Examinons quelques cas particuliers de ce probléme.
Supposons d’abord que \
a:=a1= ... =0m=1.
Le polynome Q@) n’est autre que le polynome trigonométrique

sin (¢4-1) arc cosx
AV 1—a?

i Qi () =
=gt nous avons alors
)\ K1
=c0S— 5
il m 42
Nous en déduisons donec la propriété suivante:
Si les coefficients eo, ¢1y €2, 4.+, Com du polynome
<(1) cote xtex?t .o +egm 22T

vérifient les inéy lités

>0, peuicuye—ciiy1 >0, 1=0,1,...,m-1

o p = 0 polynome est posilif.

cos?
m + 2
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Si p> l—n la propriété n’est plus vraie. On peut d’aif=
cos? ' 3

m +2
leurs montrer que dans ce cas le polynome, tout en vérifiant les iné-
galités écrites, peut changer de signe.

En particulier, en prenant p=1, nous avons le théoréme suivant,.

da & M. E. B. Van Vieck (1).
St les coefficients ¢ vérifient les inégalilés

>0, cucpyo—ciiy >0, i=0,1,...,m—1
le polynome (1) est positif.

4. — En particularisant les valeurs de ag, a4,...,dz2n on trouve:

divers énonces.
Si nous prenons

=1, ay=ax=...=dgm =2
le polynome Q;(x) devient l¢ polynome trigonométrique

cos 7 (arceos z)

Qi(z)= 9i=1

et nous avons alors

=05 56,1 T)
qui nous donne |’énoncé suivant:
8t les coefficients co, €1, ..., Cam du polynome (1) vérifient les iné--
galités
(‘0> 0 2[1(‘0('2— c, > 0 [J.CziCH_g—ch_l > O, ’&=1, 9‘, e, M= 1
on p= ——, ce polynome est posilif.

v AL
%% (m-+1)

Il est & remarquer que ce critére est distinet du précédent., On a-

en effet

L > ! ) L < z e (pour m>1).

L cost st cos?——— cost——
m+ 2 2(m+1) m + 9 2(m--1)
Signalons encore un cas. Si

a=i+1, t=0,1,2,...,2m

(") E. B. Vax VLeEck ,A suficient condition for the maximum number
of imaginary roots of an equation of the m-the degree“ Ammals of Matk. (2),.
t. 4 (1902—038) p. 191.

cos?
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Qi(x) n’est autre (& un facteur constant prés) que le polynome de-
LeGeENDRE de degré ¢
(i) d

!

Qi(2)= g (#*—=1)"

Nous trouvons done une propriété qu'on peut énoncer sous la.
forme suivante:

St les coefficients Co, €1y «ovy Cm du polynome (1) vérifient les-
mégahtésl 12 :
4(v
€>0, R (@it 1)@iF3) 2 e
ow A est au moins égal au plus grand zéro du polynome de LEGENDRE:

de degré m--1, ce polynome est positif.

cigr >0, i=0,1,...,m—1

b, — Considérons maintenant le cas ou

a= ("), i=01,...,2m.

On sait que si l’équation f(2)=0 a toutes ses racines réelles:
on a

2 -
Corp1™C2i Coiap = >0, 1=0,1,...,m—1.

Si on considére le polynome sous la forme (1) ces inégalités.
s’écrivent sous la forme suivante:
4(7/+1)(m_l) <0 1:.__0,1, < m—l '

(Qi+ 1) (@m—2a—T1) 2 C2ive e

On obtient donc une propriété contraire en appliquant les résul--
tats précédents. Dans ce cas Any, estla plus grand racine de ’équation.

bt Yt O O O0...0 0 0
Y1 —biz Ym0 0...0 0 0
0 —by fm20-..0 0 0

S ()= T2 2% Ym -2 -0

.........................

0 0 0 0 0.. 'Ym—l_bm—lx ‘Yi
O O 0 0 0' b '0 Ym ‘_bmx

( b =(2 +1) Cm— 2i+1))

Y ——’b(2’b+l)
Nous avons done la propriété suivanie:
Si les coefficients ¢, ¢y .., Com duw polynome (1) vérifient les:
inégalités
4 (14 1) (m—1) -
00>0,)\£ (Z@—I—l)(‘Zm 9— l) 21(‘2,41 Zl—|—1>-O’ 1—0,],-..,?’"« 1,



252 TIB. POPOVICIU

o, A est au moins égal & la plus grande racine de Iéquation Sm-p1(2) =0, |
- ¢ce polynome est positif.

€. — Examinons en particuliers les cas m=2, 3, 4.
Soit m=2, Si I'équation - |
(2) o+ e1z+tcpa?+ g3+ ezt =0
-8 toutes ses racines réelles on a
8z — 32 <0, 8erey — 82 <0,

Dans ce cas Ss(w)= —38(8x3 — 4x). L'équation (2) aura donc
toutes ses racines imaginaires si

>0, 8peoez—3ct >0, 8peres— 32> 0
Fou p S% =0,75 .
Soit m=3. Si ’équation
(3) Co+ 1% 4 2%+ ¢33+ eyt -csa5 + o af =0
a toutes ses racines réelles on a
120002—563 <0, 16c ¢4 —902 =0, 120406—502 =0.

Dans ce cas Sy(x)=22521—87022+8(. L’équation (8) a donc tou-
“tes ses racines imaginaires lorsque
>0, 12pucoe, ~5¢i>0, 16pcacs—963>0, 12nc4c6—5c2>0

5(37—8Y10) ..
o = 0.7223..

Soit enfin m =4. Si 'équation

ou p =<

- (4) co+ e eax? 4 ez + ¢yt -+ esaB - e+ e + cgxd=0
a toutes ses racines réelles on a
16coc,—Tc3 <0, 8coes—bc3 =0, 8cace—bck <0, 16c5c5--Tc2= 0.

Dans ce cas Sy(#)=45x(Ta2—4)(69—385x2). L’équation (4) a done
“toutes ses racines imaginaires si

co>0, 18pcoc,—T¢2 >0, Spcycs— 565> 0,
8cscs—bes >0, 16pcees—Tc2 >0

< QU pS%:O,{)O'YQ 50
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7. — Considérons un polynome de degré 2m+1
F($)200+01$+ o o h —|-02m+1x2'"+‘.
Nous avons

z2mtt | (7‘/10_):00‘%2m—{-|+. . .+Cgm-|_1.

Prenant la dérivée, nous voyons que si
(5) (2m+1)00+2m01m+. . +02m.%'2m

est positif le polynome F(#) change au plus une fois de signe. Plus
exactement il n’admet qu'un seul zéro réel.

Le polynome (5) étant positif, on peut appliquer le résultat du.
No. 4 et nous avons la propriété suivante:

Si les coefficients ¢y, C1y ..., Cam de U équation

6) coteixt. . Feomr ™t =0
vérifient les inégalités

oan >0, (62> 0), ~goucusr—0yrs>0, i=0,1,..., m—1

o A est au moins égal au plus grad zéro du polynome de LEGENDRE
de degré m+1, Uéquation a au plus une racine réelle.

En particulier, nous en déduisons le second théoréme de M. E.B.
Van Vieck (3).

Si les coefficients cgy €1,...,com de Véquation (6) vérifient les-
wnégalités

e > 0, exicorpa—Ciiys > 0,

cette équation a aw plus une racine réelles.

=0, 1,...,m—1

8. — Considérons 1'éjuation de degré n.
(7) g(x)=00+ (?) 4+ 9 ey = (;Z) Ck.’;t}k—l— 3 + Cﬂx"=0'

Soient j.  deux entiers positifs tels que j = 0, j+2r = n, et
prenons la dérivée d’ordre j de g(x)
n!

] n—j - L
g(/)(x)zm[c/—l—( 1 )Cj+1ﬂ/+,...,+0nxn .

. 1 . ) ,
Considérons la transformée en p (laissant de coté un facteur-

(®) loc cit (1),
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-constant) .
1= 4 (") ey e

et prenons la dérivée d’ordre n—j—2r de ce polynome

(n—)) ![ tr

. 2r)
g5 ¥ x)= ol 9%+ ({}%1902"' LUEREEEE o c/+er'

Soit enfin
dr 27‘) . o
g2(x)=¢; + (1 J G+, .00+ (kch_k{,U +,0e0, + Crtor X4,

Supposons que I'équation (7) ait p racines réelles. L’équation
g% (x)=0, donc aussi gi(#)=0, a alors au moins p—j racine réelles.

On en déduit que I'équation g,(x)=0 a au moins p—n-+2r raci-
nes réelles. Il en résulte que si le polynome 72() a toutes ses racines
imaginaires 1'équation (7) a au plus n—9r racines réelles.

Les résultats du No. 5 permettent donc d’énoncer la propriété
générale suivante :

Si j=0, j+2r <n et si les coefficients ¢; de Véquation (7) véri-
fient les inégalités

1 2 :
¢> 0, Yo Ciei Ozite — Citaitr > 0, 1=0,1,...,r—1

ot, A est aw moins égal & la plus granderacine de Véquation Spvy(2)=0,
cette équalion (T) a aw plus n—2r racines réelles, On peut aussi dire
que dans ce cas Uéquation (T) a aw moins r couples de racines 1magi-
naires conjuguées.

Pour =1 nous avons cette propriété, évidente & priori, que si
Lon peut trouver un j tel que

>0, cepa—ci >0

PLéquation (7) a au moins un couple de racines imaginaires conjuguées.
Pour r=2, nous trouvons que si

2 )
>0, peijacitate — et > 0, =04

p<T=075,  (j=0, j+4<n)

[ o

Véquation (7) a au moins deux couples de racines imaginaires con-
Juguées, ;

- Pour r=3, 4 nous trouvons de méme des conditions suffisantes
analogues pour I'existence de trois ou quatre couples de racines ima-
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-ginaires conjuguées. Les valeurs des coefficients  qui entrent dans les
inégalités respectives sont celles précisées dans le No. 6.

9. — Enfin si nous écrivons I’équation (7) sous la forme
Cot-cix-+can+ o Feqa =0

le polynome g(x) s’écrira sous la forme

1 c-l-(glr)c z+ '-I-L%T\Jc/-w ..+ Cjer X" -
AL LI S0 e S R .
;") ’ (j—tl) (jﬁk) (j-lfl?fj

Portons notre attention sur le cas ou j=0. Le polynome précé-
«dent peut alors s’écrire sous la forme suivante

Qr+1)(2r4+2)...0n¢+2r 2r+1). . .(n—1D) crrg 2+ o +
e +(2r—k+1) 2r—k+2) ... (n—k) cjpr 2+ o+ 1,200 (n—27) ¢jpora? .
Posant
m=r, ;= (i+1)(i+2)... (n—2r+i), =0,1,...,2r
:1e polynome Q; () correspondant est donné par les relations de récurrence

D -2rb2it) o
‘(8) QO(X)=1, Qi(l)=>‘> Q1+2(k)_AQH'1(X) +2(z21/+ l)(n'21’+21,+2) QI(X)_O.

Nous avons donc la propriété suivante : , '
St j=0, j+2r=mn et si les coefficients c; de I'équation

cotext. . itex=0

vérifient les indgalités
1 2 .
¢; >0, e Cite Citaite—Cidai+1 >0, ¢=0,1,...,7

o, \ est au moins égal au plus grand zéro du polyno‘me Q,.H()\)’:O
-défini par les relations (8), cetle bquation a au plus n—2r racines réelles.
La plus grande racine de I’équation Qy4(\)=0 ne’ depe?d ‘pas
.de j et est bornée supérieurement. Il en résulte en eftet dUTl theor‘eme
-connu (3) que les zéros de Q44(}) sont en module au plus égaux a

max. (Vb +Vbs, Vo5 +Vba, «oos Vor +Vorss)

i i v i llen der La-
3) Voir par ex, Worgang Hann ,Bericht tber die Nullste
:guerre(sc)hen und der Hermiteschen Polynome* Jahresbericht d. D, M, V. Bd.

44 p, 215—236, sp. p. 227,
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0l
(i+1) (2i+n—2r+1)
2(20+1) (2i+tn—2r+2)’

On voit immédiatement que (1>>2r)
b2>03>...> bryq.

La plus grande racine de I'6quation Qr+1(M)=0 est donc au plus:
égale a

— at1 a+3 1
Vo +5=| 26t V B(atd) < / *V S P
On peut d’ailleurs démontrer que la vraie limite supérieure em

question est >1. En effet, si nous faisons tendre 7 vers co nous obte=—
nons les polynomes

bits =

i=0,1,..., r—1,

WOI=1, QI=), QI =20er )+ 5t L 0109

et nous en déduisons

= . 1 1 1 1
Q=1 Q=1 Q,1)= 97 Q3(1)=_2__3 2

3 1 1 Il e 2 gl 13 .

Qu(1 ——_10 2=600 WW=gp =7 g ="z <

ce qui démontre notre affirmation.



