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I.
Démonstration d’une propriété générale.

1. — Dans le présent travail nous ne considérons que des égqua--
tions algébriques a coefficients réels. Si le coefficient du terme de plus:
haut degré d’une telle équation est égal & 1, les racines sont des fone-
tions continues par rapport aux autres coefficients. Il en résulte, en
patticulier, que si une telle équation a exactement N raeines dans le-
voisinage d’un certain point et si N—1 de ces racires sont réelles, la
N°m® est aussi, nécessarrement, réells. Nous tiendrons compte encore
du fait que si une suite de polynomes de degré N, ayant tous leurs
zéros réels, tend vers un polynome limite, ceite limite est de degré
= N et a tous ses zéros réels. Par le passage a la limite, certaines
des racines de l'équation limite peuvent disparailre & l'infini et alors-
1e degré est inférieur a N.

Etant donné un polynome P(2) de degré n{n==1), nous nous propo- -
sons de chercher une condition pour l'existence d’un autre polynome--
Q(z) tel que la dérivée de I’équation P(x).Q(x)=0 ait toutes ses raci-
nes réelies. Plus exactement, nous établirons que si un tel polynome--
Q(x) existe on peut en trouver un autre tel que la dérivée du produ. -
ait un certain nombre limité, nombre ne dépendant que du degré du.
polynome P(#), de racines distinctes.



206 T. POPOVICIU

Dauns le cas général le polynome P(x) peut se mettré sous la forme

P(@)=(@—B)" (x—B)% . .. (—B)" Py(z)

o, ¢y =2,v=1, 2, .., 7; Bi1,B2 ., B sont réels et distincts et Pi(x) est

7
aun polynome de degré n—2 qv dont les zéros réels sont tous distincts

v=1

-
«et différents des B,. Posons k=n—2 g» + r, le nombre % représente
v=1
-alors la somme du nombre des zéros réels distincts et du nombre des
zéros complexes du polynome P(x).
Supposons qu’il existe un polynome Q(x) de degré m vérifiant la
spropriété, donc un polynome

Q@)=a"+ay x™ + ...+ Gw—y 2+ am

stel que si F(x)=P(x). Q(x), I’équation
{1) F'(2)=0

Aait toutes ses racines réelles.
Nous avons alors

F(2)=Cla— B @) .. (w— B ) (w—an)P @—a)™ . . (w—ats )P

r 8
o, pp=1, p=1,2...s, 2q,—~r+2p#=n+m—1,
v=1 n=1
oy < oty <...< a; et C est une constante,

Nous faisons abstraction des racines B, et nous envisageons les
wacines «, dans l'ordre croissant de leur grandeur. Nous dirons done
-que la premiere racine est oy, la seconde est ay si p; > 1 et ey si
p1=1, la (p;+1)°m® est «, et ainsi de suite.

2. — Admettons, pour le moment, que les zéros «, sont tous
«Jistincts des zéros B, et supposons que s = F,
Remplacons d’abord le polynome Q(z) par un polynome

d(x)=2"+E2™ '+ ... FEn-1ZFEm

«dont les coefficients E;, &,..., En sont variables.
Posons ®(z)=P(x).¢(x) et écrivons les conditions

1) % @, ) = 0
=12, .. ,0.—1, p=1,2,...,5 (aucun ju si pp=1)
Ju=pu, p=k+1, k+2,...,s (aucun s? s = k).
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C'est un systéme de m—1 équations linéaires par rapport aux m
@nconnues £4, &,...,En.

Considérons les systémes de m é7juations qu'on obtient en ajou"
Kant au systéme (2) succesivement les équations, linéaires par rapport
saux inconnues §j,

(3) (I)(pl)(“i)’__or (I)(pz)(az) ..-:O, ° 0o (I)(pk)(alf> =0.

Aucune des équations (2) et (3) ne se réduit “identiquement a
zzéro, puisqu’autrement P(x) devrait posséder au moins un des zéros
oy, avec un degré de multiplicité au moins égal & 2. Le sysléme total
formé par les équations (2) ei (3) est compatible puisqu’il est, par con-
-struction, vérifié par les valeurs

) Gi=a, E=a2,...,En=0m.
Lo systéeme (2) est indéterminé et admet une infinité de solutions.
Je dis encore qu'au moins un des systémes de m équations formé
.avec les équations (2) et avec une des équations (3) a son déterminant
:non nul. En effet, dans le cas contraire, le systéme total (2) et (8) serait
iindéterminé et il y aurait une infinité de polynomes ®(x) ayant la
améme dérivée F'(x), ce qui est manifestement impossible.

8. — Supposons que les c—1 premiéres équations (3) donnent
;avee (2) des systéemes avec un déterminant nul et que
(5) oP (@) =0, (A =o=y

:soit la premiére qui avec (2) donne un systéme de m équations avec
un déterminant non nul. Nous pouvons alors, parmiles équations (2) et
des a—1 premiéres équations (3), en choisir m—1 qui soient linéaire-
sment indépendantes et qui donnent avec (5) un systéme avec un déter-
:aminant non nul, Les équations négligées seront des conséquences de
-ces m—1 équations.

Considérons ce dernier systéme de m équations et substituons

4 'équation (5) la suivante

«6) ey ¢) =0

ou, & est un nombre positit. Le déterminant du systéme ainsi obtenu
:sera alors différent de zéro tout au moins pour des valeurs suffisam-
ament petites de e, Résolvant ce systéme on trouve pour les & deg
-galeurs qui sont des fonctions continues de & pour & assez petit et se

réduisent aux valeurs initiales (4) pour e = 0.
Il en résulte qu'on peut déterminer le polynome ¢(z) do maniére
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que ®'(x) = 0 ait les racines indiquées, avec leur ordre de multiplicité;.
par les égalités (2) et en plus [ autres racines o'y, &'y, ..., &'y, Iei
nous avons &'y = 4y, @p=0,...y o) = Ap—q , &'p=0a+E O ot
&'spaye - y0’k sont des fonclions continues de & et se réduisent &
Cgiy , Gtz ,er -y % poUr e=0. Pour e suffisamment petit ces racines
sont réelles et on a

) Wopg < alogp <.ovo < ks

Faisons croitre € & partir de la valeur initiale 0. Deux cas sont-

alors & priori possibles,
19, Pour une premiére valeur e=¢; > 0 il se produit des coinei-

dences entre les racines (7). Donnons & e cette valeur et soit Qq(x)e

Is polynome ¢(x) correspondent. Le produit F,(z)="P(x). Q,(#) jouit
alors de la propriété que I’équation derivée ¥ (x) = 0 a encore toutes
ses racines réelles. Les p+pa+ . .. +ps —1 premiéres racines de celte:
équation coincident avec les py+pot ... +P¢ — premiéres racines de
I'équation (1) mais sa (pr+pat ... + ps ) racine est plus grande
que la (pr+pat o oo+ po 1™ racine de (1)

90, 11 y a une premiére valeur 0 < ez < & telle que si &8 = &
cortains des coefficients & deviennent infinis. Dans ce cas, en faisant

tendre e vers &, les inégalités (7) se maintiennent mais certaines des-

racines oy (p > o) tendent vers l'infini, Par ce passage a la limite on
{rouye un polynome Q%) de degré plus petit que on tel que si

FH(x) = P(@). Q*(x) équation F*'(x) =0 ait toutes ses racines réelles..
Remarquons que nous sommes encore dans ce cas si gy n'existe-

pas, alors e peut étre égal a 4 oco.

4. — Si pour le polynome Fy(x) on a encore § = k. nous répé--
tons sur ce polyaome le procédé employé. Nous devoas arriver finale--

ment & la propriété suivante
Si om a s = k les trois cas swivants peuvent se présenter :

10, On tombe sur un polynome du type F(x) pour lequel s < k..
20, On tombe sur un polynome du type F*(x)=P(z). Q*(x) o Q*x)

est de degré < m.

8°. On tombe sur un polynome du type Fi(x) pour lequel la plus:

petite racine de Véquation dérivée ['y(x)=0 est plus grande que & .
Le cas 80 veut dire quon arrive & o = 1. En effet, si ancun des

cas 10, 29, 80 n’arrive par pour F(x) nous répétons le procédé en:
déduisant de Fy(z) un Fy(x), de Fa(2) un Fy(x), et ainsi de suife. Sinous-
n'arrivons pas & démontrer la propriélé aprés un nombre fini de telles:
opérations, nous considérons la suite infinie Fy(@), Fe(®),. o os Fu(@), o0 o
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Faisant v - oo nous arrivons a une équation limite F, (x)=0 du méme:
type. Si F,(x) ne vérifie pas la propriété nous recommengons le pro-
cédé sur ce polynome et ainsi de suite transfiniment. Nous formons
ainsi un ensemble de polynomes du type F(x) tel qu'aucun ne vérifie
la propriété. Il y a un ensemble correspondant formé par les premiéres
racines des équations dérivées, un aulre ensemble formé par les secon-
des racines des équations dérivées,... etc. Un de ces ensembles est
non borné (supérieurement) d’aprés la définition méme de l'ensemble

des polynomes du type F(x). Or ceci est en contradiction avec I’hypo-
thése qu’on n’arrive pas au cas 20.

La propriété est donc démontrée.

5. — A D’aide de ces observations nous pouvons démontrer main-
tenant la propriété suivante

8%l existe un polynome Q) (de degré m) fel que la dérivée de
Véquation P(x).Q(x)=0 ait toutes ses racines réelles, il existe certaine-
ment un polynome R(w) (de degrée = m) tel que la dérivée de Déquation
P(x). R(x) =0 ait toutes ses racines réelles dont aw plus k+ r—1
distinctes,

Dans le cas 19 la propriété est démonfrée,

Dans le cas 3% on continue le procédé. En raisonnant comme plus
haut on voit qu’on doit arriver & 1° ou 2°.

Dans le cas 20 on a abaissé le degré du polynome Q(x) et om
combine alors la démonstration avec un raisonnement d'inductiomn
compléte en remarquant que si m = O on est toujours dans le cas 1¢

R r
puisqu’'alors s < 2 Pu =N — 2 gvtr—1=k—1.

/U’=l v=—1
La propriété est donc complétement démontrée.

6. — N’oublions pas que nous avons supposé qu'aucune des:
racines @, ne coincide avec une racine B,. Dans le cas contraires
nous modiﬁons les polynomes P(x) et Q(x). Si par exemple o= f5,>
T(x) est divisible par (x—ﬁu)q" P4 done Q(z) par (ac-—ﬁv)p“. Nous écri--
vons (ac—[i,,)p“ P(x) au lieu de P(2) et nous prenons pour Q(x) son quo-
tient par (x—B,,)p/‘. Nous faisons ce changement pour chaque couple
oy, By coincidant et chaque _fois que cela arrive. Remarquons que:
les nombres k et r ne changent pas par cette modification. On en déduit
que la propriété est tout & fait générale.

Notons encore que, sans préciser la nature des zéros du poly-
nome P(x), nous pouvons énoncer la propriété suivante,

Malhemaliea X1, 14
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S'il existe wn polynome Qx) tel que la dérivée de Uéquation.
P(). Q(22) ———\O ait toutes ses racines réelles, il existe certainement un
polynome Ri) tel que la dérivée de Péquation P(x). R(x) =0 ait toutes
ses racines réelles dont au plus n—1 Jistinctes.

=

IL.

Etude d’un cas particulier.

Y. — Considérons un polynome de la forme

F(z) = (z—c) [(z—c)*+d?] Q(=),

Q{x) étant un autre polynome, ¢, d 3= 0 des constantes réelles et p
un entier positif, ‘

Nous nous proposons de démonfrer que,

L’équation dérivée E'(x) = 0 me peut avoir toutes ses racines
réelles.

Remarquons d’abord que la propriété est indépendante des valeurs
des constantes ¢ et d puisqu'une transformation réelle €t linéaire n’in-
flue pas sur la realité des racines de la dérivée.

Pour démontrer la propriété supposons le contraire. Il existe alors
un polynome Q(z) de degré m

Qr)=am+ gixm~14 . ., + am
tel que la dérivée du polynome F(2) = aP(22-}-1). Q(x) soit de la forme
F'(x0) == CaP=1(—a;)P(x—ag)P2, . . (x—os)Ps C=m+p+2)
o, pu=1, p=14,2,...,8 piFp+ ... Fps=m+2 et &, a,...

o sont réels, distincts et différents de zéro. Nous pouvons supposer
que oy est positif et que les autres a, sont tous négatifs ou positifs et
plus grands que 2;. Nous fixons deux de ces racines oy et as. Si
P1 > 1 nous prenons y=1, 8 =2 et si p, = 1 nous prenons 1 = 3,
Gl—0), '

8, — Supposons s > 1. Introduisons & la place de Q(x) le poly-
mnome '

$(#) = em g1t L g,

2 coefficients variables et posons ®(x) = (w—e) [(x—e2+1] $(x), €
étant un nombre positif,
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Déterminons le polynome ¢(x) par les conditions

; ju=1, 2,...,00 —1, L =¥, § (aucun si p, = 1)
G)a,) =0, " ! sea Py s s "
@) DIRE ! Ju=1, 2,...,pu pour tous les ¢ différents de y et 3,

qui est un systéme linéaire par.rapport aux m inconnues ¥, &, ..., Een s
Désignons par D(e) le déterminant de ce systéme.

9. — Supposons d’abord D(0)=0(!). Le systéme (8) est indéter-
miné. Il existe donc deux polynomes distinets ¢y(x), d2(x) tel que si
@ (@)= a7(2%+ Déy(x), ‘I’a(x)=90"(x2+1)$#2(9”,), les polynomes @"y(x), ®',(x)
-soient tous les deux divisibles par (?;i)(#—;_%)— .
la difference @4(%) = xP(22+1). [¢1(x)—¢2(2)] nous voyons que le poly-
nome ®%(z) de degré << m+ p--1 est divisible par le polynome

F'(x)

(@ —o) @ —tp)
:Zéros réels.

Le probléeme est ainsi réduit au cas ot le degré m duw polynome

“Qx) est devenu plus peiit.

Si nous formons

de degré m+p— 1. Il en résulte que ®x(x) a tous ses

10. — Supposons maintenant que D(0) &= 0. Alors &, &,...6x
gseront des fonctions continues de & dans le voisinage de £ =0 et se
.réduisent respectivement & g, , @z ,.., am pour & = 0. L’équation ¢’(x) =0
-aura les racines a«y, dz,..., o5 avec lordre de multiplicité indiqué
par (8) et en outre deux racines a'y, a's qui sont continues en & pour
Jes valeurs suffisamment petites de ¢ et se réduisent 3 ay et a; pour
€ = (.

Faisant croitre ¢ & partir de la valeur O les cas suivants peuvent
:se présenter, :

10, oy, &’; restent distincts, donc réels, jusqu'a ce que & coin-
-cide avec o .

20, 11 existe une valeur 0 < ¢ < «; tel que pour & =¢g; les
racines a'y, @5 coincident.

80, I existe une valeur 0 < & < &y tel que pour & — & au
smoins une des racines «'y, @’; tend vers infini.

Dans le cas 10 en faisant croitre & jusqu'a o4 on a rédait le pro-
‘ldme au cas ou p est remplacé par p+p; et m parm—pi.

() 1l importe peu ici, comme dans la suite, que ce cas puisse ou non
arriver effectivement.
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Dans le cas 3° en faisant & — €.0n réduit le probléme au os
ou, p restant fixe, le degré du polynome ¢(x) devient < m,

Dans le cas 2° en appliquant une transformation linéaire, om
voit quil existe un polynome Fy(@) = x7(2*-1) Qi(x) du méme type,.

Qi(x) étant encore de degré m mais le plus petit zéro positif de lg-

dérivée F'\(z) est plus petit que oy .

11. — On voit done que ce procédé de réduction nous conduit.

aux qhatre cas suivants,

1°. On arrive au cas on s = 1,

20, On arrive, p restant five, & réduire le degré m du poly-
nome (Q(z). .

3% On arrive a faire croitre Vexposant p et & faire diminuer, en
méme temps, le degré du polynome Q). '

4°, On arrive & un polynome Q(x) ot a; et devenu plus petit.

Dans le cas 4% nous répétons le procédé et un raisonnement una-
logue & celui employé dans le No 5 nous montre alors qu’il faut que
nous tombions sur 19, 20, ou 30,

Remarquons que l'analyse précédente est en défavt si s=2 et
P = 1. ,

Finalement, en raisonnant par récurrence, on voit que la propriété-
sera prouvée si nous faisons la démonstration dans les trois cas.
suivants :
1. m =0, 2. s=1, 3. s=2,p,=1.

12. — Achevons maintenant la démonstration en discutant les:

trois derniers ecas.
Dans le premier cas Fla)=ar(x241) ot l'équation
F(2) = ar=1 [(p4 22+ p] = 0
a évidemment des racines imaginaires.
Dans le second cas il faut que le systéme de m-1 équations

(9) FO(a) =0, J=12...,m+1,

linéaires par rapport aux m coefficients a, » 425 ..., @m S0it compatible..
Le déterminant de ce systéme est le déterminant de Wronski,,
W1, foy.iy fngr) relatif aux fonetions

]‘3.‘.1 = [w”+i(x2+’l)]’, J=0, 1, 2, ey M

calculées pour z — g, .
Posons

b4

1 gl y
gl:xp(T.‘_]__) et Jito=a, ]:O, 1, 2,...,m
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zalors
. ’
fis = [@) i=0,1,2,..., m
g

On connait la relation (2)

1 3 g2 ! g3 ! Im+-2
L £ el =w”-— (—)(
gtz 15 92 Imt2) 91J 5 o

%ile second membre 'étant précisement le déterminant du systéme (9).
Nous trouvons facilement que Wig1s g25+. . 9mi2), & un facteur
aumérique pres, est égal a
1 (m41) |
#ETD|

Dp.m-H T

Supposons d’abord p == 1. Si nous posons x=cotgl nous dédui-
#s0ns par un calcul simple

Diw = (—=1)% k! (tg0)*+1 [1 — cos*+1 0 cos (k+1) 6].
On voit done que
(=1 Dix > 0, pour # > O
— D > 0, pour z < Q.
:Remarquons maintenant que
i 3 k) k. )
Dp,ie>= [WL_, “—x(ﬁ;—l—l) ( i 1/2; l{f) (Wi_l) D1, k—v
«done
(—1)Dpx > 0, pour & > 0
(—1)PDpi > 0, pour z < O,

‘Le déterminant du systéme (9) ne peut donc éire nul ce qui est
«n contradiction avec la compatibilité du systéme.

Daus le troisi¢me cas les conclusions sont les mémes sauf qu'au
dieu de la racine «4 nous prenons &, dans la formation du systéme (9).

La propriété est donc complétement démontrée.

(8 Voir PoLya u. Szec6 ,Aufgaben und [Lehrsilze aus der Analysis“
i, 1, p. 118,
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111,

Sur la distribution des racines des équatibn‘s algébriques dont:
Péquation dérivée a toutes ses racines réelles.

13, — Considérons un polynome f(«) divisible par (x2+ 1) et tel
que f(x) = O ait toutes ses racines réelles. De 1'étude précédente résulte
alors que I'équation f(x) = 0 ne peut avoir de racines réelles trop:
aprochées de l'origine.

Supposons que

0y f@) = (x — ¢) (224-1). g(=)

ot ¢ est positif, g(#) un polynome de degré m et f(z)=—0 a toutes:
ses racines réelles. La racine ¢ a alors un minimum posilif que nous:
nous proposons de déterminer. Ce minimum, on peut V'établir facile-
ment, est nécessairement atteint pour au moins un polynome 9(z) de;
degré < m,

D’aprés la propriété générale, démontrée dans le § 1(3), il suffit:
d’examiner le cas ou

(1) (@) = C. (& — a)r(z — By
o, B réels et p+qg=m + 2.
' Nous écrivons encore ®(x) = (r—c+e¢) (#21) d(x) aveec & > 0,.
$&)=%"+E@™ ) + ... 4En et nous posons les conditions
o) = o, v=1,2 8,..., p—1
o™ (8) = 0, R (1 N TG )

Ce sysléme nous montre, exaclement comme plus haut, que s
@ &= B ou bien on peut diminuer la racine ¢, ou bien il existe un
p?lynome O(2) avee e=0 et ¢(2) de degré << m tel que @'(z)= 0
ait encore toutes ses racines réelles,
 Un raisonnement par récurrence nous montre done que le ming-
mum de la racine ¢ sera déterminé par les polynomes de la forme (10),.
(11) powr lesquels a = P,

14. — Ces polynomes sont de la forme
(12) fl@) = (x — a)"+A

@, A étant deux constantes réelles. 1l faut écrire que f(x) est divisible

(%) On peut éviter Femploi de celte propriété, Nous en ténons compte:
uwniquement pour simplifier 'exposé. . L D vl ot
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par (224+1). En posant « == cotg 0 on trouve

sinnf = 0, A:__(_——é_i):l_c;)%g

d’ou les n—1 solution_s
(=)

, vm\"?
s —
n

Il faut maintenant distinguer deux cas.
Si m est pair I’équation f(#) = 0 n’a des racines réelles que si v
est pair aussi et les racines sont alors

v
oc:cotgni, A= v=1,2...,n-1.

1 4 yT '
® cotgz—n, -—tg%, v=24,..., n-2

(n=-2)r ; '
—— = {g — g
o gn et la plus

grande racine négative, comme il était & prévoir par raison de simé-

La plus petite racine positive est cotg

trie, est égale & — tg Z— !
Si n est impair équation f(z) = 0 a toujours une racine réelle
qui- est
vTu

v b g o
cotgz—r:l- pour v Impair, —tg% pour v pair.

La plus petite racine positive est encore lg%et la plus grande

. B o T
racine négative —tgn— 5

Finalement done, en tenant compte aussi d’une transformation
linéaire, nous arrivons au théoréeme suivant

Si Végquation dérivée ['(x)=0 d'une équation algébrique de
de degré n o toutes ses racines réelles et si 'équalion fix) =0 a un
couple de racines imaginaires conjuguées a + ib, cette équation ne
peut avoir aucune racine réelle dans lUintervalle

(a—btgz— o +,btg-—1-7;) .

Les limites ne sont atteintes respectivement que pour les équa-
tions "

?L‘)"_ (@) LI IS
n

an (.n nohT
SN =—
1 H

f(x) = (07 (x—aib colg

C étant une constante.
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15..-- Nous allons restreindre maintenant le probléme en impo-~

sant au polynome g(z) de la formule (10) la condition d’avoir lui "aussi

tous ses zéros réels. '
Considérons done le polynome

(13) f@)=(22+ 1) (@—c)w—ag)P (s—ag). . . (5 —as)Ps
Pitpt .. Fps+8=1n

OU, Puy Pasevy s =1, ¢ > 0, %4, %, ..., as sont réels, distincts
et tous négatifs et plus grands que e. Enfin I'équation dérivée f(x)=0
a toutes ses racines réelles.

La racine ¢ a encore un minimum qui est évidemment atteint et
qui (sauf pour n=3 ou 4) est plus grand que le minimum obtenu
dans le problémse plus général, puisque les polynomes (12) ne peuvent
avoir plus de deux zéros réels. L'existence d’au moins un polynome
de la forme (13) resultera d'ailleurs, comme dans le probléme précé-
dent, de la construction méme du polynome donnant ce minimum.

Nous allons chercher & déterminer ce minimum.

[’équation dérivée /(@) =0 a d'abord m-s-3 racines communes
avec f(x)=0 et en plus s+2 racines distinctes de ¢ et des o, De
ses derniéres s sont certainement distinete ot séparées par ¢ et les a,.
Ces 82 racines peuvent done presenter les configuralions suivantes

1. Toutes sont distinctes. A

20, Une est une racine double.

3°. Deux sont des racines doubles.

40 Une est une racine triple.

Dans le cas 1° le polynome (18) ne donne évidemment pas le
minimum puisqu'on peut diminuer un peu la valeur de ¢ de maniére
que, par suite de la continuité, la 1éalité de zéros de I'équation déri-
vée ne soulfre pas de changement.

Il en est de méme dansle cas 3° puisqu’aucun couple de racines
doubles ne peut devenir un couple de racines. imaginaires conjuguées,
en vertu du théoréme de RoLLk (4). '

Dans le cas 20 soit B la racine double et posons

f@)=(w—~a)) W z).

Nous avons

as) [h@T e — 2l(e) gy = O.

() Dans ce cas, les s 4+ 2 racines en question se réduisent a $ racj-
mes distinctes qui sont séparées par les racines de I'équation f{xr) = 0,

‘7
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Le coefficient de «; n’est bas nul puisqu’autrement l'autre terme
«evrait aussi étre nul, donc h(B) =0, ce qui est impossible car nous
ssavons que f(8) == 0.

On peut donc diminuer ¢ et déterminer la valeur correspondante
@'y de ay par I'équation (14) de maniere que- si [1(x) = h(z) (x—a'y),
~¢ce polynomse soit encore de la forme (13).

I en résulte que le minimum de la racine ¢ ne peut élre atteint
que st f(2).=0 a, en dehors des 26ros communs avec [(x) = 0, une
‘racine triple.

16. — Suapposons done que V'équation dérivée ait une racine
‘triple, distincte des racines de I'équation primitive et supposons aussi
{que s = 2. Posons

(@) = h(®@)(z—a;) (x—ay), (x—ay) (¥—ap) = 22 Az + B

®t désignons par 8 la racine triple en question.
Le systéme en A ot B

(@) s g +AR@AY 'y +BI@)] ey = 0
@) oyt Alh()] gt BI@)] ey =

-est alors compatible par construction, Si son déterminant est == 0, on
e voit immédiatement, on peut diminuer la valeur de .

Si le déterminant de ce systéme est nul la seconde équation est
‘une conséquence de la premiére. Il existe donc une infinité de valeurs
Ay, By voisines de A, B vérifiant le systeme (15). Prenons un systéme
«de telles valeurs A, B; et posons !

fi(®) =h(z) (2 + A w4 Cy)
On voit que le polynome
1i(@) ~ f(z) = h(x) [(Ai—A)z+(By—B)]

est de la forme (13), est de degré n—1 ou n—2 et sa dérivée a tous ses
z6ros réels. Le zéro B est en effet au moins double et ce zéro ne peut
Aappartenir au polynome primitif puisque h'B) == (. i

En completant donc la démonstration par -un raisonnement par
‘vécurrence on voit que le minimum de ¢ ne peut élre atleint par un
polynome de la forme (13) pour lequel s > 1.

Remarquons que la démonst sation précédente exclut le cas s=0,
donc le cas ot

'{15)

f(#) = (@2--1) (x—c)"2
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Dads ce cas la dérivée n’a que deux zéros différents de ¢ et ik
est clair que le minimum ne peut avoir lieu que si ces deux racines:
coincident. Ce cas d’ailleurs est compris dans le cas 1° du No. pré-
cédent.

Finalement donc, le minimum de la racine ¢ we peut étre donné
que par les polynomes de la forme

flz) = (x?+1) (z—c) (x—d)7 ¢ = n—3
f(2) = (@1) (a—o) r=n-2

dont la dérivée a un zéro iriple différent de ¢ et d ou, pour le
second, un zéro double différent de c.

17. — Prenons d’abord le polynome

fle) = (@2 +-1) (a—0)r.

Nous avons
['(&) = (@—c)y Y (r+42)a2— Qe+ 1],

Les deux zéros de la dérivée sont égales si e= Jrir+2). Nous:
trouvons ainsi pour ¢ un mini:num relatif egal a V8.
Examinons maintenant le cas

f@) = (@2+1) (3~ ¢) (@—d)7
Nous avons
f (@)= (x - dy=". i(z)
E(z)=(g+8)a% —[3d + (¢ +2)e]a? (¢ +14-2ed)z - @+ qe).

T faut done déterminer ¢ et d de maniére quelequatlon E(z)= 0>
ait toutes ses racines confondues. Désignant par e celie racine on doit.
avoir

3d 4 (¢+2)e=3(g+8)e
g+1+2cd=3(q + 3)e?
d+gqe= (g+3)e

. Eliminant d et e entre ces équations on trouve, en fais: nt les cal«
culs, que ¢ vérifie I’équation

(16) 2(q+2) c¥c2+9)2 - 27(q+1) (g+4)% (2 +1)2=0
L’élimination dé e nous donne en effet
_ 9d2-6ed (g +2)2c2—8(¢+38) (¢+1) = 0
3ed?+ [(q+2)*—3(g+4)] d - (4> +12¢—1)c = O

d’ou, en éliminant d, nous ohtenons la relation (16).
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¢ étant supposé positif, Péquation (16) peut s’écrire
(9+2)V 2(a+2)c (*+9—38 (9+4) VB (g +1) (c2+1)=0.

On vérifie immédiatement que cette équation, du troisieme degré:
en ¢, a une seule racine réelle et positive. Cette racine décroit lorque
q croit, 11 suffit en effet de remarquer que la fonction

(@41
z(zL9) Uaall
est décroissante et que le rapport
Q423
@F1) a4y >0

¢roit avec q.
Il eén résulte done que le minimum de la racine ¢, pour les:

équiations de degré n, est égal d la racine positive de U'équation du.
troisiéme degré

(n—1) | 2(n—1) (224 9—3 (n+1) | 3 (n—2 (n—2) (x24-1) =
Ce minimum décroit lorsque = croit et tend, pour n — oo, Vers:
a racine positive de "équation

V2 a2 +9)—38 J3(#2+1)=0.

18. — Nous pouvons done énoncer les théorémes suivants

St Péquation dérivée f'(x) = 0 d'une équation algébrique de deqré
n a loutes ses racvines réelles ef si Véquation f(#)=0 a un seut
couple de racines tmaginaires conjugudes a + ib, cetle équation ne
péut avoir aucune racine dans Uintervalle

(a - lnb‘, CL-}-an)
ot Xa est la racine réelle et positive de I'égquation
(n—l)]/‘z(n'— D (@24 9) — 8(n+1) J3(n—x) (224+1)=0.
Les limites ne sont atteintes que pour les équations
[(z—a)2 + b2 (& + Xs) (@ + pa)"=3 = 0, (les signes se correspondent)

ou '
Xl(n—1)222%+ 3(8n*—10n—1)]

3Ln+ l) (C] lzn)

Si Véquation dérivée ['(x) = 0 d’une équation algébrique a tou~
les ses racines réelles et si Véquation f(x) =0 a wre sewl couple de-

fn=—
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racines imaginaires conjuguées a + ib cette dquation ne peut avoir
-aucune racine dans l'intervalle 2

(a—Ab , a++Ab)
;-Lml A est la racine véelle et positive. de l’éQuation
V2 (@24 9)—3 V32 +1)=0.
Les limites ne sont jamais atteintes, mais X ne pAeut étre rem-

placé par aucun autre nombre plus grand.

Ce nombre A est voisin de 0,5. Plus exactement, il est compris
-entre 0,4946 et 0,4947.

19. — On peut encore chercher, dans ce dernier probléme, le
minimum d’une racine d’ordre donné p de multiplicité. On trouve encore,
¢par un raisonnement analogue, que ce minimum est donné par le poly-
‘mome

) = (22+1) (x—c)? (z - dy—r—2
-déterminé de maniére que I'équation dérivée f'(#)=0 ait une racine
driple différent de ¢ et d.
En désignant encore par e cette racine triple on doit avoir

(0 +2)d+ (n—p)c = 3ne
«(17) ‘ n—2-+2cd = 3ne?
: PA+(n—p—2)¢ = nes,

Eliminant @ et e on trouve une équation du troisidme degré en ¢2
‘donnant le minimum de cette racine e. Si on fait les caleuls on trouve
‘encore que ce minimum décroit lorsque % croit et tend, pour n — oo,
vers une certaine limite A, On peut déterminer ce nombre A de Ia
maniére suivante: Dans les équations (17) on remplace d par nd, on
divise ces équations par m et on fait ensuite 7 — oo, On obtient
ainsi

(04+9d+ ¢ =30
1+ 2¢d = 8e2
pd + c=e3,

Eliminant d et ¢ on trouve que A® est la racine positive de
1’équation :
240+ 3(5p—2)wt+6(dp2+ 13p+1)22—(p+2) (4p—1)2= 0.

PROPRIETES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES 221

Cette racine est toujours compris entre Vg——gl et ‘/g_%

On peut méme montrer que, si p > 5, Al?) est compris entre l/g-——;

5
et V%——E Nous avons done, dans ce cas, la valeur de A® gyee-

une erreur plus petite que

1 5

35 316 1 1
p 1 RS 100
2V§—3— 96]/2 :



