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QUEIQUES PR0PRIÉTÉS oNS AlcÉunrqUns;
DÛNT LES F]QUATI.ONS T TOUTES I-.EURS

RACI

.-,(13) 1

[ér(wr)oÏ(u)+ óil(M)4: (M)]rtM = ò¡r. .
2 par

Cette inégalité (11) est à la fois plus et moins avantageuse que
.l'inégalité (9).

En effet quand les fonctions {7 sont orthogonales au sens res-
,trictif marqué par les égalités (7), la dernière inégalité (41), qui com=
,porte au premier membro 2 ur2 est moins précise que l'égalité ,comme

{9), oule premier membre ìlñ lr:ì"¡r*lu¡z,aune valour en

général plus grande. i\fais d'autre part, cette dernière inégarité, (14),
,subsiste alors que les conditions (7) n'étant plus remplies, les condi-
;tions (13) sont encore vérifiées.

Tiberiu Popoviciu
à Cluj.

Reçu le 1õ Décrmbre 1g84"

I

Démonstratlon d'nne propriété générale.

l. - Dans le présent travail nous ne considérons que des éclua--
tions algébriques à coefflcients réels. si re coeffìcient du terme do plus.,,
Jraui degré d'une telle équation est égal à 1, les racines sont des fonc-
tions continues par rapport aux autres coefrìcients. Il en résulte, en.
particulier, que si une tolle équation a exactement N r¿eines dans le.,

le degré est inférieur à N.
Etant donné un polynome P(ø) de degré nln> 1), nous nous propo-.

sons do chercher uno condition pour-I'ekistence d'un autre polynome..,
Q(ø) tel que la dérivée do l'équation p(n).e@):O ait toutes ses raci-
nes réelles. Plus exactement, nous établirons que si un tel polynome,=
Q(r) existe on peut en trouver un autre tel que la dérivée du produ t_
ait un certain nombre limité, nombre ne dépendant quo du degré du^
polynome P(ø), de racines distinctes.
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Dans le cas général Ie polynome P(r) peut se mettré sous Ia forme

P(r) : (r - p,)q' (*-pr)o' . . . (*-ls,)q' P rTn¡

-où, 4,>2,v:I,2,,-,r; Fl,Fzr...rPr sont réels et distincts et P¡(ø) est

,'nnpolynomededegré 
"-iqv dont los zéros réels sont tous distinets

y:l 
,.

-et diflérenls des py. Posons tt:n-Z 8, * rr le nombre /c roprésente
v:l

.alors la somme d.u nombro des zéros réels distincts et du nombro des
:zéros complexes du polynome P(ø).

Supposons qu'il existe un polynome Q(r) de degré rn véúfrant læ

rpropriété, donc un polynome

Q(r):nn,+611 fim-t + ., . + er_t frla.
'"'tel que si F(ø):P(r).Q@), l'équation

'(1) F/(ø):S

.ait toutes ses racines réelles.
Nous avons alors

tF' (æ) :C(r - þ n)qt 
t (* - - p r)"''t, . . (* - þ,)q'' 

t 
(n - a rf t 

çr - az)P' . . . (*- o,)P'

{ù, pt,2 l, IL -- I, 2, . . . s, f ,,-r*Z Ot": tù * rn-l ,
y: I g,-_l

.,0¿r ( qz 1.. . ( ø" et C est une constante.
Nous faisons abstraction des racines p, et nous envisageons les

,vacines ar dans I'ortlre croîssant do leur grandeur. Nous dirons donc
"qrro la premièro racine est ø4 , la seconde est ø2 si pt ) 4. of æz si
,flt:L,la (pt+l)ò" est ø2 et ainsi de suite.

2. - Admettons, pour le moment, que les zétos au sont tous
,distincts des zéros p, et supposons que s à k,

Remplaçons d'aborcl le polynome Q(ø) par un polynome

ó(n): n' *Etæ--t * . . . *l*-Ø{l^
dont les coefflcients Et, Ezr..., €, sont variables.

Posons Q(ø):p1r¡.þ(ø) et écrivons les conditions

(2) a(lr) (or) : 0
jp:Lr 2,,..rþp--1, ¡tu=4,r 2r.,,rs (aucun j¡" si p¡r-l)
jp:pp, tr=kfl, 1cf2,,,.,s (aucunsi s=k).

PNOPRIÉTE DES EQUATIO¡\IS ALGDBNIQUDS 2oT

C'est un système d,e m,-l équations linéaires par rapport avx m
ñnconnues Et, Ë2, ..., lo,.

Considérons les systèmes de m éluations qu'on obtient en ajou-
.úant au système (2) succesivement les équations, linéaires par rapport

/ .aux inconnues 6¡,

'(3) o(pJ1ø,¡:g, Q@)(or).:O, .., 6(r*\o,,;:0.
Aucune des équations (2) et (3) ne se rêduit 'identiquement à

:zéro, puisqu'autroment P(ø) devrait posséder au moins un des zéros

"úp, ùyêc un degré de multiplicité au moins égal à 2. Le système total
dormé par les équations (2) et (3) est compatible puisqu'il est, par con-
,¡tructionr vérifié par les valeurs

<4) Et:h, Ez:ã22...'lm:ûm,
Le système (2) est inrléterminé et admet une infìnité de solutions.
Je dis encoro qu'au moins un des systèmes do nal équations formé

..avoc les équations (1) et avec une des équations (3) a son déterminant
r,non nul. En offet, dans Io cas contraire, le système total (2) et (3) serait

'¡indéterminé et il y aurait uno inlìnité do polynomes Õ(ø) ayant la
rÍnêmo dérivéo F'qø), ce qui est manifestement impossible.

3. - Supposons gue les o-l premières équations (3) donnent
,avec (2) des systèmes avec un déterminant nul et que

(5) ç@n\ 6" ):0, ({ < o = s)

::soit la première qui avec (2) donne un système ds rn équations avec

un déterminant non nul. Nous pouvons alors, parmileséqualions (2) et
.les o-1 premières équations (3), en choisir m-4' qai soient linéaire-
,<nent indépendantes et qui donnent avec (5) un système avec un déter-
.minant non nul. Los équations négligées seront des conséquences de
'ees rn-L équations.

Consiclérons ce dernier système de m équations et substituons
à l'équation (5) la suivante

(6) O(p")(4"+e) :0
,où, e est un nombre positif. Le déterminant du système ainsi obtenu
.sèra alors différent de z&o tout au moins pour des valeurs suffisam-
."rnent petites de e. Résolvant ce système on trouve pour les €¡ de5

'valeurs qui sont des fonctions continues do e pour € assez petit et se

.sétluisent aux valeurs initiales (4) pour e - 0.

Il on résulto qu'on peut déterminer le polynome {,(ø) do manière
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Faisant v -+ oo nous arrivons à une équation limite F',(ø)-0 du même
typo. Si F, (ø) ne vérifìe pas Ia propriété nous recommençons Ie pro-
cérlé sur ce polynome et ainsi de suiie transfiniment. Nous formons
ainsi un ensemble de polynomes du type F(r) tel qu'aucun ne vérifie
la propriété. Il y a un ensemble correspondant formé par les premières

racines des équations dérivées, un autt'e ensemble formé parlessocon-
des racines des équations dérivées, . . . etc. Un de ces ensembles est
non borné (supérieuremenl) d'après la défìnition mêmo de I'ensemble

des polynomes du type F(ø). 0r ceci est en contradiction avec l'hypo-
thèse qu'on n'attive pas au cas 20.

I,a propriété est donc démontrée.

5. - A I'aide de ces observations nous påouon, démontrer main-
tenant la propriété suivante

B'i'l, eni,ste un polynome Q@) (de degré m) tel qwe la d,éri'uée d'e

l,'équalion P(ø).Q(ø):0 øit toutes ses racines réelles, il, eniste certaine-

rnent wn polynome R(ø) (de degrê s m) tel, que Lø d'é,ri,uée d'e l;équø|li,on

P(ø). R(r) - 0 ai,t toutes ses rq,cines ré'ell,es d'ont øw Ttlus h * r-ß
tli,sti,nües,

Dans le cas t0 Ia propriété est démontrée.

Dans le cas 30 on continue le procédé. En raisonnant comme plus
haut on voit qu'on doit arriver à 40 ou 90.

Dans le cas 20 on a abaissé le degré du polynome Q@) eI oß
combine alors la tlémonstration avec un raisonnement d'induction
complète en remarquant quo sí m- 0 on est toujours dans le cas 1@

puisqu'alors , 
= å Ft,:n-tqy*r-L-lt-i.

p:l v:l
La propriété est donc complètement démontrée.

6. - N'oublions pas que nous avons supposé qu'aucune des,

racines d,p ne eoïncido avec une racine Ér. Dans lo cas contrairer
nous modifions les polynomes P(ø) et Q(r). Si par exemplê e¡1:p,t
F(æ) estdivisible par (n-p,)q'+pP donc Q(r) par (ø-pr)pø. Nous écri-'

vons (æ -FòprP(ø) au lieu de P(ø) et nous prenons pour Q(æ) son quo-

tient par (u-p,\pø. Nous faisons õe changemont pour chaque couple
qp t F, coincidant et chaque fois que cela arrive. Remarquons quù
l,cs mombres k et r ne chøngent çtas par cette modificøtion, On en déduit
quo lø çtropriété est tout ù fait génórale.

Notons encote que, sans préciser la nature des zéros du poly-
nome P(r), nous pouvons énoncer la propriété suivante,

Mathemotieo Xl l4
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sont réelles et on a

t7) d'o+,t 1a'o¡2 {' " 1 u'n '

Faisons croÎtre e à partir de Ia valeur initialo 0. Deux cas sont-

pas, alors e2 Peut être égal à * -.

4. - Si pour Io polynome F1(r) on a encore s z /c nous répé'-

tons sur ce polynomo le procédé employé, Nous devons arriver fìnale-.-

ment à la ProPriété suivante
Si,anct,s2lt,lestroiscassw'i,uantspeuuentseprësenter:
4.0. On tombe sur un çtolynome d,w lype F(n\ pour lequel' s 4 k''

' 20. On tombe sur un folyn'ome d,utype F*(ø)-p1æ¡'Q.(r) où' Q*(r)''

est de degré 1 m.

3, On tombe sur un polynome d,tt, Iype F1(x) pcwr lequel' I'a çúus"
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S',i,l eriste wtu polAnoma Q(r) lel que la déri,uée d,e l'éqwøtion-
P(ø). Q(ø) Å,0 ai,t toules sss raeines réelles, iI eæiste certainement utù

Xtoi¡¡norne R\tt) tel, que lø clériuée de l,'é,quation P(r). R(r) - 0 øit toutes
ses ra,c'i,nes réel,les d,onl a,w çtlus n-7 úi,sti,nctes.

II,

Etuile d'un cas par.ticulier".

?. - Considérons un polynome de Ia formo

F(*) - (n-c)n [(r-c)z¡¿z] Q("),

Q(ø) étant un autre polynome, c, d + 0 des constantes réelles et p
,un entier positif.

Nous nous proposons de démonlrer que,
L'équ,øt,ion déri,uée F'(r) - 0 ne lteut auoir toutes ses rnci,nes

'réelles.

Remarquons d'abord que la propriété est indépendante des valeurs
des constantes c et d puisqu'une transformation réelle et linéairo n,in-
flue pas sur la realité des racines de Ia dérivée.

Pour démontrer la propriélé supposons le contraire. Il existe alors
'un polynome Q(ø) de degré ra

Q@)-n*+ a(rm-t4 . .. * ø^

tel que la dérivée du polynome F(ø) : an(rzll).Q(r) soit de la forme

F'(r) -- çao't(n-otr)ø(n-ar)nz. . , (n-ar)n' (C: m*p*2,)

'où, ?t"Þ 1, þ :7r2,... , s, pt*p2* .. . *?, : t?x*2 eI a,, ) o,z),. .

,øs sorìt réels, distincts et difÏérents de zfuo. Nous pouvons supposer
<jue a1 est positif et gue les autres a, sont tous négatifs ou positifs et
plus grands Quo d1 . Nous fixons deux de ces raeines q1 et dô . Si
?r ) 1 nous prenons T:1, ð :2 et si p, : 1 nous prenons T :8,.\-.)

8. - Supposons I ) 1. Introduisons à la place de Q(r) le poly-
,nome

þ(r) - nm+Ëtnm-t* . .. * E,

à coefflcients variables et posons (Þ(ø) - (n-e)o [(n-e)zlrlþ(r), e
étant un nombro positif.

PROPRIETÉS ÐðS ÉQUATIONS ÁLGÊBRIQUDS 2LL

Déterminons le polynome S(r) par les conditions

(8) þ'i*\(op):g, i*:1' 2" "oVp -1' tr - Y¡ Ð (aucun si p*: 1¡
jp : 1, 2,,,. r?p Þoür tous les p différentsde y etôr

"qui est un système linéaire par rapport aûx rn inconnrres Êl , þ,... , -E-.
Désignons par D(e) le déterminant de ee système.

9. - Supposons d'abord D(0):0('). Le système (8) esf in{éter=
'miné. II existe donc deux polynor,nes distinc(s S¡(r), çz(r) Í.el que sii
-Þ r(r) = ae(rz I 7)ó t@), Þ 2(n) = n" (r2 + 7) þ.2@), le s p olyn o me s .O'¡ (ø), Q' z@)

soient tous les deux divisibles par ¡*iffial . si nous formons

la difference Õ3(ø) : np(n2*7). [dr(r)-é2(ø)] nous voyorìs que le poly-
nome Þ'z@) de degré ( rn tr p * L est divisible par le polynome

--l9L . de degré m+p-l. Il en résulto que aÞ3(ø) a tous ses
':\n 

-d,y)\r - q6)

;øéros réels

Le problème est ainsi réduit au cas oi le degré rn d,w p'olEnorne

'Q@) est d,euenw plus pei'it,

10. - Supposons maintenant que D(0) f 0. Alors Ên , tr, . , . Ë^

seront des fonctions continues de e dans le voisinage de e - 0 et se

'rétluisent respectivement ù h , Qz *.,> Øm pour € : 0. L'équation Õ1(ø) : S

,aura les racines dt t &z 1 . . . 2 ds avec I'ordre de multiplicité indiqué
par (B) et en outre doux racines 4'^t, a"¡ qui sont continues €n € pour
les valeurs suffisamment petites do e et se réduisent à a, et 4ô pour
.e:0.

Faisant croltre e à partir de la valeur 0 les cas suivants peuvent
r se présenter,

!0. a'.y, d'ð restent distinets, donc réels, iusqu'à c€ qu€ e coÏn-
.cide avec ø¡ .

20. It existo une valeur 0 ( er ( ør tel que pour e : el les
.¡acines &'7 I ü'õ coÏncident.

30. Il existo une valeur 0 ( ez ( ea tel qu€ pour € -+ €2 flll
'snoins une dss racines ø'.y, d'õ tehd vers infini.

Dans lo cas L0 en faisant croitre e jusqu'à d4 orì â réduit le.pro;
Íblèmo au cas orì p est remplacé Par þÏþ et rn pallrn-p¡

(t) Il importe peu ici, comme dans,la suite, que c€ cas puisse ou non
;arriver effectivement.
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talors

f¡+r' ít/i+zY: 
14^ ) ' i:0, 7, 2r..., rn.

On connait la relation (z)

1 ---. t(
,r.w(tt, e2,.. .,emiù: w 

I lT'^1, (i)',.,(T)l
"ile seconcl membre étant précisement le déterminant du système (g).

Nous trouvons facilement que W(gn , gzt., . ,g^1¡z), à un facteur
'.numérique près, est égal à

11r - on voit donc que ce rrocédé de réduction nous conduit.aux quatre cas sulvants, .

7o. On aryiue q,u ca,s où s : l.
20. On ørriu,e, p restønt fi,ne, à, réd.uire Le degré m du potg_.nome Q@).
3o. On aruiue a. fai,re c_roî,tre ,,,ergtosant p et òt, fa,ire diminuer, etumême tem,ps, le degré dw polgnome ed).4. On aruiue ù. un gtotEnome e@) oùc a1 eü deuenu
Dans le cas 40 nuus répétons le procédé et un rais

loguo à celui employé dans le No 5 nåus montre arors
nous tombions sur Io, 20, ou Bo.

Remarquons que l'anaryse précédente est en défaut si s-2 et_Pt:1"
Finalemont, en raisonnant par récurrence, on voit que ra propriété.sera prouvée si nous faisons ra démonstration dans res trois cas_suivants

1. m:0, z. r:l: 3. s:2, pt:L.
12' - Achevons maintenant ra démonstration en discutant res;trois derniers cas.
Dans Ìe premier. cas F(r):sn(rcz+l) et l,éguation

F'(n) : rp-t f(p *2)nz t pl : 0a évidemnrent des racines imaginaìres.
Dans le second cas il faut !l.uo le systèmo de ntll équations

Fli)(ø¡)-0, j :I, 2,.,.,rn+l,
par râpport a]f.x n?, coefficjents &t t az 2 , . . 1a¡n soit compatible._déterminant de ce système est le déterminant de wnonsrr,''.',f^*t) relatif aux'fonctions ".v¡rDÀ¡Þ

ft+r: Inp+t(n2+4)lt, j:0, l, 2, ..,, w,

Supposons d'abord p:4. Si nous posons ø:cotg0 nous dédui_
;sons par un calcnl simple

Ðr,r - (-l)k /c! (tg0¡',+t [1 - cosr*r 0 cos (/ca1) 0].

On voit donc guo

(-4)o Dr,r ) 0, pour rc ) 0

- Dr,r ) 0, pour ø ( 0.

)Remarguons maintenant que

D,,,*- t# ,.}.nlt*': jl [fj ¡-L)Øn,, o-"

Dp,.rt:l^#*rr](,'+') '

(e)

linéaires
Le

w(fl, f,

calculées pol¡r ø:üt,
Posons

4,gt: *l@r+T et Ti+z-ri, i=0, l, 2,. ,.,,L

donc
(-I)kDp,*)0, pourø)0
(-I)PDp,r)0, pourø(0.

Le déterminant du système (g) ne peut donc êlre nul ce qui est,en contradiction avoc la compatibilité du système.
Dans lo troisièmo cas les conclusions sont les mêmes sauf qu'aú

dieu do la racine oú1 ro's prenons ti2 dans la formation du systèmo (g).
La propriété est donc complètement démontrée.

(z) Voir Pólyr u. Szacö
',t. ll, p. 113.

, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis(
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III.

sur. Ia dÍstrlbution cles racÍnes tles équations algébriques ilonù
l'équation tlérivés a toutes ses racines réelles.

Supposons gue
(40) f(r) : (æ - e) (ø?11), s(ø)

oir c est positif, g(ø) un polynome de degré m et f'(n): 0 a toutes
ses racines réelles. La racine ¿ a a,lors ùn minimum posilif que nousì
nous proposons de déterminer. Ce minimum, on peut ì'établir facile_
ment; est nécessairement atteint pour au moins un polynom e g(r) de,
degté { m,

D'après la propriété générale, démontrée dans le s r(3), il suffit;
d'exarniner le cas où

(1)' f'(r): C.(, - ø)r(r - p¡r

ø, P réels et p* {Ì: rn + 2.
llous éerivons encore @(r): (x_cle)(nz:+Dþ@) avec e ) 0".

ûin):s**Etrn-r + .. . *(. et nous posons les conditions

' o(')(o):o, v:l,2,B,...,F_ l
Õ(')(p) : o, p : l, z, B, ...,q-1.

un raisonnernent par récurrence hous montre donc que le nñni-
mum de iø ra,cine c ser(t, d,ér,erminé gtør re s gtorynome s d,e rà forme (r0)r.
(71) pour lesquels a: ß,

14. - Ces pollnomes sont do la forme

(12) f(r): (æ - d),]A,
a, A étant deux eonstantes réelles. Il faut écrjre que f(r) est divisible

pRopnrÊTÉs D.Es ÉQUATtoNs ¡t cnnniàuns 2:t6

peul éviter llemploi 
_de cette rropriété. Nous ,en tênons compte

pour sirnplifier I'exposé.

uvo

(-t)ocosrz0
(sin 0)"

a - coß|, A- -- FBu^" v *= t, 2, ...,m- r,.

l"n;J
lI faut maintenant distinguer deux cas.

Si m est pair l'équation f(n) = 0 n'a des racjnes réelles que si v.

est pair aussi et les racines sont alors

" .otgfr, -ß#, v:2,4,.,.,n-2,

La plus petito racine positivo est ""tsØ-])l:ßI et la plus,

grande racine négative, comme il était à prévoir par raison do simé-

trie, est égale à ßT
Si z¿ est impaír l'équation f(*) - 0 a t'oujours uno racine réelle

qlri est
VE YTIcotgñ pour v impair, -lg,n pour v pair.

[,a plus petite raeine positive est encore lgL e.t la plus grande

racine négative - ET .

Finalement donc, en tenant compte aussi d'une lransforination
:.. . .linéaire, nous arrivons aù théorèmo suivant

Sj l'équatiort dériuée f'(æ):0 d,'une équatiott ctlgébriqu,e de
de, degré n a, toutes ses racines réclles et si, l'équation ftr) -0' u l.Ltt
c6upte' rle racines itnaginctires conju,ç¡rúes a * i,lt, cctte équatiotl, nq
peut ttuoit' aucLrne racine réel,le duns l'interualle

(, ñ 'btn-fl 
.

\r-Otgn .a*., - n)

Les limites ne sonI atteintes respoctivement que pour les équa-
tions

f(r) :. 
I [, -a * tt crrs2:)^ -/t.j#l : t
l' l''n;,J I

C étant une constante.

pàr (nz\t). En posant 4 : cotg 0 on tro

sinzO:0, A:_
d'ou les m-l solutions

ia¡ On
uniguement
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15. -- Nous arlons restreindre maintenant re probrème en impo-sant au polynome g(r) de la formulo (10,¡ la condition d,avoir lui auìsitous ses zeros réels.
Considérons donc le polynome

(13) f(n)=(n2!L)(ø-c)(r-æt)p, (n-ar1o, . . . (r-ø")p,
Pt*Pzt"'*t'"-'3=n

Où, ?t ¡ þz¡...rp, 21, c ) 0, dt, dz,. ,.r ds SOïìt róels, distinclsot tous négatifs et prus grands quo ¿. Enfin l'équatjon dérivée Í,(*):oa toutes ses racines réelles.

. Nous allons chercher à déterminer co minimum.

[0. Toutes sont distinctes.
2o. Uno est une racine double.
3o. Doux sont des racines doubles.
40. Une es[ une racino triple.

. . -II en ost do même dansle cas Bo puisqu,aucun couple de racines
doublos ne peut devenir un coupìe de racines imaginaires cqnjuguées,
€n verlu du théoreme de Ror,r.nir¡.

Dans lo cas 20 soit p ta racine double et posons

. f@)= (r_ a) h,.r).
Nous avons

(14) lh(òr)'*:u - rylh(.r)1,*:p - o.

(+) Dans ". cas, lessf2racines en question se réduisent à s raci-nes distinctes qui sont séparées par les racines de l'équation f(x): 0.
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Lo cosfficient do ø1 n'est pas nul puisqu,autrement l,autre ternedevrait aussi être nul, donc ¿Gi :ò,-'.u qui est impossible car nous¡savons que f(p) + 0.
on peut donc diminuer c et déterminer ra vareur correspondantec',¡ do ø1 pâr l'équation (14) de -uni¿.u que si fo@): h(æ)(r_a,¡,.ce polynome soit encore de la forme (1A).
Il en résurto gue re min,mwm d,e r,q, racine c ne Tteut être attei,nt'que.si' f'(ù:0 u, en dehors cles zëros cnmmltns auec f(*):0, u,ne'rac'í,ne triple.

16. - supposons donc que l'équation dérivée ait uno racinetriple, distincte des racines de ì'equatiån primitive et supposons aussi'ques)2.Posons

f(r) = h(u)(r-a) (*-or), (r-qt) @_qz) :, 12I Aø f B
et désignons par p la raeine triple en question.

Le systèmo en A et B

(15) lh(Qnzl'*:u {Ãth(r)rl',:p *BIh(r))'*-p - g

Ih(a) xz),, * : p I A [h (u) æ),, * : p * B Ih (n)f,, * : u : 0
-est alors compatibre par construction, si son déterminant est * 0, onfle voit immédiatsment, on peut diminuer la valeu, il;: 

'

si le déterminant do ce système est nul ra seconde équation estmne conséquence de la premièro. Ir existe donc une infinité de vareurs
*, , ?¡ voisines do A, B vérifiant le système (15). prenon, oo systèmedo tellos valeurs Ar, Bi et posons

f ,(*):h(") (øz I L,n ¡C)
On voit que le polynomo

f ,(r) - Í(u) : h(n)l(Ar- a)ø* (Br -B)l*est de la forme (13), est cre cles'rê n-L ou n-2 et sa dérivée a tous seszéros réels. Le zéro p est en effet au moins double et ce zéro ne peutappartenir au polynome prirnitif puisque lt,ll) # 0. : -

En eompletant donc ra démonstralion par un raisonnement par
récurrenee on voit que Ie minino¿t,m cre c ne-peut être *ilrn* pcrr-xm
gtolynorne d,e lø forme (IB) 7tou,r leqtre¿ s ) i.

Remarquons quo la démonst:ation précédente excrut le cas s=0,donc le câs,où

l@) = (ez+l) (n-¿¡,-2.
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Dads ce cas la déri,véo n'a que deux zéros dilÏérents cle c et itt
est clair que le minimum ne. peu't avoir li'eu quo si ceS deux räcines.
coïncident. Co cas d'ailleurs est compris dans le cas i.o du I{o. pré'-
cédent,

Finalement donc, le nøinim;u,tn dela raci,ne' c' ù:a p'eut ëtr¿ d,om¡ë
que pûr les poLynomes de la fornte

f(*): (r2*7) ("-") (r-d)t I 1 n-3,
f(*): (*r-ll) @-"\, r s n-2

d,ont Iø dériuée cr u,1,t, zéro lríple d,ifférent de c et d ou, pour le;
Second,, un zéro d,ou,bla di,fférent de c.

17. - Prenons d'abord le polynome

f(") - (n2:+.1) (r- r), .
Nous avons

f ' (*) : (u _ ¿¡,- ri@ ]2) ú_2c u * rl.
Les deux zéros de la dérivée sont égales si c: Vr\rTÐ. Nous;

trouvons ainsi pour ¿ un minirnuo] relatif egal à\ ]/3.
Examinôns maintenant lo cas .

f(n) : (r2* 1) (*- r) (n- cl)t.
Nous avons

f '(r)-(æ- ct)t-r.E(ø)

E (ø)': (q f 3 ) n' t -[3 ct ¡ (q ¡ 2)c]n * (ø + { làc d,) r - (û, + q'c),.

Il faut donc détcrminer c et ¿t de manière que l'óquation E(ø):Q.'
ait toutos ses racines confonclues. Désigoant par e celte racine on doit.
avoir

3d+ (q l2)c:3(q*3)e .,

g+ll2crl':3(q + 8)ez

d,!qc: (q*3)e3.

ì ì Eliminant d, et e entre ces équations on trouve, en fais: n[ les cal'
culs, gue c vérifie I'équation

(416) 2(q+2)3 ¿z(çzl9)z - 27(q+L) (q*4)2 (cz* l)z:Q
L¡éllmination de e no'us dorrne en effet

, gtt2-6cctl(q*2)zcz-Uro* 3) (ø*1) : 0

3cd,2 I L@*2)c,-3(ø+ +¡1 d - (4q, *12q- t)c : 0

d'où, en éliminant d, nous obtenons la relation (10).

PROPNIET'IIS DES EQUATIONS ALGEBRIQUES åîs,

¿ ét¿lnt supþosórþositif, lréquation ( L6) pout s'écrirê

@+z¡Y 2 q*2)c (c2 { e)-3 @ + a¡ V 31¡1¡ ç"2 * 7) :0.
on vérifie imrnérliatement que cette équation, du troisième degré

en c, a uno soule racine réeìle et positive. Cette racthé décro|,tlorq,ite
q croit, II suffit en effet de remarquer que Ia fonction

@14)2
r(rl9)z

est déeroissante ot quo lo rapport

(q+2)3

n)0

1) (q+4]|2 q>0
crolt fívec Q.

II en résùlte donc que Le nrinimu,tn d,e la raci,,e c, ytour les,
éqù;atiion:s rle d,egré n, est égal ù ln racine positiue d,e |équati,on, d,u,
troísième d,egré

(n-I) 2(n-7) ø (n2* 9)-3 (¿¿*{) 3 (n-2) (rz { I) : Q.

Co minimum décroît, lorsque n croil et tend, pour ,¿ -> ctr , vers.
a racine positive de I'équation

II r@z +e)-s Vîç*r¡{):0"
18. - Nous pouvons donc énoncer les théorèmes suivants
Si l'équation d,ériuée f '(*):0 d,'6ne équatíon atgébrique d,e d,egré

n a tou,tes ses ra^ìines réeLles et si l'équatí,on, f(r):Q a urù seua
cotípl,e d,,e raci,nes imøgínuires conjuguéis a -l ilt,. c,ette équutiott, n;a
pëät auotir ail,cLtne rscine dans l'interualle

ça - \nb', a*),,b)
où )t;n est la racine réelle et positiue d,,e l'équ,ation

(n- lll,zln=[¡ r @2 ! 9) - B(n { r) V'¿ø-.1 @z ¡ 4) : e.

Les limites ne sont attointes gue pour les équations

l(r-ø)z¡621@ + \)1r + pn)o-3 :0, (les signos ss corrospondent)'
oir

,i --1"I'Í--

Si l'équatiott d,,ériuée f '(*):0 cl'uy,e éqttutiort algébriqu,e a tou-
les ses racines ré.elles et si l'équation f(n):0 u,uz¿ seu,l cauple de.
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'rdeines imaginaires coniuç1uées a * ib cette équr¡tion 1,¿e peut auoir
"{tl.tcl4ne racine d,ans l,ir¿terualle ii

(a-)'b, ul),b)
,aù ), est la rcrcine réelle et qtosítiue.de I'équation

ll 2 r@z ¡O) -Z ll s¡uz ¡1) : 0.

Les limites ne sont jarrais atteintes. mais ), ne peut être rem_
iplacé par aucun autre nombre plus grand.

Ce nombre I est voisin de 0,5. plus exactemont, il est eomprir,ontre 0,4946 et 0,4947

19. - On peut encore chercher, dans ce dernier problème, le
'rninimum d'une raeinc d'ordre donné p de murtiplicité. on ,,ouuu encore,
rpar un raisonnement analogue, quo ce minimum est donné par le poly-
mome

f .r) : (r2*I) (r_c)n (n _ ¿¡,-p-2
.déterminé de manière que I'équation dérivéo l,(*):0 ait une racine
úriple différent de c et cl,

[ìn désignant encore par e cette racine triple on doit avoir

(p+2)d+(n-p)c - 8ne

(17) n-z+2ed,:Bnez
pil,*(n-p-2)c * ner.

¿tnsl

@tz)dlc:3e
t*.2ccl: Be2

Pd, * c:¿3.'
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cette racine esr toujours compris enrre ll1'il er V{=
On

et

peut même PT
OD4?Dp _52 16'

montrer que, si p> 5, l,(a.l ss1 compris entre

Nous avons done, dans ce cas, la valeur de À(p) avee:
une orreur plus petite clue

15
fJ 16

<

1 7
p
2

51
') Ia.)

1002 96D
rJ

Eliminant d, et e on trouve çJue Àlp) est la racine positive do
d'équation

2rt *3(5p-2)rttg(Qpz* tïp{l)rz (p +Z) ep_t)2: 0.


