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I.

Equations fonctionnelles à une vâriable.

1. - Soit /(ø) une fonetion définio dans I'intervalle fermé (ø, b),
ø < b, et vérifíant l'équation fonctionnello linéairo

,(4) f o¿¡1,+tå):0
,i:0

pour tout ø et pour toath ) 0tels çlue ø 3 æ,øInh3b, les ø¿

,étant des constantes.
A l'épation fonctionnelle (1) nous attachons l'équation catacté-

rristiquo

F(z)-6o¡*tz* .. . + anzn-j.
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que le

rpolynomo F(z) ne soit pas rationnel par rapport à une puissance ontière
et positive de a.

Nous pouvons supposer øo *0, an * 0. On peut exprimer cos
conditions en disant que I'équation (1) est do d,egré n. 0n voit facile-
ment, en ajoutant convenablement des relations de la formo (1), que

si uno fonction /(ø) vérifie une équation fonctionnelle de degré m, elle
vérifie égalemont une équation do degté n! rn, quel que soit I'entior
positif ør.

Nous dirons aussi quo l'équation (1) est d,'ordre k lorsque L est
une racine d'ordrs k clo multiplicité de l'équation caractéristiquo.
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si l(ø) vérifìo une équation de degré m et d'ordro ft elle vérifÌe
'ægalement une (quation do degré n*m er d'ordre au moins égal à" lc,
.,quel quo soit l'ontier positif zr,.

2. - Pour .que I'équation (1) soit d,ordre /¿ il faut et il suffit que

F(n): Ft(l):...: F(&'r(1)-0, F(ft)(l) + 0.

La fonction tm est une solution de l,équation (1) si nz:0, 1,...
,.lc-t, rnais ¡ioen est pas une pour m > k puisque

åì 
d, io :l? #)T',,,,],:, :,,0,(,) + o

"donc
' L'éEua'ti,on foneti,onnelle (1) est uéri,fiée tr)dr um gtolynome quelconque

"d,e d,egré lc-7, rnais n'en est [)a,s pa,r un polynome dont te d,egré effìc-
.,úif d,épasse k-1.

3 - considérons le polynome Gp(z) qui s'obtient par la formule

'Go(ze):Y1r) .F(uz) . ..F(æoaz)
'or) a est uno raeine primitive d'ordre p de I'unité.

Supposons quo le polynome F(z) vérifìe I'identité

o,'\2) G2(z) - as.F(z), ou F(z) . F,1-z) - ao .F(zz).

On a alors ,F(z) : ao(L-'z)kffrr-,,r), où pi sontdes racines,
i:l

'différenúos de 1, de I'unité. si p1 ost racine d.'ordre p do l'unité on
'voit immédiatement que Go(a) ne peut être identique à øff'. F(z).
. Il en résulte qu'on yteut toujours d,étern¿iner un mombregt de rnan'ú-

,ère qu,'on ø'it

"(3) G"(z) :j= ø(-t.F(zl

sauf ilans le cas où, F(z) : qo(L-z)",
La forme générale dos polynomes F(z) vérifiant (2), ou la relation

rplus généraIe Go@) - 0,8't. F(z), peut s,obtenir faciloment, mais nous
,,n'en avons pas besoin dans la suite.

4. - Revenons à l'équation (1) et supposons que I'ordre k soit
rplus petit que ?¿. La fonction f(n) vérifio aussi l'équation fonctionnelle
udontl'équafioncaractéristiquo est Gp(z):0, le nombre 1o étant cléterminé
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<te manière qu'oñ ait la relätion (3). La fonction vérifìé égalèmenti
l'åquatioÍifonctionnelle cl<iht I'equation caractéristiquo est Gp(z),¡ lf(zi : 0;
I étant uno constante.

On peut déterminer la constanto )\ IGY(),+¡pttt({):01 de mani--
èro quo cette dornièro équation fonctionnelle soit d'ordre au moins égaÎ';

à, k+ 1. Nous en tléclüisons donc quê

Bi la foncti,on f(æ) uérifie l}équation (1t), d,e d,egré n et d,tordre lo"

elle uéri,fi.e également une é,quation de degré m et, d,'ordre aw rnoins égø1,r.

òr, k+1.
La propriété rolative au degré résulto de la remarque faite à la:u

fin du Nr. 1.

5. - fl en résulte quo si la fonct'ion /(ø) vérifle l'équation (1),1

elle vérifio également une équation fonctionnolle d,'ørd,re n, et,' d,e'

d,egré n.
Uno équation (1) de degré et d'ordre r¿ est de la, fonme.

2,-r'(1)r,.,roo):o
et nous savons que, si l(r) ost supposée continüf,la solutior'r géné--
ralo de cette équation est u,n polynorne arbitraire de degré n-L(t\

Nous en déduisons donc la propriété fìnale suivante :

La solu"tion continue ¡¡én)éraLe il,e l'équati,on (4) dlord,re Ic. est un,
polynome arbitrai,re de d,egné k-1.

il.

.Equations fOnctíonnelles à deux. variâblès..

6. - Considérons maintenant une fonction f(t,y.) d,e deux va--
riables n et y, définio dans le rectangle aSs€b, c<y,=d, eI ué--
riflant l'équation fonctionnollo linéaire

{4) 2 þ.,,,r(a*ùh, u+ih!):0"
ø:ù i:0,

pour tout r.y et pour tout h,>A, n!>.0 tels que q3 n, æ*øh4b;;.
c3U, yÌmh' <d, les ai,¡, éLant des constantes'.

(t) On peut sor:rmettre la fonction à des condilions. plus genórales. {ue,;
la continuité. Voir dans ma Thèse (Møth,ewatica t. VJU sp. p. 57) la g.oná-;
ralisatiòn d'un théorème de M, W.. StBnnlnsn,
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.ì[ ceÍte équation nous atfachons l'équation caractéristique

ftfn'n
'.s(2,tfl:) ) ai,¡z¡tt : Zn n(4:0

-i-o j:s l-o

T9T

F¡(z): ) a,,yz'
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E,éfinissons,,d'abord le degré et I'ordre de l'équation fonctionnelle
,,{4). Nous ;dinons ,que l'équation (4) esï de d'egré (n, m) si I'on a

nmfnrtu

)|o,,o I+0,; Ial^l+q.> Iao,¡I+0,> |a,,tl*o'
¿ =o t'-- o 'i :o J:o
Nous udirons que l'équation (4) est d'ordre (k,k') si I'équation

ltF(z,t):O admet,Ia racine z:l d'ordre k de multiplicité, identique-
ment on 't et la racine ú:1 d'ordre k' de multiplicité, identiquement

^pn z, I-¡e nombrer,k est donc tel qu'on ait

:F (1i ú):F'" (1,'t¡: . :f$:")(1, ¿):0

"identiqoemont en ú et

F(!ì(r,Ð+o ;

ipour au moins une valeur do ú. En d'autres termes k est le nombre de

,'fois que les polynomes F7(z) contiennent en commun le facteur (L-z).
Si f(r,ry) vérifìo l'équation (4) de degré (n, rn) et d'ordre (k,lc') elle

,'vérifìe aussi une équation- do degré (n*n1 , m*rnl et d'ordre au moins

"égal à (k, k') (2), quels que soient les eniiers positifs ou nuls m1 Øt 'tm1.

?. - Si la fonction f(*,y) vérifìe l'équation (4) d'ortlro (h, k'l
.plle vérifìe aussi I'équation fonctionnelle dont l'équation caractéristique-

est Go(2, f) = 0 otr

'Go(zP, t) : F(z,t) 'F(az,t\ ' ' 'F(aoaz, t)

t'd étan| encore,une racine primitive d'ordre p de I'unité.

La fonction vérifiera également l'équation fonctionnelle dont
,1'équation caraetéristique est Gp(2, Ð+H(¿) F(z,t):0, H(¿) étant un

iPolYnomo en l.
' On peut ahoisir le nombre p de manière quo

/ ,n r2-l
G¡(z,t\ =i= I ) oo,¡ti\ F(z,t\

\a )t"?: t

1z) L'ordre,(kr,.k't) es[autnoins égalàl'ordre (k, k') si kt>k,k'r>¡'.
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et alors on'peut déterminer le polynome H(r),.tel que là noùveile équa*
tion fonctionnello obtenue soit d'ordre au moins égal à (ft*1, fr,)r-
Le degré de cette équation est de la forms (n'rm') où..n'S n.

Nous en déduisons donc la propriété suivante:
Si, la frtnction f(*,y) uéri,fie l}équation (4) d,e d,egré (nrrn) et.

d'ord,re (krlt') elle uérifie égalernent une équation de degré (mr, rn,) et:
d,'ord,re a,u moins ëgal ù (k+l,tc'),

8. - Nous en déduísons que f(ary) vérifìe une équation de-
d,egré (n, m') et d'ordre au moins égal à (n, h'),

Examinons maintenant les équations de cette dernière forme. -

Dans ce cas lo polynome F(z,t) est égal à ü_ z)ne(tÌ où-Q(,) est un,,
polynome do I seul. si nous procédons comme au Nr. précédent, mais.
en prenant cette fois

Gp(2, t):(L-z)". e(t), Q(¿¿) . . . q@nat):;

nous arrivons à .la propriété:
Bi la, fonction f(r,y) ué,rifi.e l'équation @) d,e degré (n, m) ell,e.,

uérifie a,ussi une équation de d,egré (r,*') et d,,ord,re (n, n¿,).
On montre exactement de la mêmo manièrs que f{e:, y} uérifie.

u,ne équøtion d.e d,egré (n', rn) et d,'ord,re (n,, rn).
Nous n'avons d'a,ll:urs pas besoin do préciser les nombres,

n' et, tn'.

9. - Une équation (4) de degÉ (n, rn) et d'ordre (n, nt) est ds.
la forme

ä ä"(- 
r)'+¡ 

Ø(Ð r @{in, a + iht) : o,
i:o j:0

st nous savons que la solution continue générale do cetto équation estt
w pseud,o-polynome d'ordre (n-1, m-I), c'est-à-dire une fonction d'e-
la formo 

n-r rn-t

) a.i Ai(ø)+ ) aìB¡(n) (s),
¿:o j:o

les A¡(y) érant des fonctions continues de 7 et les B,(z) desfonctions,
continues de ø seul.

Il en résultø qae Ia soluti,on eontinuc générale d,e l,,équation fonc-_
ti,onnelle (4) est un gtseud,o-polgnome.
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10. - Pour que rr ys soit une solution de l'équation (4) il faut-

que

(1 Nous disons qu'un polynome est de

n e\ æ et de degré rn eÍ !/, Un polynome est

Fsr, T<s.

Si (È, k') est I'ordre de I'équation on voit immédiatemont que'

æky^ el fr'yk' ne peuvent êtro des solutions.
Si on cherche la condition pour que ørA(y) soit une solution or¡

trouve que la fonction A(y) doit vérifÌer les équations

äl('#)'u'"''' ],:,nt' 
tiht)- Q

P:0, I, 2, " ' ,r'
Si r > k L(ù est nécessairement un p'olynome do degré au plus

égal à rn-l (ou bien ello est identiquoment nulle) et si r Þ * L(A)

est un polynome de tlegré au plus égal à tc'-L. Lorsque r:0, I, 2r..
lc-L la fonction A(y) peut être arbitraire. Les solutions do la forme

y'B(n) jouissent des propriétés analogues. Donc,

La, solution contq,nue générale de l,'ë,qualian f oncti,onnelle(4) d"ord're

(k, k') est la slrnms d,'um ltseud'o-polynome d,'ordre (k-1, lt't-I) et

tl'un certcti'n polynome de clegrë øu plus égal ìt, (n'-7, nx-I) (4).

II en lésulte facilement de ce qui précède que lø cond,iti'rtnnéces-

saire et swffisønte pTur qu,e l,'éqwøt'i,on (4) n'ød,mette carnrne soluttons

comtinues que cles ptolynomes est qwe cette équali,om soi.t d,'ord,re (0,0).

11. - Déterminons en particulier les équations do degré (n, *')
dont la solution générale continue est un polynome arbitraire rie degré

(n-1, rn-l).
on trouvc immécliatement que ces équations ont pour équation

caractéristique

F(2, t): (L- t)'F(z)!(l-z)'G(l) - S

où F(a) est un polynomo de degré n en z et G0) un polynomo do

d.egré rn en ú. ces deux polynomes doivent vérifier les inégalités

Fr,)(l) + 0, j:0, 1,2,,..,h-l,6rit(1) *0, j:0,1,2,..,,m-L
(-1).m rpr'r({)f(-1)"ra ! Gr':11) + 0.

degró
(n, *)uD ,,Sur les dérivées et les différences des fonc--

Voir aussi ma TLèse (Matkematicø t. VIII) p. 6õ.-

degré (ø, m) s'il est de

de degré au Plus égal à(3) Voir : A. Mancnl
fions de variables réelles,,. s'il est de degr'é 3 n e¡ æ et de degré 

--< 
nt' en A'
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Les inégalités F(l) + 0, G(1) + 0 expriment jus[emenr que
{'équation est d'ordre (0, 0).

La plus simples de ces équations est celle qui a l'équation carac-
Íéristique

F(2, t)- +{(r-Ð'(1 *z),+(r-z),(t*t)-} = 0.

Il en résulte donc qae lø solul'ion continue générale cle l'équatiom
{onclionnelle

est un polynome quelconque de d,egré, (n--1, m-1).
En particuìier, la solution générale de l'équalion

f(æ.y)* f(rl2h,ù-'rfw,yi2h')t f@*2h,y lLh|): f(tt h, ?t+ h')

est
ø{brclcytd,ry

e,, b, c, d êtLant des constantes.
0n voit aussi que la solution continue générale de I'équation

.'t

i

'l
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^quation caractéristique est alors de la formo

n

C:0

Poar n:2 on trouve que la solution continue générale des équa-
,tions

f (æ,y ¡2h')if (al2h,ù:2f (:r+h,uf-h')

f (t,ylZh')*2f (æ ] h,A +tL')+f (æ!2h,y):
:alf @*h,"Ð+f (",a+h')-f (r,y)l

f (r, z{2h')+f (n+h,,y*h')*f (æ*2h,y):
:ïlf (rll't,Ðtf (s,y*h')-f @,ùl

ost ø*bnlcy où a, b, ¿ sont dos constantes.
Parmi toutes ces équations il parrait que celle qui est la

+ àj it-'r'*(-1)ri (f)(Ð r@*ih, ?t*ih'¡:s
ìi

il

i

F (2, t): )(I - t)t (I- z)"-t Q ¡ @) : 0
x:0

où Q¡(z) est un polynome de degré i en z. ces porynomes doiventvé-
rifier les inégalités

Qr(1) + 0, i:0,L,2,. , .n
et les conditions de symétrie. Q, (1) # 0 exprimo justement que l,équa-

'tion (4) est d'ordre (0,0).
En particularisant, on obtient diverses équations de la forme (4)

dont la solution continue générale est un polynome arbitraire de degró
,:n-L. Ainsi par exemple

m

)'{-r¡, (T) f tatih,a+@-i)tt't:e
i:O

,T

it-t¡,r,-,lT) {rà f 
ì,)rt,+i,,,a+ (i,-i)ûl:

n n-,i,

Zr5,-'l'*, ( à, ("-l-') U\r@t.ih,a+ih,):o
.qui correspondent aux cas

F (2, t):(t-z)n
F (z,t):12-1t+z¡1"

n,

F (2, t):) (L-¡1t (t_z),-i .

L+l
!.a

x:Q
(;)

l"l
f(rl2ih,y)- >

J:o
f[æ+(2j + 7)h,,y !h,'l(,,

m
+r

est un polynorne arbitraire do degré n-l par rapport à ¿ seul. Ce
résultat peut d'ailleurs s'obtenir très simplement aussi d'une manière
directe.

11 bis. - Nous pouyons trouver en général les équations (4) dont
la solution continue est une fonction de r seul. on voit qu'une telle
équation doit être d'ordro (1r 0) au plus et ne pas admettro des solu-
tions de la forme ær y.

12. Cherchons encore les équations (4) dont Ia solution générale
est un polynome de degré n-L en fi et !1, II n'y a interêt à chercher
que des équations symétriques c'est-à-dire des équations dont l'équa-
tion caractéristique présento une certaine symétrie par rapport i¡" z eI t.
On vérifie facilemont que ld plus petit degré admissible est (n,n). L'é-

Plse
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n
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où
simplo correspond au eas F(z,l:) (-1)t(1 -t)t(L_z¡,'r. p6y¡ 2:

'i:0:2,3 on obtient ainsi les équations

f (æ,y*2h')+f (n,ù*f (o*2h,a):
:f (æ|h,, ù+ f (ø+ h, a *h,)+ f (æ,a +h,)

2f (*+h,ù+f (æ13h,ù +2f (æ,ttl2h,')¡f (nih,y4-2h'):
:2Í (n,v +h')lf (n, y1-3h')+2f (t l2h,ù*f (n+zh,a *h')-

III.

Sur un problème tle 1l{. D. Pornpéiu.

13. - M. D. PoupÉru s'ost proposé de trouver los fonctions con-
tinues /(r) defìnies dans (a,b) eÍ, vérifiant l'égalité(s).

1

a-n

pour tout n el g compris dans (a, b), La solution en est un polynome,
du premier degré.

Nous nous proposons de généraliser ce problème.
Considérons une suite croissante de nombres donnés À0, Àl ,. . -,

Ài cornpris entre 0 et 1 et formons le polynome de L¡enlrccn

n

P (ú): > ¡Qù-\-/41
i:0

en prenant t¡: a * X¡(A -n\.
Ecrivons l'égalité entro les valeurs moyennes

",:l lo'

\',*'u'd't:f (+)

i:0, 1r2r,,. rfl,
Considérons maintenant l'équation fonctionelle (5). Par conslruc--

ion, cette équation est vérifìée par un polynome de degré m,

Nous allons supposer maintenant que les nombres Ào, Àl , . . . , À

divisent rationnelement I'intervalle (0,1).
0n voit imméiliatement que la fonction f (æ) doll vérifìer I'équa-,

tion fonctionnelle

f r,l t ('- ^,ry) - zrrr*\¡(a - r)t ., l+ r^,ry1|: 0.

0n en déduit que la sol,ulion conti,nue générale d,e l'équati,on (5).,
est un polynorne,

L4. - La solution de l'équation (5) est en général un polynome-
de degré m, mais il peut arriver qu'elle soìt un polynome de degr6.
plus grand. Par exemple si m -0 on peut déterminer la constante ls,
de manièro que, la solutíon soit un polynome de tìegré un. On tombe
ainsi sur l'équation ds M. D. PoupÉru. Si z:1 I'équation (5) peut
avoir comme solution un polynome de degré 2, mais alors ou bien elle
ne se présente pas sous forme symétrique ou bien, la symétrie étant
respectée, les constantes ls, Àa ne sont pas rationnelles. Au contraire-
si n:2 nous avons I'èquation très simple

, - "\| :" 
o' : + \rt*> 

+ + r (*). *'l
qui a pour solution un polynomo arbitraire de degré 3.

En général, dans le cas l¡ : +, i:0, !,2,,.,rm l'équation (5)"

admet comme solution continue un polynomo de degré m si n ost im-
pair et un polynomo de degré nll si za est pair.

A I'aide des formules qui donnent les coefficients pr.on peut faci--
lement trouver les conditions pour quo l'équation (5) ait comme solu-'
Iion continue générale un polynome de degré n + s. Si nous posons

R(r): (¿-to) (l-Àr) . . . (ú-t,)

h\',''a':fi\','uta'
ou bien, après une transformation sirnpJes,

hf ,u,¿¡:iwf [rt t'¡(s-n)l(5)

(5) D. PoMpÉru: ,,Sur une équation fonctionnelle qui s'introduit clans uno
problème de moyenne" C. R. t. 190 p. 1107.
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ces conditions s'écrivent

EQUATTONS t¡ONC. DÉFrlVrSS,AiV? DES POLyNOMES

rious donno l'équation fonctionnello

rt2 rUz

(7) \ \ nt w) d,td,w:
uæt uu l

205

rr -0, j:o, 1,...,s-1
\ rr R(r) dú

)o + 0, j:s.

15. - L'équation de M. D. PoupÉru admet la généralisation sui-

nfn

t:0 J:0'vanto
où

(6) 
\--'\','n,u)(ttdu:flt+- 

,"+-)
J*, 

"!.r,

pour une fonction f(u,y) de deux variables r et y. définie et continue
dans Ie rectangle a,3 n 3b, cS y =d. On vérifie immédiatement
que f(n,y) satisfait à l'équation fonctionnelle

f(nt, v ) * f(n 1, y 2) * (n z, a ) * f(nr, yr) : t {tt:lt,'+),

Itt, i: dtx d,w

0

i:0, 1r ., , ¡ n¡ j:0, 1,..,,,rn
,nm

l)e ce quo nous avons démontré au Nr. 4'I il résulte que Ia solu-
,tion générale do l'équation (6) est un polynome de degré (1,{).

Considérons le polynome d'interpolation

n1r): ll(r-ti), s(ø¡= ¡ ¡1"-À").

L'équation (7) est vérifiée par un polynome de degré (r, rn). Nous
supposons eRcoro que les nombres li, ),'7 sont rationnels. La fonction

f@, ù doit satisfaire à l'équation fonctionnelle

å är''' lr[''*^' 
t2:z-s! 

'u'+t'¡a#) t
+ f ls# +\,!ï#,attvi'+l*

+ f l*,, t,þf , r# * ^',0#l+
n nI,

A(¿)Blz¿)P(t,w): )
x= 0

L'(ti) B' (u¡) (t - t¡) i* - u¡)f(tiøi)
0 frt*rz

2
, ^ frz-tt Ut*Uz , ^, ?lz-Utl-|l'i 2-, 2 +n, Z J

- 4f lu, * It (a- r,t), a t * \' t fuz-a )l

"or) +f
n

A(,)=TJ(ú- ¿¡),
,i,-0

NL : 0..B(u):l l@-*i)
J:o Cette équation est de la forme (4). Elle est d;ord,re (0,0). En'

général cette dernière propriété résulte cju fait que toutes les quantités .t¡ --- rt]-À.¡(r2-:,:), uj: Ut*)''¡(Az-y)
n

llo, ll ,...,ln i p,rr ltz,...,Fm étant deux suitescroissantes de nom-

þres compris enlro 0 et 1.

L'égalité entre les valeurs moyennes

)*',,, j:0,.1,...,ffi
x:0

et toutes los quantités

Az ,t (*, (A,

,!,"' 
"' dtù'u : G- r¡ @r:lJt, )r,ttt' 

w) dtdw

r¿

) r,',, , d=0, 2, , ., ,h
J:o
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,le peuvent etre nulles. I1 peut arriver que, pour eertaines distribuitons

'particulière des nombres ).¡,1! la condition s'exprime d'une 4utre ma-
nière. On peut démontrer que dans tous les cas ces conditions rovien-
nent aux précédentes (o).

On peut donc dire que lø solution continue générale del'équatíon
(7) est un polEnome.

17. - Nous allons donner, pour terminer, encore une extension
du problème de M. D. Porr.lpÉru. Consitlérons maintenant le polynomo

"d'intorpolation de ð,egré n en t et u

Q þ, u) : åalnmilffi .:E .,w#. ¡ 1t,, uù|

'où
16. - La solution de I'équation (7) ost en général de degré

'.(n, m) mais elle peut être d'un degré plus grand. Tel est par exemple
l'équation (6). En général, pour gus la solution soit de d.egré (n! s,nr* s')
¡'il faut et il suffit que.

il

I

l

I

I

I

t

i

li

li
tl
Ì

D"(t, u):
L

1

1

t
t"
to

u
1,1,g

,tLa
, a:7r2r. ., rtu

5,

-0,

+0,
:0,

+û,

a:0, 1r...rs-l tt :ar{ì.¡(nz-rt\, u¡ -y1*À.t¡(Ur-a)
:les constantes flxes \¡,L't ayant la même signifìcation que précéde-
ment.

Si nous écrivons l'égalité ontre les valeurs moyennes de la fonc-
,tion et de son polynome d'interpolation Q (ú, ø) nous trouvons I'équa-
tion fonctionnelle

t" nç¡ at
ú:s

^1

\
JO

ø:0, 1,...,s'-1
u"S(n) ctu

q_st
n n-1,

Ainsi dans le cas l/ L \'l i la solution généralo est do 'lulø;Lr,lø,n,1\\f (t, u) d, t ¿u = 2 ) v i,¡f [r ft )' ¡ (æ 2- r 1),y 1* L' ¡ (y ¡ A ùl
ø:o j:o-n' n0 (r)

"-dogré 2
n

+1,2
m,

+1
2 2 il'intégral étant étendue au triangle (T) formé par les points (ætrA),

.(nz, A), (æ¡ Uz) et les coefficients v¡,¡ sont donnés par les formules

('( ¿-J t_x.. ia o,_\t- n,,!:2\\n#ri# n dtrt'u

) ) ;:o a:o ' -- a:d|i * |
(t20, uào\
I t+u=t )

Par exemple, la solution générale do l'équation

I
\", *'.,l run,' 

u' xt') d' t 

'u 
:

"(p2-n.1) (yr-at)

: fi[f {*n, a t\ * f (nt, yz) t f (rz, uù * f (rz, azl]*

-+ l,(+*, a,) + r (ujø, a,) + r (-,, *P) ¡ + (t a,'#)l*
*lr("+*,M, )

où

D'"(t,u):
1

I
I

tu
À,ú À'o

Ào )r'o
, a,:LrZr, .. ,n.

'"est un polynome arbitraire de degré (3,3).
L'équation (8) est vérifìée par un polynome de degré rz.

Los constantes À¡ ,t"t1 êtaolu rationnslles on voit immétliatemont,
.€ommo au Nr. 15, que la fonction vérifie uno équation fonctionnelle
" du type ( ). 0n peut facilement conclure de là que :' La solutí,on contí,nne général,e d,e l'équati'on (9) est un pol,ynome-

18. - L'équation (8) peut être verifiée par un polynome clo degré

;,',plus grand que 7¿. Pour que la solution générale soit un polynome de

.'degré nls il faut et il sufïit que

(6) Lu propriété résulte du fait que le polynome

(t+ zm¡lÉ ",*rl -, i üiz2k¡, 0 s ko ( kr ( .- <te,-; <tr,sm
Li:0 J i:0

'"ne peut s'annuler identiquement, sans que les coefficients a, ne soient tous
¿nules.
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t" uP (t-À0Xú-Àr). . . (ú-À;.-i)(u-x'o)(u-À'r) . . . (u,-\tn-) dt dik

F,i;5')
- 0, o*F:0, lr2, . .. , s-l
+ 0, ø*p:g

i :0rLr., . rn*I.
Donnons enfin un exemple. La solution générale de l'équation'

fonctionnollo

I,A VISITE DE M. EMILE BOREI-, EN ROUMANIE.

Par

D. Pompeiu
Reçue le I Mai 1934.

2

5\
(.f)

f (t, u) d,t d,u : j-[f l"r, a) * f (*r, a,) * f (nt, az)h(nz-nù(az-aù

ast a*bæ* cy, ü,, b, c ,élanl des constantes. Le pro-iesseur français qui vient nous rendre visite, est un des
plus grands savants de notre épcque. IVIathématicien d'espèce rare:
penseur autant que manieur et inventeur de formules, Emile Borel a,
comme le grand Poincaré, remué, ccmmenlé et fait progresser toutes
les grandes questions qui occupent la pensée scientifique contempo-
IAlne.

Lorsque la théorie des ensembles (IVlengenlehre, en allemand)
a fait son entrée dans le domaine de I'Analyse et de Ia géométrie,
c'est Borel qui, en saisissant le sens profond et Ie rôle capital, a su
Ia présenter, I'expliquer et la faire accepter par loute une génération
de jeunes savants cJui, à sa suite, ont pu s'armer de cette connaissance
indispensable pour laquelle le nom de fundarnentct malhtnocLticue est
entièrement justitTé.

LoI'sque les notions de probabitité et de véri1é statistique se sont
révélées comme les seuls moyens eíficaces de comprendre et d'expli-
quer les phénomènes du monde physique et moral, c'est encore Emile
Borel qui, en bon pédagogue et profond penseur a entrepris cette
oeuvre monurnentale consacrée au calcuì des Probabilités (théorie e1

applications). (Paris, Gauthier-Villars éditour.)
En Arithmé ique, en Géomélrie, en Analyse, en Mécanique sta-

tisticlue, en Physique: partout ou il y a eu une explication délicate à
fournir, la pensée de Borel s'est exercée avec une compétence recon-
nue et un succès éclatant.

Lorsque Ia théorie de la relativité, par sa bizarre nouveauté a

soulevé tant de curiosités et tant de discussions, la plupart sans valeur
parce que sand fondement, Borel, après une étude approfondie, nous
donna sous une forme accessible tout ce qui pouvait être expliqué et
présenté au grand public.

RÉsUMÉ.
n

La solution continue générale del'équation ) aí(æ*lt¡:0 estur¡
l-0

polynome. Nous examinons l'équation a deux variables

2 2 ø¡,¡f (æ*òh, a+itt'|)= o
i:u J:t)

etnousdéterminons celles dont la solution continue générale estun polynome"'

Dans la troisième partie nous signalons des équations de la forme

1
f (t) ü:2 tr¡f læl^.¡(a-r)l

¡:0a-fr
x

i,¡ f læ r+ 
^, 

ì (rz- r r\,a r+ \t t (a z- a ùh

[ø, * À¡ (*r-*t\, ar* \'t(az-ut)Il:,

,,at) , (sz,at) , (æt,g2) dont la-

Mathematic¡ X. 14


