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Equations fonctionnelles 4 une variable.

1. — Soit f(x) une fonction définie dans l’intervalle fermé (a, b),
a < b, et vérifiant ’équation fonctionnelle linéaire
"
(1) 2 a; flE+ih) =0
=0

pour tout x et pour tout 2 > 0 tels que ¢ = z, z+nh = b, les a;
6tant des constantes.
A P'éjuation fonctionnelle (1) nous attachons Péquation caracté-
ristique
F(z)=ao+a1z+ ... + anz?=0.

Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que le
polynome F(z) ne soit pas rationnel par rapport & une puissance entiére
et positive de z.

Nous pouvons supposer ag =0, ax == 0. On peut exprimer ces
-conditions en disant que I’équation (1) est de degré n. On voit facile-
ment, en ajoutant convenablement des relations de la forme (1), que
si une fonction f(x) vérifie une équation fonctionnelle de degré =, elle
vérifie également une équation de degré n-+m, quel que soit ’entier
positif m.

Nous dirons aussi que ’équation (1) est d’ordre k lorsque 1 est
une racine d’ordre £ de multiplicité de ’équation caractéristique.
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Si f(w) vérifie une équation de degré n et d’ordre % elle vérifie
wégalement une équation de degré n-+m et d’ordre au moins égal & &,
<quel que soit lentier positif m.

2. — Pour -que ’équation (1) soit d’ordre % il faut et il suffit que
F(1) = F(1)=...= F*9(1)=0, F@(1) = 0.

La fonction #™ est une solution de I’équation (1) si m=0, 1,...
«k—1, mais r’en est pas une pour m = % puisque

sy 2 \®
2 ) =[( d—z) F(z)] =F®(1) & 0
z2=1

=0

~done

L équation fonctionnelle (1) est vérifiée par un polynome quelconque
<de degré k—1, mais n'en est pas par un polynome dont le degré effec~
4if dépasse k—l.

3 — Considérons le polynome Gp(z) qui s’obtient par la formule

Gp(2°)=F(z) . F(az) . .. F(ar-1z)

‘oll @ est une racine primitive d’ordre p de l'unité.
Supposons que le polynome F(z) vérifie I'identité

61(2) G2(z) =ap.F(z), ou F(2).F(—z) = a,.F(z?).
n—k
On a alors F(z) = ay(1l—2z)* I I (1—p:i2), out p; sont des racines,
=1

-différentes de 1, de Il'unité. Si p; est racine d’ordre p de l’unité on
“voit immeédiatement que G(z) ne peut étre identique a af'.F(z).

Il en résulte qu'on peut toujours déterminer un nombrep de mani-
-ere qu'ow ait

“(8) G.(2) == a8 F(2)

sauf dans le cas ot F(2) = a,(1—2)".,

La forme générale des polynomes F(z) vérifiant (2), ou la relation
iplus générale Gp(z) = af'. F(z), peut s’obtenir facilement, mais nous
'n'en avons pas besoin dans la suite.

4. — Revenons & I'équation (1) et supposons que lordre k soit
wplus petit que n. La fonction f(x) vérifie aussi I'équation fonctionnelle
«dont I'équation caractéristique est G,(z) =0, le nombre p étant déterminé
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de maniére qu'on ait la relation (). La fonction vérifie également:
P’équationfonctionnelle dont I’équation caractéristique est 6p(2) A+ AF () = 0‘
A étant une constante,

On peut déterminer la constante A [G57(1)4 AF®¥(1)=0] de mani--
are que cette derniére equatlon fonctlonnelle soit d’ordre au moins égal:
4 k1. Nous en déduisons done que

8i la fonction f(x) vérifie Véquation (1) de degré n et dordre ks
elle vérifie bgalement une équation de degré n et d’ordre au moins-égal:

a k+1,

La propriété relative au degré résulle de la remarque faile & la:

fin du Nr. 1.

5. — Il en résulte que si la fonction f(z) vérifie I'équation (1)
elle vérifie également une équation fonctionnelle d'erdre n et: de:
degré n.

Une é&quation (1) de degré et d’ordre » est de la forme-

ﬁ(—w(’:) FlFihy=0
=0

et nous savons que, si f(z) est supposée continﬁgzrla solution géné--
rale de cette équation est un polynome arbitraire de degré n—1(!).
Nous en déduisons done la propriété finale suivante:
La solution continue géndrale de Véquation (1) dordre k. est un
polynome arbitraire de degré k—1.

IL
Equations fonctionnelles & deux. variables..

6. — Considérons maintenant une fonction f(xy) de deux va--
riables x et y, définie dans le rectangle a =& =<<b, c=y=4d ot vé~-
rifiant I'’équation fonctionnelle linéaire

“) 2 Ea,,/fm+@h, y+in)=0-

=0 j

pour tout z, y et pour tout £ >0, A/ >0 tels que a = ®, x+nh <b;.
c =y, ytmh'=d, les ay; étant des constantes.

(") On peut soumettre la fonction & des conditions plus genérales que-
la continuité. Voir dans ma Thése (Mathematica t. VIIL sp. p. 67) la génée=-
ralisation d’un théoréme de M, W. SIERPINSKI.
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A cette -6quation nous attachons I’équation caractéristique

Flz, )= 22 a,;z’t’—zt/fj(z) 0

i=0j=0 Jj=0

n
Fi)= > iy .
=0

Définissons-d’abord le degré et 'ordre de ’équation fonctionnelle

{4). Nous :dirons que ’équation (4) est de degré (n,m) si.l'on a

21%0[#0 Zla,ml:l:() Elao,/I:I:O Zlan,,I:I:O

j=0

Nous «dirons que léquation (4) est d’ordre (k, k') si 'équation
F(z,{)=0 admet la racine z=1 d’ordre k de multiplicité, identique-
ment en ‘f et la racine t=1 d’ordre k' de multiplicité, identiquement
-en z. Le nombre’k est donc tel qu'on ait

FLO=F (L= . « . . =Fil(1,)=0

Adentiquement en ¢ et

F(z’{) (,5H+0

ipour au moins une valeur de ¢, En d’autres termes k est le nombre de
.fois que les polynomes F;(z) contiennent en commun le facteur (1—=2).

Si f(x,y) vérifie 'équation (4) de degré (n,m) et d’ordre (%, k') elle
¢vérifie aussi une équation de degré (n+m,, m+m,) et d’ordre au moins
~égal a (k, k) (3), quels que soient les entiers positifs ou nuls n;, et m.

9. — Si la fonction f(x,y) vérifie l'équation (4) d’ordre (k, %')
-elle vérifie aussi 'équation fonctionnelle dont I’équation caractéristique
est Gp(z, 1) =0 ou

GplzP, 1) = F(z,t) .F(az, t). .. F(aPz, t)
<o 6étant encore une racine primitive d’ordre p de I'unité,

La fonction vérifiera également 1’équation fonctionnelle dont
Péquation caractéristique est Gp(z,t)+H() F(z,£)=0, H(f) étant un
spolynome en .

*On peut choisir le nombre p de maniére que
m p—1
Gi(z, ) == (Z a(],,-tf) F(z, 1)
=1
12) L'ordré,(k, ,-k'{) estaumoins égalal'ordre (k, k)si by =k K =F.
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et alors on ‘peut déterminer le polynome H(¢) tel que la nouvelle équa~—
tion fonctionnelle obtenue soit d’ordre au moins égal a (k+1, k.
Le degré de cette équation est de la forme (n',m’) ou-n" =< n.

Nous en déduisons donc la propriété suivante:

Si la fonction f(x,y) vérific Véquation (4) de degré (n, m) et
dordre (k k') elle vérifie également une équalion de degré (n, m') et
d’ordre auw moins égal & (k-+1,%"). :

8. — Nous en déduisons que f(z,y) vérifie une équation de-
degré (n, m’) et d'ordre au moins égal a (n, £').

Examinons maintenant les équations de cette derniére forme..
Dans ce cas le polynome F(z, ) est égal & (1—2)"Q(t) ott- O(2). est un:
polynome de ¢ seul. Si nous procédons comme au Nr. précédent, mais:
en prenant cette fois

Gp(z, 8)=(1—2)" Q(¥) . Q(at) . . . Q(z"1t);
nous arrivons a la propriété :
Si la fonction f(x,y) vérifie Végquation (4) de degré (n, m) elle-
vérifie aussi une équation de degré (n,m’) et d'ordre (n, m').
On monire exactement de la méme manidre que f(z, y) vérifie
une équation de degré (m', m) et d’ordre (n', m).
Nous n’avons d’allsurs pas besoin de préciser les nombres:
n’ et m'.
9. — Une équation (4) de degré (n, m) et d'ordre (n, m) est de-
la forme ' '
n m
e (Zf) (’;.’)f(erz‘h, y+ k) =0
=0 j=0
et nous savons que la solution continue générale de cette équation ests
un pseudo-polynome d’ordre (n—1, m—1), c’est-i-dire une fonction de-
la forme

n—1 m-1
S nm+ S B 0,
1=0 Jj=o0

les A;(y) étant des fonctions continues de y et les B,(x) des fonctionss
continues de x seul.

Il en résulte que la solution continuc générale de V'équation fone--
tionnelle (4) est un pseudo-polynome.

(® Voir: A, MaRCHAUD ,Sur les dérivées et les différences des fonc--
tions de variables 16elles”, Voir aussi ma Tlése (Mathematica t. VII[) p. 65..
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10. — Pour que " y* soit une solution de 'équation (4) il faut.
que
+
818 ’YF(Za t)] = 0’ p = r, -Y e S.
ozh oty z=t=1
Si (k, k") est l'ordre de l'équation on voit immédiatement que:
xktym et amy* ne peuvent 8tre des solutions,
Si on cherche la condition pour que 2"A(y) soit une solution om
trouve que la fonction A(y) doit vérifier les équations

> [(Zdi)(ﬁ)Ff @ ] Ay +iH) = 0
=0 & 2=-1

B==0, 1, 2,...,r.

Si r = k A(y) est nécessairement un polynome de. degré au plus
égal & m—1 (ou bien elle est identiquement nulle) et si » = n Ay)
est un polynome de degré au plus égal & &'—1. Lorsque »=0, 1, 2,..
k—1 la fonction A(y) peut &tre arbitraire. Les solutions de la forme
y*B(x) jouissent des propriétés analogues. Donc, . !

La solution continue générale de Uéguation fonctionnelle(4) d’ordre
(k, %) est la somme d’un pseudo-polynome dordre (k—1, k'—1) et
dun certain polynome de degré aw plus égal & (n—1, m—I) (4)

Il en résulte facilement de ce qui précéde que la condilion néces-
saire et sufﬁscmte pour que Véquation (4) n’admette' comme  solutions
continues que des polynomes est que cette équation soit d’ordre (0,0).

11. — Déterminons en particulier les équations de degré (n, m)
dont la solution générale continue est un polynome arbitraire de degré
(n—1, m—1).

On trouve immédiatement que ces équations ont pour €quation

caractéristique
F(z, )= (1 - t)"F(z)+(1—2)"G(t)=0
ot F(z) est un polynome de degré = en z et G(?) un pol\']n'ome de
degré m en t. Ces deux polynomes doivent vérifier les inégalilés
FO(1) &£ 0, i=0, 1, 2...,n—1, GN(1) & 0, j=0,1, 2,...,m—1
(—1)mm L EOA)4H(—1)"n L Gm(1) == 0.
(4) Nous disons qu’un polynome est de degré (n,m) s’il est de degré

n en x et de degré m en y. Un polynome est de degréau plus égal a (n, m)
s'il est de degré << m en x et de degré = m en y.
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Les inégalités F(1) = 0, G(1) 9= O expriment justement que
Péquation est d’ordre (0, 0).

La plus simples de ces équations est celle qui al’équation carac-
téristique

F(z, §) = %{(1—t)"’(1—|—z)"+(l—z)"(l—l-t‘)’"} = 0.
Il en résulte donc que la solution continue générale de Uéguation

fonetionnelle

%2 D= 4(-1y} (f) (’j") Fl+ih, y+jh)=0

=0 j=0

est un polynome quelconque de degré (n—1, m—1).
En particulier, la solution générale de 1’équation

fw, y)+ flot-2h, y)--fi, y+ 20 + fl + 2, y+-20) =4+ b, y + 1)
est
a—+ bx -+ cy + day
a, b, ¢, d étant des constantes.
On voit aussi que la solution continue générale de I’équation

2] %]

z:zo (qu)f(x—l-%h, Y) Egg (2;:'_ 1) flz+ 25+ 1A,y +1']

est un polynome arbitraire de degré m—1 par rapport & « seul. Ce
résultat peut d’ailleurs s'obtenir trés simplement aussi d’une maniére
directe.

11 bis. — Nous pouvons trouver en général les équations (4) dont
la solution continue est une fonction de x seul. On voit qu’une telle
équation doit étre d’ordre (1,0) au plus et ne pas admettre des solu-
tions de la forme x"y.

12, Cherchons encore les équations (4) dont la solution générale
est un polynome de degré n—1 en x et y. Il n’y a interét & chercher
que des équations syméiriques c’est-a-dire des équations dont I'équa-
tion caractéristique présente une certaine symeétrie par rapport & z et {-
On vérifie facilement que le plus petit degré admissible est (n, n). L’é-
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«quation caractéristique est alors de la forme

F (z, t)=2(1 — 1) (1-2)"1 Qi (2)=0
=0

-0l Qi(z) est un polynome de degré i en z. Ces polynomes doiventvé-
-rifier les inégalités
Q:(1)=*+0, 1=0,1,2,...7n

-6t les conditions de symétrie. Q. (1) +0 exprime justement que ’équa-
'tion (4) est d’ordre (0, 0).

En particularisant, on obtient diverses équations de la forme 4)
dont la solution continue générale est un polynome arbitraire de degré
#—1. Ainsi par exemple

D1y (’Z) f [@+ih, y4(n—d) ]=0
1=0 ]

i(—l)an-i(?) {2(1) Fla+ih,y+ (i—f) '] }:0

=0 bt
ﬁ VS(—DM{WEJ (”_g—r) (H?-TJ} f(@+ih,y+7h') =0
t=0 f=0 .

-qui correspondent aux cas
F(z, t)=(t—=z)
F(z,)=[2—(+2)]"

F (z, t)=§ (1—t) (1—z)mi .
1=0

Pour n=2 on trouve que la solution continue générale des équa-
tions
f(@,y+20') 4 f (2+2h, y)=2f (x+h, y+h')
(2, y+2h")+2f (@ +-h, y +-h')+f (2+2h,y) =
=4[f(z+h,y)+ (@ y+1")—] (,9)]

(@, 2420 )+ f (2 +h, y+ 1)+ f (2+2h, y)=
=3[f (x+h )+ (@y+ 1)~ (= y)]

o8t a+bxtcy ot a, b, ¢ sont des constantes.
Parmi toutes ces équations il parrait que celle qui est la plus
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n
simple correspond au cas F(z, t)=2 (=1 (L—¢t)(l—=)*". Pour n=

1=0
=2, 3 on obtient ainsi les équations

[ (2 y+20)+f (@, y)+f (@+2h, y)= ,
=f(@+h y)+f(@+h, y+h)+[(2,y+ k) |

2f (@ + Py y) -+ f (2+3h, y) + 2 f (w,y +207) 4+ f (w4 h,y +2h")=
=2f @y +h)+f (@, y+3h)+-2f (x + 2h, y) + f (x+2h, y + B')..

I
Sur un probléme de M. D. Pompéiu.

13. — M. D. Powmpiw s’est proposé de trouver les fonctions con--
tinues f(x) définies dans (a, b) et vérifiant I’égalité (5). .

1 (¢ Xty
y—xg f()dt =f(—2—‘)

“x

pour tout x et y compris dans (a, b). La solution en est un polynome:
du premier degré.
' Nous nous proposons de généraliser ce probléme,
Considérons une suite croissante de nombres donnés Ay, A,....
A, commpris entre O et 1 et formons le polynome de LAGRANGE

2y GE=1o) E=Ht). oo G—=Eii ) (E—Eisa) oov o (E=E2)
& (t) =2 ti— L‘g) (fi—1ty) - .. (f,; '—51_1J ({', _-':H-l) A (tj —50) f(t’)

=1

en prenant f; =z -+ M (y—x).
Ecrivons 1’égalité entre les valeurs moyennes

1 ~Y 1 Y
y-ws 10 dt=mg P(f)dt

ou bien, aprés une transformation simples,

Yy—x

Y y n
®) ! Sf(t) dim Suif o+ Mly )

(5) D. Pomprw : ,Sur une équation fonctionnelle qui s'introduit dans ui
probléme de moyenne“ G. R. t. 190 p. 1107.
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ou

O N o O Y N IR (o Y Y W IO o W
: 0()‘-‘ —Xg) (At —A)) oo (M —Ao1) (A — M) (M — An)

1=0,1,2,...,m.

Considérons maintenant 1'équation fonctionelle (5). Par construc--

ion, cette équation est vérifiée par un polynome de degré m.

Nous allons supposer maintenant que les nombres Ay, Ay, ..., A
divisent rationnelement l'intervalle (0, 1).

On voit immédiatement que la fonction f() doit vérifier I'équa--
tion fonctionnelle

1:20 l*i: /7 (w-l-lty_Tx) —fle+rily—x)) + f [.’L‘—é—y o y_zx]

} —o..

On en déduit que la solulion continue générale de UVéquation (5).
est un polynome,

14. — La solution de I’équation (5) est en général un polynome-
de degré m, mais il peut arriver qu'elle soit un polynome de degré.
plus grand. Par exemple si » = (0 on peut déterminer la constante Ag.
de maniére que la solution soit un polynome de degré un. On tombe
ainsi sur 1'équation de M. D. Pomptiu. Si n=1 l'équation (5) peut
avoir comme solution un polynome de degré 2, mais alors ou bien elle
ne se présente pas sous forme symétrique ou bien, la symétrie étant
respectée, les constantes Ag, Ay ne sont pas rationnelles. Au contraire-
si n=2 nous avons 'équation trés simple

Yy—x

Y
Swf(t) dim {f(x)+4f(”§y)+f<y)}

qui a pour solution un polynome arbitraire de degré 3.

En général, dans le cas A;= %, 1=0, 1, 2,...,n I'’équation (B}
admet comme solution continue un polynome de degré = si n est im-
pair et un polynome de degré n41 si n est pair.

A l'aide des formules qui donnent les coefficients ;. on peut faci--

lement trouver les conditions pour que l'équation (5) ait comme solu--
tion continue générale un polynome de degré » + s. Si nous posons

R(®)=(t—20) ((—Ay) ... t—2n)
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ces conditions s’écrivent

1 .-—_-O, j=0, 1,...,8—'1
S Y R() dt
0 =+ 0, j=s.
15. — L’équation de M. D. Pomptiu admet la généralisation sui-
~ vante
X2 Y2 i
1 X+ 22 Y1t Y
6 : (¢, u) dtdu= b
© (2—221) (Y2—1) S S ¢ u) f[ 2 ]
Ty Yy

pour une fonction f(x,y) de deux variables x et y, définie et continue
dans le rectangle a = « =< b, ¢ = y = d. On vérifie immédiatement
que f(x,y) satisfait a I’équation fonctionnelle

floer 5 yi)+f(oeq , y2) (202, y1) + (22,2 ,Jz)——frf[ i ’ Jl;—yz]

De ce que nous avons démontré au Nr. 11 il résulte que la solu-
“tion générale de ’équation (6) est un polynome de degré (1,1).
Considérons le polynome d’interpolation

A()B(u)
P(t, w)= 2 ZA'(t,) B'(w;) (t—ti) '\u—u/)f(ti’ui)

=0 J=0
~ol

m

A@)= L!) (t—1), Blu) =]'=—|0u—¢,~)

ti =t A =wr), %= yi+2(y2—y)

A0y Afseees And B4, Boyee., bm étant deux suites croissantes de nom-
‘bres compris entre 0 et 1.
L’égalité entre les valeurs moyennes

Ly Y. Ly Y2
. S Sf(t,u) dtdu = . )S SP(t,u) dtdu

(g — 1) (Y2 = y1) (2—21) (Y2 — 11
Yi Ty Yy
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nous donne l’équation fonctionnelle

1 X rY2
R (Jz—y:)g Sy GRS

» m

= 2 2Pi,/f[xi"*‘li(xz—wt),?/1'*‘1'1'(?/2—?/1)1;@

=0 J=0

1 1
O W . ) Sw)
b=\ B (- 1) dtxg SO =)

ou

i=0,1,...,n, 7=0,1,...,m

RO=][¢—x), S@=]J@—21)).

=0 j=o0

I’équation (7) est vérifiée par un polynome de degré (», m). Nous
supposons encore que les nombres A;, A’; sont rationnels. La fonction .
[(z, y) doit satisfaire & 1'équation fonctionnelle

2 2 Pq,;{ 21 +A; __2901 y Y1+ A y22y1J +

=0 j=0

. o= . Yo
+f[931-|2-062+l’ 22x2,y1‘+kjy22yll+"

no N '
+f[x,+l,-x?2x' ,?/12?/2_‘_1,?/22.1/1J+
L f xi;’xz_]_ ki%;”ﬁ ?/H‘?/z S0 7/22ny

—4flat A (x2—x1),y4+l'/(yz—y1)]} = 0.

Cette équation est de la forme (4). Eile est d’ordre (0,0). En-
général cette derniére propriété résulte cu fait que toutes les quantités .

7
D, 5=0,4,...,m
=0

et toutes les quantités

m »
E i i=0,2...,n
J=o
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16 peuvent etre nulles. Il peut arriver que, pour certaines distribuitons
. particuliére des nombres 1;, ’; la condition s’exprime d’une autre ma-
niére. On peut démontrer que dans tous les cas ces conditions revien-
nent aux précédentes (%).

On peut donc dire que la solution continue générale de I'équation
A7) est un polynome.

16. — La solution de l'équation (7) est en général de degré
=(n, m) mais elle peut étre d’'un degré plus grand. Tel est par exemple
Péquation (6). En général, pour que la solution soitdedegré (n+ s,m+s')
4] faut et il suffit que.

1 =0, a=0,1,...,s—1
S "R (t) dt

0 =0, =8

1 =0, a=0,1,...,s—1
S uaS(u) du

0 =0, o=

Ainsi dans le eas A=

~degré (2[3-] +1,2l’g +1).

Par exemple, la solution générale de I’équation

—, )u’,:j; la solution générale est de

1 2 V2
)S S f(t,w dtdu =

w—20) (=) ) X
= o2 [F oy + F @1, )+ [ @a, 90+ [ (2, v+

G er )l 52, 2

.4 f(ocu+xz, Z‘/t‘;‘?/z)

-est un polynome arbitraire de degré (3, 8).

(5) La propriété résulte du fait que le polynome

(1+zm)[2 “tsz:l —2 2 a2k, 0=y <oy < oo <lopoff < lop =
=0 =0

‘ne peut s’annuler identiquement, sans que les coefficients o; ne soient tous
nules,
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17. — Nous allons donner, pour terminer, encore une extension
<du probléme de M. D. Pomptiu. Considérons maintenant le polynome
«d'interpolation de degré n en ¢ et u

7 %—%{'L—-l

Qt,u)= 22

n
t— ta u—ua | D ( )f(t,,u,)

=0 j=0 t'—t“ a=0 “"—““ a=it)+1 t, ,u
-0l
1 5 U
Da(t,“)= 1 ta uo 5 “=1’2’...,n
1 t() Ug

, ti=zthi(@e—z), W =ytN (Ya—u)
les constantes fixes A;, Ay ayant la méme signification que précéde-

ment,
Si nous écrivons 'égalité entre les valeurs moyennes de la fone-
tion et de son polynome d’interpolation Q (£, %) nous trouvons l’équa-

tion fonctionnelle

A8) o m,)z(yz— yl)S>f (¢, w)dé du = g JZV: f L2t (=21, y1+ 2 (y2-y1)]
(T

/Pintégral étant étendue au triangle (T) formé par les points (xy, ¥1),
(22, ¥1), (1, 2) et les coefficients v;; sont donnés par les formules

t-Aa w=A gl =230t Dkl
— 2 7 di du
iy = 2 XN N || o Ny N, '
,J_li aa!l ij'= “a=i+i+l a(f I)
=0, u>0)
( t+u=1
Ol
1 t U
D,a, (t, 'U/) — 1 Aa )\Io ) “=1,2, Y (]
1 Xp Ay

L’équation (8) est vérifiée par un polynome de degré n.

Les constantes A;, A’; étant rationnelles on voit immédiatement,
~comme au Nr. 15, que la fonction vérifie une équation fonctionnelle
~du type (4). On peut facilement conclure de la que :

La solution continue générale de Véquation (9) est un polynome.

18. — L’équation (8) peut étre verifiée par un polynome de degré
;plus grand que n. Pour que la solution générale soit un polynome de
«fdegré n4-s il faut et il suffit que
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P (E=2)E— M)« . (E—M) (= M) u—\1y) . (u—Npoi) db dik

t==0, uZo)
i+ u=l

= 0, o4+p=0,1,2,...,8—1
%+ 0, atf=s
t=0,1,...,n+1
Donnons enfin un exemple. La solution générale de 1’équation
fonctionnelle

(xz—xi)g(yz—yl) SS f () dt du = —?1)— [f (2 Y1) + [ (22 1) + [ (01, y2)B
i

est a-t-bx+cy, a, b, ¢ étant des constantes.
RESUME.

La solution continue générale de I'équation 2 aif (+ k) =0 estum
1=0 :

polynome. Nous examinons I'équation a deux variables

n m

2’ ay;f (wtih, y+in’)=-0

i=u y=u
etnous déterminons celles dont la solution continue générale est un polynome*
Dans la troisiéme partie nous signalons des équations de la forme

V—%S r(t) dt———lzzu' i I [+ N (y—)]

X

¥2 N
1 ) n m . ‘
g 7o T S S 7 (¢ u) dt du= E E iy et N (o-200),0, T 0 (Y- )b
2= )\Y2~ Uy Lt = =

n =i
: SS’(‘: ) db du = 2 2 Vil [ M (p=20) 5 v+ 0 (g2=9)F

(e2=21)(v2-11) % |

(T) étant le triangle formé par les points (xy, ) , (%2, 1) , (*1,%2) dont la.
solution continue générale est un polynome,



