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Soit f(%) une fonction définie dans l'intervalle (0, 1).
Définissons l'expression [#;, %2, ..., %at1; [] par la relation de
récurrence

22, @350y, Gogas 1= [®, 22,000, Xn; f]

[.’”4, x2"":xﬂ+i;f]=

Ln1 — &
(@ ; 1=1(0).
Le quotient [xy, 3 ,... %oty ] est la différence divisée d’ordre
n de la fonction f(x) par rapport aux points distincls @y, s, .+, Znpp.

Soit

ﬁ lxx,xz,---,xn-I-l;f]l=An[ﬂ-
[dans (0, 1)]

A, [f] est la néme borne de f(x) dans (0, 1).
Considérons les points

(1) o < <o < Tm

alors
me=-n—1
Un= 2 | i1 s ®igayenn, Bipntr; F1 =@, @itaseoo, Zign; ]|
i=1

est la néme yariation de f(x) sur les points (1).
Si nous posons

D V= Va [f] 1
[dans (0, 1)]

alors V,[f] est la neme variation totale de f(x) dans (0, 1).
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Nous dirons enfin que la fonction f(x) est convewe, non-concave,
polynomiale, non-convexe ou concave d’ordre n dans (0, 1) si ses dif-
férences divisées d’ordre n+41 sur tout groupe de n--2 points de (0, 1)
sont > 0,=0,=0<0o0u <0

Ces fonctions forment la classe des fonction d’ordre n.

Nous dirons que la fonction est de la classe (a, b, ¢,...) si elle
posséde des propriétés d’ordre a, b, ¢,... d’une nature de convexité
déterminée. Pour !'uniformité on peut appeler fonction d’ordre — 1
toute fonction ne changeant pas de signe (V).

1. Le polynome
Po=Pu(x;f)= E f (%) (27/) ! (1—a)="
. =0

est le polynome de M. S. BernstEIN de degré n de la fonction donnée.
Posons pour abréger les notations
i+E i+ E—1 ) .
A,"-:[@—_l;—, L,..., @—;f], i=0,1,...,n

n n

—k, k=l, 2, .

Un calcul simple nous donne

n—l1
@ HE AY (" _11 2t (1 —a)n—1-

et en général

AP, \(, 2
R L P

Y (1 - u) 2 (" ’“) o (L—Tyr=iet

=0
Nous avons

8o [Pn] < Ao[f]-
Nous savons que (2)
B A [Pa] = Ao[P0]
done

s = (1= 41— 3)- - (1= 57) e

n

(1) Pour plus de détails voir notre Thése Sur quelques propriétés des
founctions d’ume ow de dewx variables réelles, Paris 1933,
() Voir loc, cit, (1), p. 45,
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On peut encore écrire
Ap[Pa] < Ae[f], k=0, 1, AclPs] < Ac[f]l, k> 1,

«ﬂonc‘:
La kéme borne du polynome P (x;f) est aw plus égale d celle
de la fonction si k=0, 1 et est plus petite st k < 1.

2. Nous pouvons écrire encore

AP, 1 21 .
jos =1u(1——)(1— = .(1—

n—k-1 -1 1
+ (n—Fk) 2 [Ak z+1] (n—i ™ ) gti(l_t)n—k—i—l dt

i=0 i

k;’l). {Az—k

et on en déduit
Vi [Pl < Vielf], ©=0,1, Vi[P < Velf], k> 1,

donc :

La kéme variation totale du polynome Pu(xx; f) est au plus égale
A celle de la fonction si k=0, 1 et est plus petitie si k > 1.

On peut exprimer les deux propriétés précédentes en disant que
e polynome -de M. S. BrrnstriN conserve les bornes et les variations.

3. La formule (2) nous montre encore que toutes les fois que f(x)
‘jouit d’une propriété de convexité déterminée (d’'ordre < n) le polynome
Pu(x ; f) aura la méme propriété. Nous supposons ici que la convexité
-et la polynomialité sont des cas particuliers de la non-concavité,

Nous exprimons cette propriété en disant que le polynome ed
‘M, BernsTEIN conserve la classe de lo fonction.

Une propriété démonirée dans notre travail cité (3) permet d’éta-
blir que

Il existe des polynomes dune classe donnée dans (0, 1) cette
classe contenant un nombre fini de conditions de convexité ou con-
cavité choisies arbitrairement.

On sait enfin que si la fonction f(x) est continue dans (0, 1) le
polynome Pz ; f) tend uniformément vers f(x) dans tout lintervalle
pour n — oo (4). Nous avons donc la. propriété suivanto :

(3 Voir loc, cit, (1) p. 20.

(4) S. BernstEIN Communications de la Soc. Math. de Karkow ser. 2,
t. 13 (1912) (Citation du livre de MM. Porya et Szee0 ,Aufgaben und
Lehrsitze“ t. I, p. 230). Vau aussi S, Wigerr Arkiv for Mat Astr. och,

Phyeik t, 20, (1927), p,
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Toute fonction continue dans (0, 1) est la limite d'une suite ed
polynomes conservant les bornes, les variations. et la classe dela fonc-
tion, convergeant uniformément dans tout Uintervalle.

4, L’ordre de I'approximation par les polynemes Px(x ;f) s’obtient
facilement. Désignons par «w(8) le module d’oscillation de la fonctiom
f(x) (5). Nous avons

® @ P =

1=0
n
=2

=0

mnf()@%mﬂw*s

ac——l xf (1 —x)n-t

v
x__.
N

(;@)x«l_@n-fﬂ);m@»

Or dans lintervalle (%- , 7;:—/1] nous avons

( )w' (1—x)—=2 (nJ 1) ) L

3e-

s;2C*Tﬂxmm.xH%1—xyﬁ=gV%;g(r+nﬁwndwﬂ‘

(i, it (n ¥y
n ' w
et on en déduit
H
W Y2 (2
-1 (§+1) (2—] wiloait
S 8t m . 2 2 ) w4 L
max. 2 x-—‘ (1,) zi(l-z)=i=M,=
0, 1)i=0 " | n—1 ! J
7 impair:.
S n—1
( , )I
On voit immédiatement que
1 !
il
V 2x
et
1 1

(2n—1) 2 Mangy > (Cr+-1) 2 Myp gy

(%) Pour les propriétés de «(3) voir par ex, Cu. de la VALLEE Poussiw
mlegons sur l'approximation des fonctions d'une variable réelle“ p. 7, .°
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oot
1 Vs
M,= , M <— n=1,2,...
{ 3 2n+1 4V2n+l y “y

Si n est pair (n = 2) on établit facilement que
nt2 _ V3 Vm-z o Nl
n 4 na-1 no T 2)n

Donc quel que soit n

M, < Mn+1

Mn -——‘—

2fn

Faisant & = iﬁ dans la formule (3) nous avons
7

3 1
| 1@—Pues )| < o (7] dams @D O
L’approximation et en général effectivement de 1'ordre de o (l_)
n

— l On a dans ce cas w(d)=3

] =

‘Soit en effet la fonction f(x) = ’

-pour & = —;— et
1 1 1 (2n
Ponti (?, f)—f(?)= ot (7?/ ) w > 1
d’ou

max. | f(x)=Pontr (x; F) | = Jom ]/Qn—-l-_l J 2r. (V‘Jﬂ I“l) C

(®) Lo démonstration donnée dans le livre cité de MM. POLYA et SzEGO

me donne que
Alf]
)+2Vn

%ﬂw—m@;n|<w(
Ve

Si la fonction vérifie une condition de LipscuiTz ordingire on a

1@ -Pawin) | < 3 21

M. WiggrT ne donne que l’approximation

1
V%v; INTER =

n

(") Nons avons supposé que la fonction est définje dans l'intervalle
{0, 1) uniquement pour simplifier 'éxposé, On aurrait pu considérer des fonc-



