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Soit /(ø) une fonction défìnie dans I'intervalle (0, 1).

Défìnissons I'expression lfrt, nz,,,,,nn+t) fl par la relation do

récurrence

Inn, nz¡..,¡frnlt;fl: fr2, frg¡..., frnlti fl-lq, n2,..., nni
fin*t 

- 
frt

r,u qooriun, rrt, *2, '.";',1,'t {l"i'"*rod,ifférence ctíuì,sée d:ord,re

n de la fonctiott, f(n) par rapport aux points clístincts nt,nz¡.,.tn*r.
Soit

(1)

alors

lim | æt , n, ¡. , .t frnlt; fl I : 
^"[ll.[dans (0, 1)]

Ao [f] est le nèrne borne dø /(ø) dans (0, 1).

Considérons les points

h1121...1n^

m-n-a
,^: 2 lI*,+r, ø,í¡z t..., frilntti fl -1fii, n¿¡1,,,,,x4nif\ I

i:l

est lø nème 11a,T i,qfi,on d.e ¡(ø) sur les"points (1).

Si nous posons

tim u^=V^Ifl
[dans (0, 1)l

alors l'n [f I est lcl nène acwi,cttion totale de f(æ) dans (0, 1).
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Nous dirons enfìn que la fonction f(æ) est conuefie, non-concane,
gtolynotniale, non-conuefre ov concd,ue d'ordre m dans (0, 1) si sos dif-
férences divisées d'ordre n!7 sw tout groupe den{2 points de(0, l)
sont)0,ã0,=0=0ou(0.

Ces fonctions forment la classe des fonction d'ordre n.
Nous dirons que la fonction est de la classe (a, b, c,...) si elle

possède des propriétés d'ordre a,, b, c,, . . d'une nature de convexité
déterminée, Pour l'uniformité on peut appeler fonction d'ordre - 1

toute fonction ne changeant pas do signe (r),

1. Le polynome
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On pcut ericore éerire

. A¿ [P,] < Ar [f], h=0, 7, A* [P,] ( ¡* ff], k > 1,

,donc:
f,6 l¡ème borne du pol,Anonce P, (æ ; f) est au plus égale à, cell,e

,.t\e l,a fonctiori, sù k:0, 7 et est plus peti,te si h 1 1,

2. Nous pouvons édrire encoro

{+:nt(t _ 1ìfu -' ì . . .(, -/'-'rì. {Ni,-o+.d,n* \ ??/\ n) \ m

P,: P¿ (n; f ): å f (+) ff) æi (!-ç)n-,

est le polynome de M. S. Bnnrvsrnrw de degré n de la fonction donnée.
Posons pour abréger les notations

n-k-l

'et on en déduit

V* IPJ ( Vr [f], It:O, I, V* [P"] ( Vr [/], k > 7,

,donc:

Ta hème uariatîon totale c\upolynome Pn(n; f) est a,u plus éga,Ie

,àcelle d"e l"a, fancti,an si I{:Ot 7 et ast plus petitie si, k } 1.

On peut exprimer les doux propriétés précédentes en disant que
ïle polynome de M. S. Bsn¡rsrnrN conserue les bornes et les aari,ati,ott's.

3. La formute (2) nous montre encore que toutos les fois We f(:r)
jouit d'une propriété do convexité déterminée (d'ordre 1n) le polynome
Pr(n; f ) aura la mêmo propriété. Nous supposons iei que la convexité
.et la polynornialité sont des cas particuliers de la non-concavité,

Nous exprimons cette propriété en disant que Ie polynome ed
lM, BnnrcsrnrN col1,ss.rue la classe de la fonction.

Une propriété démontrée dans notre travail cité (a) permet tl'éta-
;blir que

II eni,ste d,es ¡tolynomes cT'une classe dorutée dans (0, 7) cette

'cløsse contøtant un, notnbre fini d,e cond'i'tions de con'uenité ou con'
.cauité choisi,es arbi,trairement,

0n sait enfin que si la fonction f(*l est continuo dans (0, 1.) le

,,polynome Po(r; l) tend uniformément vers /(ø) dans tout I'intervalle

rpotfi n + oo (4)" Nous avons donc la" propriété suivanto :

+ çn-k) > 1

i:0
1'("-!-t) i: 

(t-t)n-k-'-'\ dt

(t) Voir loc. cit. (t) p. zo.
(c) S. Bnnnsrnrn Communications de la So¿. Mulh, de Karkow ser. 2,

t f S (iOl2) (Citation du livre de MM. Pór,vr et SzBcö ,Aufgaben und
Lehrsiítzer3 t, I. p. 230). Voir 'aussi S. tffrcnnr Arkiv för Mat. Astr. och,
Physik r, 20, (tszzl, p, t.

rÍ, - ¡i+

aiÊ i+k i+k-r i
n ' n t"'',rx

Un calcul simple nous donne

dP" n-l

i:0, 1, .. ., 'p,-lt, h:t, 2r...,l

n-
iAi(tn

i:0

L) *i1L-r','-r-tI

(2)

et en général

Nous avons
aolP"l < ¡0ff1.

Nous savons quo (2)

l+! ùt[PJ : Ao[Pr4]

donc

# : r'{t -'u' 
r, 
?*,, 

^,?rt) 
il (-r,¡,.*-,

' 1:0

¡*rP"r 
= ('- +)(^ - +) . (r - #).^un.

(t¡ Pour plus de détails voir notre Tbèse 
^9ø¡, 

qwelqwes prolrrí,êtés d,es

fonctions il,'%ne ow d,e d,ewæ uøriøbl,es ré,elles, Paris 1933.
(z) Voir loc. cit. (1), p. 45.
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Toute foncti,on, continue dans (0, 1) est la Limi'te d"une fite edl

gtolynomes conseruant l,es borneÈ, les uari,u"ti,ans et la classe d,ela fonc-
tíon, conuergeant uniformément dans tout l'interualle.

4. L'ordro de I'approximation par les polynomes p"(n;f) s'obtient
facilement. Désignons par or(ô) le modulo d''oseillation de la forrction

f (n) (5). Nous avons

Or dans I'intervalle i+r NOUS AYORS
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,doù

(3) t^ r(rt-p,(æ in t < 
ä1r,.,-, (+)l?)-u--',o-'!' s

så '(1, -il)(î).','-")n-' <

' (* äl.-ilg)"'(r-øY-i 
a 1)

1-- VTttlr: ä, Mzn+r < qffi '!t = 1,2,...

Si r¿ est pair (n > 2) on établit facilement que

Mz( *,*,f# =;+TV* = #
Ðonc quel que soit m

M,<-1-.
2Vn

'Faisant ò : + dans la formule (3) nous avons
Vn

t f @)-P"(æ; f) t < +, (#) dans (0, 1) (6)

L'approxirnation et en général effectivement de I'ordre de o

(o(ô) -

'l

n' n

Soit en effet la fonction f(n) :

'pourò=fet

ld'or)

i max. lf@)-Pz,+r(r;fll= å å-:

L

--fr2
. On a dans co cas or(ò):à

m)'1

)+*'

n

o)z
2)

1

(Ïr*' V2"
, n paip'

ix impair;.

On voit immédiatement que

n2 Mn -+
/

et
1t

(zn-L)' Mzo+t 2 (2n* l) 2 Mzn+ t

.(5) Pour les propriétés de ,r(ô) voir par ex. Cn. tle la Yl¿rnn Poussls¡

.Legons sur I'approximation des fonctisns d.'une variable réelle" p. 7. I

(o) Lo, démonstration donnée dans le livre cité de MM, Pólyl et Szncö
ne donne que

i f@)-P^(æ; fl I (' l-l-- ì + *4 .

\V nl 'tn
Si la fonction vérifie une condition de Lpscslrz ordinaire on a

| (æ)-P,(æ tfl I < I ^14 .'2 V;

M. Wrcnnt ne donne que l'approximation

q 3.-- I

iV ooLrl. arylz 
-ï;

(z) Nons avons supposé que la fonction est défrnie dans I'intervalle
(0, t) uniquement pour simplifier l'éxposé. On aurrait pu considérer des fonc-

ni+L

öii =l l'- ilT),,l'' ")n-' 
: M' :

1

2¡t


