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1. - Considérôns un polynome f(x)'dont le clegre est du moins
égal à" n-1.

Soit U (", , nr 1 . . , 1ír¡7; /(æ)) le détenninant dont la ligne géné-
rale est

7 æ¡ r?.,.ai-, f (cù

of posons Y(nt, frzs,,,rfrr): U(ør, frz¡,..rflni ffin-r) qui ost le dtá*
åerminant de VIN onn Mor'¡on des quantités t1 , t2 r, . ,1în.

Nous avons I'identité
l:n

(1) U (A:32, ,., , æn; f (n)): )(-t)*, u (*r, nr, ,.. , nt-t, üi*r ,,,.,¡îr) f (iù,
i:1

dont nous aulons besoin plus loin.
Considérons le quotient

frtr tr7...1fln;f(a)l:

Rappelons-nous'maintenant qu'on dit que le polynome f(r) est
conueæe d,'ord,re ("-2)(t) dans I'intervalle (ø, b) si pour tout groupe de,
n points distincts rt,rz,,,.ttn de cet intervalle on a I'inégalité

(2) l*r, rr¡,,..nn;f (r)l)0.

Pour que le polynomo f (o) soit convexe d'orclre (n-P) dans(a,,b);
il faut et iI suffit que /0¡-¡) (r) > 0 dans cet intervalle. L'inégalité (2)"
aura lieu pour tout systèmo do nr, point nom lous coniond,us,

1t¡ Voir: T, Popov¡cru nsur quelques propriétés des fonctions d'une ou de,
deux variables réelles'r Thèse paris 1gAB,
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2. - Soit maintenant P (c):(I-æp) (l-r/n) , . , (L-æ,in) un poly-

nome ayant tous ses zéros réels et considérons le développement

(s) tt, : So * srø * Szr2-* "'
0n sait que

sm - > *il i'; .. . "';
où la sommation est étendue pour toutes les valeurs entières non-
négatives de,i¡, iz,...,in telles quo i¡ *iz*... *dn : m.

En particulier si ø¡:fiz: .. . :frn:l on a

c-Ðñ- nrln-l
rn

tn*n-l
n-LI\

Décomposant en fractions simples le premier membre de (3) on a
,:n1:r

P(æ) ?-'
(-l¡"'iV,rt,'fiz, .. ., fii-r tt

n-lfií

U (q, nz, . . , , æn; f (s))
Y(ntrrzr..,,fin)

v frttfrZ¡..,¡frn L-nir)
et tenant compte de (1) nous trouvons

(4) S¡r:[øl ,ß2r.,,tfrnifrn+n-tf .

3. - Considérons l'équation d,e degré 2 yt

F(ø) - øoSr * ø1Srar z .,. &2p$2o¡¡z2P : 0, a2p)0 .
Si nous posons

9(r):sn**-, (øo -f- o,Øâ * ø2(nz)2 + ...+ a2¡,@z)zn)

nous avons d'après (4)

î (z) : l*r, *r 1, .. 1 fi¡ ; ç (r)l.
Si nous remflrquons que

ç(ntt(æ):(n-t)tæ*l(*,,ir'),,*(rÌ-i)"*z+-.+(n+n+zu-L)øzo@z¡nf
nous pouvons énoncer les propriétés suivantes:

Bi lc est pair et si, le pol,ynome

(5) *n*i,-L
n-L øtzt

est non-négatif, I,e polynome

I :2P

(6) 2 otS*+t zl
j:0

est positi,f tant qwe les røcines ût , üz 2 , . , 7 fi¡1 ne sont gtøs towtes égøles,

llathomatica x I
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si, k est impøi,r et st, le ltolynome (5) esú non-négøtif le polynorne

(6) esú posi,ti,f tant qwe l,es ra,ci,nes fit,fiz 1" ' ¡fi¡2 sont mom-négøti'ues et

mon toutes égøl'es.

4. - LacuERRE a démontré la proposition suivante:

Si l'éqwa,ti,on P (n)-o a toutes ses røcümes réelles le polynome

2n)

) s,,,
l:0

est posi,tif.- 
supposons toujours que Ie théolème de Llcurnnn soit vrai quand

tous les 
- 

"éro, 
du polynome P (r) sont égaux. En d'autres termes le
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'Mr est,done une valeur rnoyenne.'si 
e\

,þ:1, or: O¡!**^,l. '¿-1 )

1:0, 1, 2

fle polynome.(5) est non-négatif, donc en supposant les ø¡ non-négatifs
fnous avons aussl

polynome

., Qo,o:

est positif pour cr entier ¡ 0.

2rto)o

ø¡1 | 2ø¡¡1 n * on+z æ2 >0
quel que soit ./c et l'égalité n'étant possible que si tous les ø, sont
,'identiques.

Nous avons donc
.ofur ( ak.ak+z

eo:1, k:0rL,,2r.,.
net on peut dlors ,énoncer la ,propriété suivante :

Si, lss M sont non-négati,fs on ø la su'i,te il'i,négal,ités

MrSMz<...(Mm<...
.i'égali,té entre il;eun termes consécuti;fs ne pouuønt auoi,r liew gwe sí Ins '

.rM sont .tows id,enti.gwes.

Considérons le polynome plus général

Qn,þ:å t
n)

''lJ

ø+ 3+
q,

qt , ø.ß entiers)0.

La rélation de récurrence

Qo,É - Qn,P't {- Qo'r ,P 
j

ot le fait Quo Qo,p est intlépendant de p (Qi.,-p: I+2+22+ "'*zzp')
nous montrent qúd le ltolynowe Qo,p est positi'f, I

Faisant donc ø¡ :az: "'-qzp:1 dans (Ú) 
'nous 

détlqisols les

propriétés suivantes:
Si lc est pøir l,e YtolYnorne

2p

) so¡' ''j:0

est certaitnemcnt posi'tif, tgnt qwe l,es ra,cimes frttfrzr,"¡tn me sont pas

toutes égøles.

Bl k est i,m,yta,i,r, l,e trtolynome (l), u! certø'i'nememt posi'ti'f tant qwe

les røcímes fr¡ sont non-néga,ti,ues et nar¿: towtes égales'

5. - Posons
S,na^: 

T,t'nTÇ]i-'
Im_l )

''m
lt^:Yt .

1t¡ Voir L¡err'rnnp ,Oeuvres' t. I' pag. 111.


