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THEORIE DES FONCTIONS. — Sur un probléme de maximum de Stieltjes.
Note de M. Tsizre Poroviciv.

L. Hypothéses faites surla fonction f(x). — f(2)est une fonction réelle,
définie et uniforme sur ’ensemble E formé p:.';n;' m intervalles finis et fermés
(aiy ;) , ai.<_'.\bl-(z'=x, vovy My bfay (i=1, -.., m—1) de l'axe réel.
Nous dirons que f(z) est une [onction (C) si, dans chaque intervalle
(a, b;) : 1° elle est non-négative dans l'intervalle ouvert, mais il y a des
points aussi voisins que 1'on veut de «; et de b; ot la fonction est positive;
2° elle est continue en «; et en b;; 3° f(a;) = f(b;)= o3 4° elle est exponen-
tiellement concave dans tout l'intervalle. Cette derniére propriété signifie
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que

S (22) = i) Yo == f (g ) B (S &) << Fa T=hi);

donc que log /(@) est concave.

2. Hypotheses faites sur les points ;. — Nous dirons que les n points 2,
X3y ..., @, de l'axe réel ont une distribution donnée [ £,, &, ..., k,] si,
parmi ces points, il y en a k; dans U'intervalle (a;, b;)(i=1, ..., m). On

a kizo, ky—+ kys+. ..+ k,=n. Nous dirons que deux distributions diffé-
rentes [Rrske . s B A el k] de n points x, < 2, <. .. < @z,
(dont aucun ne coincide avec un a; ou un b;) et &), ,, ..., &, respeclive-
ment, sont consécutives si on peut choisir les points #; de maniére que
’on ait

o < B e e < g ou @ el M AL el et g

Nous dirons aussi que deux distributions P R T I T T e
de n points @, < B3< . . < T8l dep—1x points ¥y, ¥a, ..., Yu_, T€SpPEC-
tivement, sont consécutives si on peut choisir les points y, de maniére que
Boniaitiey = v mi< v ¥an i

3. Position du probléme, — La fonetion /() étant une fonction (C) et
les points #; ayant une distribution donnée, nous avons étudié le maximum
de I'expression

1,2 gy R

D(21y @1y oy i Y= (@) [ @)y on fl2a) [] (21— 2.

>/
4. Résultats. — Dans ces conditions, nous avons lrouvé que :
L Dz, @, ...,2,; /) a un maximum atieint pour au moins un systeme

de poinis x;.

L. Ce mazimum est atteint pour un seul sysiéme de n points, distincts et
différents des points a; et b;. Nous désignons parif, o basal ot B tles
points pour lesquels le maximum est atteint. Nous dirons que c’est le
systéme maximisant de notre probléme.’

UL. La correspondance enire une fonction (C) et son systéme maximisant
est contvnue. Done, & toul € > o, correspond un v > o tel que si g(x) est
une autre fonction (C) vérifiant | f — g | < v sur E, on ait

[y —E = =Ty,

£, étant le systéme maximisant de g(x)correspondant au méme probléme.

]

.
v

e
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IV. Les systémes maximisants £, ;, &, correspondant, pour la méme fonc-
tion f(x), a deux distributions consécutives de n points, se séparent. On a
donc

- ' = - -t o o r P
E,n,,[ < = < Cna - e Cn.n = Cn,n ou &:_l,,l < Fnq < Cn,2 = Zan << E“,”'

V. Les systémes maximisants &t E,,,,,icorreq)ondanl, pour la méme fonc-
tion f(x), a deux distributions consécutives de n et de n — 1 points, se séparent.

On a done
é_.ff‘[ = :‘_nw|.| <E_.'!,2 < “ -<Euf|,ufw <E,rz ne

On peut dire que deux systémes maximisants de n points ou bien de n
el »—1 points se séparent toujours, & moins que celle séparation ne soit
visiblement impossible.

5. Le probléme de Stieltjes. — Le cas particulier

T
Jz)— I I | 2 — a,|% | & — b, |Fi (o, p; posilils)
=1

a été examiné par Th. Stieltjes, qui a obtenu les propriétés I et II d'une

n

autre maniére (') Dans ce cas, le polynome P (@) = H (@ — &, ) vérifieune
i=|

équation différentielle linéaire de la forme

will T e Fodans Llr’(i) o
J +<Zm—n‘; e ) ¥ e (Z—a)(Z —b).. (z—am) (2 —bm)?

=1

Y () étant un certain polynome de degré 2m — 2.

Nous avons obtenu les propriétés IV et V en montrant qu'il suffit de
faire la démonstration pour ce cas particulier et méme seulement pour
certaines valeurs particuliéres des constantes g; et p,.

La propriété IV est une généralisation, trés étendue, de certains résul-
tats de F. Klein (*) et II. B. van Vleck (*). La propriété V se rattache,
pour m =1, a la théorie des polynomes de Jacobi (*).

(') Acta Maihematica, 6, 1885, p. 321.

(*) Mathematische Annalen, 18, 1881, p. 237.

(%) Bulletin of the Amer. Math. Soc., 2° série, I, 1898, p. 426.
(") Ta. J. StigLraes, Comptes rendus, 100, 1885, p. 620.



