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On voit ainsi, par la considération des points To , I'interprétation
de la cubique donnant les tangentos de D.rnsoux et de Sncns.

Bo &: -L, b:Brtl2z[t, e = gz,Jz)u 
-42,1,t, OD: z- kæy-0,

Da = Z- ùnort :0¡
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NOTES SUR T,,DS N'ONCTIONS CONVÐXES
D'ORDRE SUPÉRTEUR (rr)

La droite Da décrit le cône z(F7.F4 -'2Få) - FåFa et le lieu du point

T¿ dans lo plan tangent est la courbo $Ff-F2F¿:3FzFa ayant lo point

O multiplo clo 5-o ordro avec les tangentes Fz=O, Fs:O. Quantl lo
point à Ta ost à I'infini, on a5z{t2-32[ z[\ --Q, la section normale corros-

pondanto est alors parabolique. Donc, parmi les sections normales relati-
vog àun mêmo point, lo nombro des ssctionsparaboliques est 6, 4,2ou0,
Ces sectiones divisent le plan tangent en autant do régions distinctes
quo I'équation en tgö a døs racines inégales; les sections normales
appartenant à uno mêmo région sont de mêmo gonre' olliptiques ou

hyperboliques, et les sections qui appartiennent à doux régions conti-
guôs sont do gonro tlifÏérent.

par

TÍberiu Popoviciu
à Cernäuli.

Reçu le I Juin 1936.

Sur les fonctions univalentes et les tonctions multivalentes
d'une variable réelle.

1. Soit /(ø) une fonction réelle, définie ot uniforme dans I'inter-
vallo fini et ouvert (a, b), ø 1 b. Nous supposons donc que f(n) a

une valeur fìnie et bion déterminés en tout point de (ø, b) sauf aux

extrónités ou ello n'ost pas tléflnio. La monotonie d'uno tolle fonction

sora entonduo au sens strict. Il s'agira done de fonctions croissantes

où décroissantos. Do même, dans la suite, la convoxité et la concavité

ne d.evront pas êtro confondues avoc la non'concavité et la uon'cor¡'
voxité respectivement.

La fonction f(*) a en chaque point un maximum (ou borno supé-

rieure) NI(f,;ø) et un minimum (ou borno inférieure) rn(f ;n). Le nom-
bre M(/; ø) ost la limite du maximum dø f(rl dans un intorvallo eontonant

le point ø quand eet intervalle tend vers le point ø. Lo nombro m(f;n)
a uno définition analogue. Lo nombre M(f ; ø) peut devenir égal à * æ et

lo nombre m(f;n) peut devenir égal à - oo etcosdeux circonstanceõ peu-

vent aussi se présenter on môme temps,Onatoujours m(l;ø> -=f(n)S< M(f ; n).
Nous allons attacher à la fonction flø) une autre fonction F(ø)

qui prenrl au point ø toutes les valeurs comprisos entro m(/;ø) et
Iil(f;ul, ces extrémités inclues si olles sont finies. Si M(/;ø)=f eo la
fonction f(ø) prend, au point ø, toutes les valeurs plus grandes qu'un

certain nombre fixe et il y a uno propriété analogue sin(f;ø):-*.
Lorsquo M(l;ø)-+ ø ol m(f iæ): --@ en mêms tomps,la fonction
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F(ø) prend toutes les valeurs possibles au point r. La fonelion F(ø)
est on général multiforme. Pour que f(n) soit continuo il faut et il
suffit que la fonction attachée F(ø) soit uniforme, les fonctions f(n)
et F(ø) coTncident alors partout.

2. La fonction f(n\ esf univalento si olle ne prentl qu'une saule
fois ehacune de ses valeurs, et cette notion d'univalenee peut évidem-
ment s'étendre aussi aux fonctions multiformes, Uno fonction continuo
et univalento est nécessairemont monotone mais I'univalence seule no

suffìt pas pour affirmer que la fonction est monotone (t¡.
Nous nous proposons de démontrer la propriété suivante :

I. Pour qwe la lonction f(n) soi,t rnonotone il faut et i'l suffit que

la foncti,on F(n\, øtttehée òr, f(r), soi,t wniualente,

La condition est évidemment néeessaire et il reste à montrer
qu'ollo est aussi suffisante. Nous Ia tlémontrerons aux Nos. suivants"

3. Supposons donc que F(ø) soit univalente. 0n voit facilennent
qu'alors en tout point ø los nombres M(l i n), m(f ; ø) sont finis. N{ar-
quons Ies points a, ú sur I'axo réel et prenons un point n dø (a, b').

f igurons les points représentatifs des valeurs rn(f ;r)e|M(f;n). Soit AA'
la vorticale qui contiont les vâleurs de tr(ø) au point ø (z). Figurons aussi

les droites BB', CC' parallèles à I'axe réel et passant par les points
roprésentatifs des 

'valeurs 
rn(f ; r), M(f ; r). Le plan est ainsi décom-

posé en plusieurs régions. Il y a d'abord la banrle comprise entre BB',
CC' y compris les bords. Ensuite quatre eadrans CM(f ; ø)A', A'M(f ; ø)C',
B'tn(t; n)Þr,, Am(f ;ø)B numérotés respectivement par (I), (lD, (IIr), GV).
Les seules valeurs prises par la fonetion F(ø) dans la bande sont sur
le segment rn(f ;n\M(f ;r). La bando BB', CC' peutd'ailleursseréduire
à une seule droite parallèlo à I'axo réel. La propriété I sera démon-
trée sí nous établissons la façon dont les valeurs de la fonction F(ø),
prises on dehors du point ø, se distribuent dans les earlrans (I)-(IV).

4. \; Lee aa,leurs príses à, gauehe de n sont ou bien toutes døns
le cad,ran (II) ou b'i,en toutes d,ams le cad,ran (ÍII).

(1) Par exemple Ia fonction

011 n =L

-!\
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La démonstration sst très simple. Supposons le contraire. Il est
clair qu'en tout point à gauche de ø les valeurs de F(ø) sont toutes
dans l'un des eadrans (ll), (ilI), Soíent maintenant *1 at n2 deux points
à gaucho do ø tels que les valeurs F(ø¡) soient toutes dans (II) et les
valeurs F(ø2) toutes dans (III). Désignons par J1 I'intervallo (n1, n2\ et
prenons son milieu fr'4. Prenons comme intervalle 'Jz (q , r'4) oa
(n'1, n2\ tel qu'aux extrémités les valeurs soiont dans des cadrans
diftérents. Répétant lo procédé on construit une suite d'intervalles
Jr , Jz ,.. ,rJ^ , ,, . tsls qus checun ost la moitié du précédent et
qu'aux oxtrémités los valours de F(ø) sont totrjours dans des cadrans
différents. Les intervalles J. tendent, porfi nx * æ, vors un pointlimite
€. Il en résulte immédiatemont que M(/; 6 > M(/ ; r'¡ øt n(f ; €)< m(Í; n),

ce qui ost manifestemont on contradiction avec l'univalonce de F(ø).

On démontro de la même manière que :

I¡, Lqs ual,eurs gtri,ses ù, d,roite de n sont ow bien toutes d,ans le
cad,røn (I') ow bí,en toutes dans le cød,røn (IY),

Enfin, pour précissr la distribution ds toutes les valeurs Ce F(ø),

nous démontrerons la propriété suivanto :

I¡¡. Les aa,leurs pr,i,ses en dehors d,w poi,nt r sont ou bien towtes

d,o,ns l,es cad,ra,ns (I) e¿ (Iil) ow bien toutes d,ans les cadrøns (II) ¿ú (IV).
Il suffira de démontrer, par exemple, quo les valeurs ne peuvent

pas être toutes dans les cadrans (I) et (II). Supposons lo contraire et
soit F(øe) une 'valeur priso en un point øs à gauche de ø. En verlu
de la définition de M(/; ø) et des propriétés déjà démontrées, toutes

les valours prisos par F(ø) à droite de ø doivent être plus petites que

F(ø6). D'autre part, toujours en vertu de la définition de M(f ;n),la
fonction F(ø) prencl à gauche do ø des valours aussi près que I'on
veut de M(f ;x), Il on résultorait donc que la valeur IvI(/;ø) est priso

en tout point à droite de ø ce qui est impossible.
De ce gus nous avons démontré il est facile de déduire que /(ø)

est croissante ou décroissante. la propriété I ost donc complètement
établio.

õ. Quoique la fonction l(n), n'esi pas définie aux points ø eI b
on pout prolonger la fonction F(ø), attachée à f(æ), sur ces points
les nombres M(l;a), m(f ;a\ ot M(l;Ó), rn(Í;b) étant définis. 0n peut

alors voir faciloment que si la fonction F(ø) ainsi prolongée est uni-
valente, elle est nécessairement bornée. Il est aisé d'en déduire Ia pro-
priété suivanto:

l'. Pou,r qwe la lonction f(ø) soi,t monotone est bornée i,l fau,t et i,t
sw/fit que l,ø focteti,on q,ttq,chée F(r), prolongée sur les entrémités ø et b,

eoùt wndaøtrente.

f(æ)

I

I
t

æ

I
1æ2

2
est bien univalente mais n'est pas monotone.

(z) Le lecteur est?prié de faire la figure.
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. 6. Pasgons maintenant à l'étude des fonctions convexes ou con-
eaves d'ordte n(n > 1).Nous supposons qu'on eonnaisse les principales
propriétés et les notations que nous avons omployé dans cetto théorie (s).

Disons d'abord ce guo nous entendons par fonction (uniformo ou mul-
tiforme) multivalonte d'ordre n+1. Une telle fonction prond au plus

n*l fois la même valeur qu'un polynome do degré æ (plus exactement
de degré au plus égal a m) et ceci quel que soit le polynome consi-
déré. La multivalonce a donc ici un sens différont eomme d'habitudo.

Supposons 
-que la fonction /(ø) soit continue et multivalento

d'ordre ø¡{.. Soionl q 1 nz I ,,. { nn+tn*4. points dans (ø' ó)

et P(ør ¡ frz¡,,. t frn*r;f ln) le polynome le LÀanlncn pronant les va-

leurs f(ø¡) aux point u, La différence l(n)-P(q ¡ tz, , , . ¡rn+tif ln)
est différonto do zéro et garde lo même signe dans chacun des inter-
valles ouveús (ar'n1\, (qr nz)

intervalles consécutifs cette clifférenee prentl dos valours de signes eon-

trairos. Supposons en effet que les valeurs dans (ø¡ , r¡+t), (nt+t,, æt+r\

(t:6:d, frn!2:b\ soient de même signo. Prenons alors un point ø'

dans I'intorvalle (*,, *,+^) of considérons le polynomo de Llcnlrvon
P(q, ø2t,..¡ frt, fr', fii+z¡..t fin*t;flr), L'équation

P(q, n2r, .,, fin+tiflt):P(q, frz r,.. rfrtt ü'rfit¡zr..,, n¡¡¡¡if ln)

n'est pas idontiquement vérifiée et est de degré n, ElIe a les racines

fr1, frzr...)$tt üt+2,..., frn14 ¡ donc aucun autre racine. Compte

tenant de la continuité on en déduit faeilement que, si ø' est suffisam-

ment près d,e nryr, il existe au moins un point ø" dans (q+t, n+z)
tel que

t(n"):P(q, frz, .,, ¡ frtrfr', fr42, . . . r u¡41 ;f \fr")'

ce qui est en eontratliction avec la propriété de multivalence.
Considérons n+3 points nt1q1.. .<

rences f(r)-P(n1, ß2,.. .,nn*l;f lr), f(n)-P(n2¡t3,... tfrn*Z;f lø)
pronont alors des valeurs cle mêmes signes au point frn*3 . On Ie voit
facilement en remarquant, par exemple, que le second polynome de

Lrcnlrvcn se détluit du premier par une déformation çontique. Si main-
tenant nous eonsidérons m > n * 2 points

(1) h 1rz 1. . ,1n-
on voit quo les différoncos divésées d'ordre æ*1

ln, < üt+tt,,,, r+n+t;fl, í,:tr 2r..,,rn-n-l
(e) Voir Trsnnru Popovrcru, ,Bur quel,ques ytropriétés des fonctions il,'wne

et de deun uari,abl,es rëel,lesu. Mathematica t. Vlll, p. 1-86.

e_

i¡otvirro¡vs Cowvøxns o;onbnø supÊmitua ¿ Z5t

sont toutes différentes do zéro'et do mêmo signe. Toute tlifférence
diviséo priso sur n!2 poinl quelconque de la suite (1) sera différente
de zéro et aura lo mêmo signe. Enfin deux différences diviséos quol-
conques !ur', *z, . .. , un+zifl , Ifr't, fr'2 , ,., , fi'n*zl sont différontes
de zéro ot ont Ie même signe. Il suffit sn effet de ranger tous los points
frt, fi't en une sujto (1). Nous pouvons donc énoncer Ia proþriété
suivanto :

U. Si l,a Jonction f(r) est continue et mul,tiual,ente il'ordre ntt,
elle est nécessaírement clw)efre ou conca,ae d,'ord,re n,

?. La multivalenee d'ordro n1.L ne suffit par pour affirmor la
convexité ou la concavité d'ordre ø (a). Nous démontrerons la propriété
suivante :

III. Pour que la lonction f(æ) soí,t conaene ou concu,ae d,'ordre
n i,l, faut, et il, su,ffit que la fonctíon F(n), attachée d f(*) soì,t multi,-
ualented,'orilren+7,

La condition est évidemment nécossaire. Il resto à montrer qu'ello
est aussi suffisante.

8. Je dis d'abord que:
S'¿ F(æ) est mul,ti,ual,ente d,'ordre n*I el,l,e est bornée en tout

poí,nt ile (ø, b).
Supposons, par oxemple, qu'on un point s, M(f ; n): * æ. Il existe

alors nécessairgment une suite de points frtrûz¡.,.¡tmr... do (ø,b)
tondant vors ø ot uno suite de valeurs F(ø¡), F(ø2), .. ., F(ør), .. .,
prisos en ces points¡et tendant vsrs * æ ; î(r.) -+ + æ pow rn-+Ø.
Soit P(ø) le polynome do Lrcnrucn prenant los valeurs F(ø¡), F(ø2), ...

.,. , F(øn), F(ur) (m ) n\ aux points frt, ûz frn t fi-. On voit
facilomont quor pour ¿ø suffisamment grand, il oxisto une valeur F(ø)
au point ø tolle que F(ø):p1¿). Ceci résulte do la continuité d'un

({) Le fonction

f(tl:
,"2

2

4øz- 12æ * L

I

O {æ:=L

I.*.t
êSt bien bivalente mais n'est pas convete ou concave d'ordre l. Cette fonc'

tion est même discontinue au point ! . lt est facile de construire un exem''2
ple pour tl quelconciue"
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polynome et est en contradiction avec la propriété do

d'ordro n*1.

9. Passons à la démonstration de la propriété III et supposons
donc que F(ø) soit multivalente d'ordre r¿*4. Considérons encore øfl
points q1lrz...<
minées F(n1), F(n2),. . .,F(r,+,') de la fonction F(ø) en cos points.
Soit P(ø) lo polynome de Llcnancn prenant les valeur F(ø¡) aux points
ø¿. Nous avons la propriété suivante : I

Ilh. La d,ifférence F(n)-P(r) est d,ifférente i!,e zéro et prend, cles

ualeurs de même signe d,ans chacun des interualles ouuerts (a, ær),

(q , nz),. .,,|(nr+t , b),

Autrement dit, les valeurs de la fonction F(ø) restent, dans cha-
que intervalle'(øi, fr¡+ù (ro=r,t, ûnl2=b), du même coté du polynome
P(ø). La démonstration so fait exactement comme pour la propriété Ir.

Si on fait prendre à F(ø¿) toutes les valeurs comprises ontre
m(f ;nt), M(f ;n,t) e! pour chaquo point æ¡, on obtier¡t une famillo do
polynomes P("). Cette famille à uno fonction limite supérieuro dr(ø)
et uno fonc[ion limite inférieuro d2(ø).Tout point situé dans la bande for-
méo par les fonctions ót(Ð, éz(r) jouit do la propriété qu'il oxiste un
polynome do la famille passant par co point, 0n peut donc remarquor
que les valeurs do F(ø) prisos en dehors des points úâ¡ sont toutes
oxtérieures à la bande compris entro {¡(ø) et $2(ø),

Démontrons maintenant la propriété suivant :

IIIu . Iø d,ifférence F(n)-P(n) est d,e sì,gne contraire d,øns deux
i,nteruall,es consécutr,fs (u, n¡¡), (ø¡11 , r,¡¡2\.

Supposons le contraire donc que, par exemple, F(ø) ) P(ø) dans

ces intervalles. Pour F(ø¡-.¡) prenons la valeur M(l; ø,+t). Soit ø' un
point dans (frt, fri+t) ot F(ø') uno des valeurs prises en ce point. Cons-
truisons le polynomo de L¡.cn¡xcn Q(ø) prenant les valeurs F(øa),

F(*r) ,. . . , F(r,), F(ø'), F(øi¡z), .. . , F(r"+r) aux points correspondants.
La différenco P(ø)-Q(n) es| un polynome de degré n qui s'annulo
potal'"t:-frt, frzr,.,,frt, fi¡+z¡,,,,¡frnIl , donc on aucunautrepoint de
(a, b). La propriété résulte alors exactoment comme Ia propriété Iur.

L0. Pour achover la démonstration il nous rosto oncoro à mon-
trer Que:

Illtt, La fonctí,on F(ø) est utti,¡orme en tout potnt,
Gardons les notations précédentes. Il suffit do démontrer que I'on

a M(f ; u):m(f i ryl, Pour faire la démonstrations supposons quo

FO,IVC?IONS CONVEXES D'ORDRE SUPERII'UN n3

M(f ;rù > nx(f ; ø¡). Pour fixer los idées, supposons que F(r) > P(æ) a,

gauche dø q;on a alors F(ø) ( P(ø) dans I'intervallo (rr, *z), Prenons

F(ø1)=rn(f;rù et laissons fixes les points frs, fr4,,..,¡fin+t ainsi que

les valours F(ø3), F(øa) ,..., F(øna¡). En vertu de la définition de

M(/;øt) on peut prendre porfi ïz succesivement les termes d'une suite
de points fr'r, fi'J, . .. , ft91',,.. . tendant vors 14 et tels que les valeurs

correspondantes tr'(ø[n/)tendent vers M(/;ø¿) pour rn-> Ø. Désignons
par P'(ø) le polynomo déduit de P(ø) en remplaçanr n2 et F(ø2) par

r9) e¡ F@t;'t) respectivement. Si ø6 est un point à gauche de ø1 nous

avons 
F(øù ( P,(øo).

IVIais

P^(rù -> - oo pout r/t, + @

'et on arrive donc à une impossibilité. Ici nous tenons compte d'unepro-
priété simple qui résulte de la continuité d'un polynome (s). Il faut donc
bien que I'on ait NL(f ;r):m(l;øt) ce qui démontro lapropriété IIIII.

II résulte donc que:
IIIrv. S¿ la fonction F(ø), attachée d' f(n), est multiual,ente d,'or'

d,re n* 1., l,a fonction f(n) est continue.
La propriété III résulte alors do la propriété II.

11. Exactemont commo au No. 9 nous pouvonc encoro énoncer

la propriété suivante:
llL'. Pou,r que Ia fonction, f(r) soít bornée et conueïe oü con-

caue d,'ord.,re n it, faut et il, suffit que lø fonctíon attachée F(t'¡,pro-
longée sur les entrérnités a et b, soit multiualente d,'ordre n*7.

is¡. On peut faire la démonstraiion en utilisant Ia formule d 'interpola-
tion de LlcneNcn.

muttivfence
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polynome ot est en contradiction avec la propriété do ,noltiofencê
d'ordro r¿*1.

9. Passons à la démonstration de la propriété Iil ot supposons
donc que F(ø) soit multivalente d'ordre r¿*i. considérons encoro øfl
points q1læ2...<
minées F(nl, F(n), . . . , F(øn+l) de la fonction F(ø) en cos points.
soit P(ø) le polynome de L¡.cnarvcn prenant les valeur F(ø¡) aux poirits
ø¿. Nous avons la propriété suivante : fi

Ilh. La F(r)-P(n) est d,ifférente d,e zéro et prend, cles
ualeurs de m d,ans chacun des interualtres ouueris (a, ær),
(ût, fr2)r..,r:.

Autrement dit, los valeurs de la fonction F(ø) restent, dans cha-
que intervalle (ø¿, ø4ù (us=ct¡ fr11¡2=b), du mêmo coté du polynome
P(ø). La démonstration so fait oxactemont comme pour ra propriété Ir.

si on fait prendre à F(ø¡) toutes les valeurs comprises ontre
m(f ;n), M(f ;n,t) e[ pour chaque point u¡, on obtient une famille do
polynomes P(r). cotte famille à une fonction ljmite supérieuro ór(ø)
et une fonction limite inférioure {2(ø). Tout point situé dans la bande for-
mée par les fonctions þt(n), {2(ø) iouit do la propriété qu'il oxiste un
polynomo do la famille passant par co point, 0n peut donc remarquer
que les valeurs do F(ø) prises on dohors cles points ari sont toutes
oxtérioures à la bande compris entro g¡(æ) et g2(n).

Démontrons maintenant la propriété suivant:
llJll, La d,ifférence F(ø)-P(r) est d,e si,gne contrai,re d,ans d,eux

interaalles consécutifs (ø, n¡¡n), (fr¡¡1 , r42\.
Supposons le contraire donc que, par exemple, F(ø) ) p(æ) dans

ces intervalles. Pour F(ø¿4¡) prenons la valeur M(l; ø,+,). Soit ø' un
point dans (u, n¡¡1) et F(ø') une des valeurs prisosen co point.Cons-
truisons le polynome de L¡,cn¡ucn Q(ø) pronant les valeurs F(øa),
F(ør) ,.. . , F(ø¡), F(ø'), F(ø¡az), .., , F(ø,+r) aux points correspondants.
La différence P(ø)-Q(ø) est un polynomo de degré n qui s,annulo
p0ut Ø:frt ¡ frz, ,. . tfrt, fr¡+zt.,,tØnIl , donc en aucun autrepOint dO
(at b), La propriété résulto alors exactement comme la propriété Iur .

1.0. Pour achever la démonstration il nous roste encoro à mon-
trer {ue:

Illw, La fonctíon T(ø) est uní¡orme en tout Ttoint.
Gardons los notations précédentos. Il suffit ds démontrer que l'on

a M(f ; æ):m(f ; r7), Pour faire la démonstrations supposons quo

FO]VC?IONS CONVEXES D'ORDRE SUPÉRTEUR y33

M(f ; xt) > m(f ; ø¡), Pour fixer les idées, supposons que F(ø) > P(r) a

gauche dø qlonaalors tr(ø) ( P(ø) dans I'intervalle (*n,*r), Prenons

F(ø,): m,(f ; rù et laissons fixes les points frs, fr4t,..¡fin*t ainsi que

les valeurs F(ns), F(h)
M(f ;ør) on peut prendre povr !r2 succesivement les termes d'une suite

de points fr'r, fi'Jr...,r9\'r,.' tondant vers ff.¡ et tels quolesvaleurs

correspondantes F(ø[n',r ) tendent vers M(/; ø4) pour rn -, Ø. Désignons

par P'(ø) le polynome détluit de P(ø) en remplaçanl 12 et F(ø2) par

nP) øt F@r;n¡ respectivement. Si ø6 est un point à gauche de ø1 nous

avons 
F(øo) ( po,(øo).

NIais
P^(ro) + - co povr r,n + Ø

ot on arrive donc à une. impossibilité. Ici nous tenons compte d'une pro-

priété simple qui résulte de la continuité d'un polynome (s). Il faut donc

bion que l,on ait \tl(f ;rt)=m(Í;nù ce qui démontro lapropriété IIInr.
Il résulte donc que:
IIIrv. Si la fonction F(n), attachée à f(ø), est rnultiual,ente d"or-

d,re n* 7, la fonction f(rr) est contì'nue.
La propriété III résulte alors de la propriété II.

11. Exactemont commo au No. I nous pouvons encore énoncer

la propriété suivante :

IIL', Pou,r que la fonction, f(r) soít bornée et conuere ou con-

caue d,'ord,re n iI faut et it suffit que la fonctíon attachée F(æ),pro-

I,ongée sur les entrérnités a et b, soit multiualente d,'ordre n*1.

1s¡. On peut faire la démonstration en utilisant la formule d'interpola-
tion de Llcnlncu.


