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Sur une généralisation de la notion de convexité
d’ordre supérieur.

1. — Soit
(1) ' fO(':L)J f1(x);""f"(x))--°
une suite finie ou infinie de fonections réelles, uniformes et définies
dans lintervalle fini et fermé (a, D).

Nous appellerons combinaison linéaire d’ordre n une expression
de la forme ;

cofo(®)teif i)+ . o« +eafnl®)
ol les ¢; sont des constantes (pouvant étre aussi nulles).

Nous dirons que les fonctions (1) forment ume base lorsqu’une
combinaison linéaire d’ordre n est déterminée complétement par ses
valeurs en n-1 points distincts et ceci quels que soient » etlesn-1 -
points considérés.

Posons

fom)  files) o « o Fal®)
(Q) V(fo: ftaeessifn )': fo(xz). 7.01(502) o o s .fn(.xz?

Zyy Tayeosy@pta

fol@nt1) fal@ntr) « o « fu(@nt1)
Pour que les fonctions (1) forment une base il faut et il suffit

‘qu’on ait V(f'o’ fiseeesfn ) == 0 pour tous les groupes de n--1
Byy W2 g000s Lntq
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points distincts x4, #3,...,%n4q de [lintervalle (a, b) et pour
n=0, 1, 2,....
En particulier, les fonetions
3) h=1, fi=2 fi'=a4...,fa=a"...

forment une base. Dans ce cas le déterminant (2) devient

10y A, vy 26 ) :

= V@, #,...,%

Lyy LayeoeyBngy (.“ 2 ¢ ”+1)
et n'est autre que le déterminant de Van Der MonoE des quantités
Xy, X2y.00, Ty« La base (3) est d’ailleurs la plus simple qu'on peut
considérer (1).

Nous dirons encore que les fonctions (1) forment un systdme de

TcuenycHEF, ou: bien un systéme (T) si, en particulier, on a (2).

(4) | (fO’fla'~ ,fn )>0, 2y < 2y < oo < Lty

iy Toye.ey Tngy

Lorsque les fonctions (1) sont continues, le déterminant (2) ne

peut changer de signe sans s'annuler. Nous pouvons donc dire que

si les fonctions (1) sont continues et si elles forment une base, elles
forment aussi un systéme (T), en changeant éventuellement le signe
de certaines de:ces fonctions (3).

() D'une suite (1) on peut en: déduire une infinité d’autres

(“) ¢0(w)) ‘l’l(w) ye e P (w) e

ot ¢,(x) est une combinaison linéaire d’ordre #, cet ordre étant effectif, c’est-a-
dire que le coefficient ¢, 5= 0. Si les: fonctions (1) forment une base il en
est' de méme pour les fonctions (&) et réciproquement,- Nous pouvons regar-
der toutes ces suites. comme équivalentes,
4 (3) L’essentiel dans cette définition est que le déterminani (4) ne s’an-
nule pas et ne change pas de signe pour un n donné, Si une suile (1) vérifie
cette propriété on peut en déduire un sysiéme (T) d'aprés la définition du
texte, en changeant éventuellement le signe de certaines de ces fonctions.
De tels changements de signes sont sans imporiance pour nous,

(8). Cette propriété peut ne pas étre vraie si lés fonctions (1) ne sont
pas -continues, Par ex, les fonctions

1
1, 0=e=-

fo(x) = t fi(x)=

forment une base mais non pas un systéme (T).

— e ——
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Par exemple les fonctions (3) forment un systéme (T), qui est
d’ailleurs le plus important.
Dans la suite nous considérons uniquement des ‘systémes (T).

2. — Considérons une fonction f(x) définie sur un ensemble E
dont les points font partie de l'intervalle (a, b). Désignons par
P (fo ’ fl ;-'-77(ﬂ

x"i) x2""ax’l+l
prend les valeurs f(x;) aux points «

Nous dirons que f(x) est mon- concave, convexe, polyno-
miale, non-convexe ou concave d’ordre n par rapport aux fonc-
tions fo, f1,...,fs suivant que P'une des inégalités

f;x) la combinaison linéaire d’ordre n qui

®) f(wn+z)'—P(f°’f"""f" ‘f;oc,.+z)2,>,=,‘s ou <0

By, By ooy [ty
Z < 0y <o < gy < Pnda

est vérifiée sur tout I’ensemble E.

Nous dirons aussi qu'uns telle fonction est d’ordre n par rapport
aux fonctions fo, f1,...,fa. Clest donc une fonetion pour laquelle
le premier membre de la relation (5) ne change pas de signe sur I’en-
semble E. Dans la suite nous supprimons les mots ,par rapport aux
fonetions . . . chaque fois que ceci ne donne pas des confusions.

La définition précédente est une définition géométrique, mais on
peut la transformer dans une autre analytique qui mettra mieux en
évidence la symétrie de I'inégalité (5) par rapport aux points #;.

On peut écrire

oot le | fia)=

fol@y) fil@) o o fal@)  flay)
1 fo(#2) fim) o o v fu(a) f(=2)

(f()sfi,-..;fn)..'.. T S Sy AR TN
Xyy 2,000, Lot fﬂ(xﬂ+l) fl(mﬂ-l-l)' . 'fﬂ(xn+1) f(xﬂ-H)

fo@) @) .. faw) 0

La condition (5);, compte tenant de (4), devient

(©) yffor frece ot Tl = s, iy g

Lyy XTay o oery Tpef2

ry < @y, <...< HYES| '<‘.’l7n+2.
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Remarquons que la condition (6) peut encore s’écrire

V(fO’fl"--:f!.hf]

’ Lyy LpyovesTnta) - =
P V(fﬂ,fu'--afn+1)—’>' =S O

Ziy B2y 0. 0y Tnt2

et sous cette forme on voit qu’analytiquement le caractére de con-
vexité s’écrit indépendamment de P’ordre des points xi.

La fonction non-concave d’ordre n peut éire considérée comme
type de fonction d'ordre =. La convexité et la polynomialité sont
des cas particuliers de la non-concavité et la non-convexité s’obtient
par un changement de signe.

En somme, la convexité (ou la concavité) d’ordre » de la fone-
tion f(®) exprime cette propriélé -ue les fonctions fo, fi, ..., fn ot
f(x) (ou la, fonction - f(#)) forment un systéme (T). Pour un systéme (T) toute
fonction de la suite est convexe par rapport aux autres qui la précédent.

Dans le cas de la suite (8) nous avons les fonctions habituelles
d’ordre » Dans ce cas le premier membre de la relation (7) s’écrit
aussi [y, #2,..., Xnte; fl ot est ce qu'on appelle la différence divi-
sée d'ordre m-+1 de la fonction sur les points ;(4).

3. — Une fonction polynomiale se réduit aux valeurs sur E d'une
combinaison linéaire d’ordre .
Si f(x) est une fonction d’ordre = et si

. gl frofinf) o

Fry 25000y T2

elle est polynomiale d’ordre » sur la partie de E comprise dans le
plus petit intervalle contenant les points #;. En effet, supposons que
#y < B <...< @n4z. La propriété résulte du fait que la fonetion
f(x) reste compmse, dans lintervalle (#;, 2n+4), entre les deux com-:
binaisons linéaires d’ordre =

©) P(fo:fx,---,fn If;x)’ P(fo:fu...,fn ’f;x

Zyy Baq 000y Tt Ly 3y oy Tate

qui, par suite de 1'égalité (8), coincident,

. (4) Voir: TisErIU Popoviciu ,Sur quelques propriéés des fonctions d'une
et de deux veriables réelles”, Mathemauca t. Vi, p. 1—85 Dang la suite nous
pous rapportons constamment 3 ce travail, :
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4. — D'une fagon générale si & < 2 <... < %p1p sont des
points de E et f(») est une fonction d’ordre m, elle reste comprise,
dans lintervalle (#;, #n42), entre les deux combinaisons linéaires (Y).
On en déduit facilement la propriété suivante:

Pour que toute fonclion d’ordre m soit bornée sur tout sous-ensem-
ble complélement intériewr & B il faut et il suffit que les fonctions
fos fry.ovsfa soient bornées sur tout sous-ensemble complétement
indérieur a E.

Un sous-ensemble de E est complétement intérieur & E si ses
extrémités sont différentes de celles de E. Nous appelcns extrémités
de I'ensemble E sa borne inférieure et sa borne supérieure.

La condition est évidemment nécessaire puisque les fonctions
fos fis...s fa sont d’ordre n.

Si 'ensemble E contient ses extrémités, la propriété est vraie
pour tout I’ensemble E.

En particulier, nous en déduisons la propriété suivante :

Pour que toutes les fonctions d'un systéme (T) soient bornées il
faut et il suffit que la premiére fonction fo(x) soit bornée.

5. — Supposons que fo, fi ..., fa (n = 1) soient continues en
un point x qui appsrtient en méme temps a E et & son dérivé E’.
Prenons deux groupes de % points

(10) Xy y Za 5 eee, &
(ll,l) $’1, x”& s ey m',,
distinets entre eux et de wx, appartenant & E de telle maniére que s'il

yenaieti points & gauche de a dans les deux groupes (10) et

(11) respectivement, le nombre i+4' soit impair, On peut toujours obte-
nir cette disposition si on suppose que z ne coincide pas avec une
extrémité de E

. Pour fixer les idées nous supposons que

<y < << %n
o <o < a< . < &
Soit maintenant f(#) une fonction d’ordre n et x' un point de E
voisin de . Si on applique l'inégalité (6) aux suites de points
< <louad <o H<p <. <%
<< e < (udy <@ <a<) a2 < @y < oo o < @l
on trouve facilement que
A = fim)—flz') = B
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ou A, B sont deux quantités tendant vers zéro lorsque # — &' d'une
maniére arbitraire.

On en déduit que f(x) est continue au point .

Nous avons done la propriété suivante :

Pour que toute fonction d'ordren soit continue sur tout sous-ensemble
complétement intérieur & E il faut et il suffit que les fonetions fo, fiy+.. sfa
soient continues sur tout sous-ensemble complétement intérieur & E,

Nous ne pouvons, bien entendu, rien dire sur les extrémités de
I’ensemble E.

Nous avons, en particulier, la propriété :

Pour que toutes les fonctions d'un systéme (T) soient continues dans
Vintervalle ouvert (o, b) il faut et il suffit que les deux premiéres fome-
tions fo(@) , fi(x) soient continues dans cet intervalle.

6., — Soient les deux suites de points (10), (11). Supposons
qu’un intervalle (¢, d) ne contienne aucun point (10),” (11) et qu'il y
en a 4, i’ points & gauche de ¢ dans les deux groupes (10), (11) res-
pectivement, la somme i-}-¢' étant impair, Pour fixer les idées, nous sup-
poserons encore que

c<d< < 2 < ... <
< e<d <ap< <..< .
Considérons maintenant une fonction f(x) d’ordre # et deux points

de E & < a' situés dans l'intervalle (c, d).
Les inégalités
(fO)fl;--';f'l’fJ>0 V(fo,flp'--;fn:.'f'zo
Ly Ty Ty o0 us Ty .’X,'],xx,xz,.. yL'n
divisées par &'— 2 nous donnent
LGV 1C ) B X V) B ()
fo(®) fiw ... fulx)  fla)
—1 [, 2" fol [, "3 A) . o« J[z,2' 5] O o
(fo y fisee oy fn fo(w'z) fl(x 2) L fn(“ 2) flz")

! S . s »
xl,xrxb v o520

fo(x'n) f 1(% n) . 4. f,,(x ,,) (%)
= (D oy a7y =
fo(®) fi(z) ;I

1 [z, 2" fo [z ;5[] .
[fo § 314 2o wapifa ) .f"(.xl) fit@) . .

. L] . - L) L] L] .
Xy Try Bayeeey Tnl

fil®)  fla)
[,2':fs] O
faley)  flxy) |.

A@)  fle ... fan faw)
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Supposons maintenant que les fonctions fo, fi,...,7. soient &
premisre différence divisée bornée sur tout sous-ensemble complétament
intérieur & E. Elles sont done, ainsi que la fonction f(2), bornées et
-continues sur tout sous-ensemble complétement intérieur a E. D'autre
part, # restant dans lintervalle (c, d), les quantités

ylfos fis. o fr) vfforfioeoite )

\x,x,,...,xn wl,wxz,,,x,,

ont une borne inférieure positive.

Finalement, on voit que nous avons la propriété suivante :

Pour que toule fonetion d'ordre n (n = 1) soit & premiére diffé-
rence divisée bornée sur tout sous-ensemble complétement intérieur @-E,
il faut et il suffit quil en soit ainsi pour les Sonetions fo, iy .uryfan

La condition pour une fonction d’stre & premiére dlfférence divi=
sée bornée n’est autre que la condition ordinaire de Lipscrirz.

Il est & remarquer que de notre démonstration résulte que le
:sous-ensemble considéré ne peut étre tout & fait quelconque Il faut

quil existe au moins n+1 points de E non situés dans l'intervalle
formé par les extrémités du sous-ensemble en question et ‘non pas
tous du méme coté de cet intervalle.

En particulier :

Pour que toutes les fonctions d'un systéme ( [) soient & premiére
différence divisée bornde dans tout intervalle complétement intérieur &
(@, b) il faut et il suffit quil en soit ainsi pour les deux premicres
fonctions fo(@), fi(x).

7. — Examinons maintenant la généralisation de la propriété
précédente pour les fonctlons a kéme (k > 1) différence divisée bornée,
Ce probléme parait étre beaucoup plus compliqué que celui corres-
pondant au cas k=1. Nous allons DIétudier dans un cas particulier,
-d’ailleurs le plus intéressant

Précisons d’abord les hypotheses que nous allons falre sur le sys-
téme (T)..

Etendons la s1gn1ﬁcat10n du déterminant (2) au cas ou les points
@ ne sont pas tous distincts, D’'une fagon générale si dans

(fo.fh...,fn )

%y, L2500y TLnty

des points @ , X550 ., %y sont confondus en un point x tous les
«®s autres o« étant distincts de =, le symbole signifie le déterminant
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(2) ou les lignes de rang iy, 43, ..., sont remplacées par les lignes:
f@ @ ... fau2)
folz)  fi(@) . 1'n(@)
RGN R PN 7

respectivement, Ce changement revient a un passage 4 la limite. On
Uobtient en effet en divisant le symbole primitif par le déterminant de-
Van DEr MoNbE V(qc;l, Tigy oo us x,-/) et en faisant ensuite tendre vers
z les points i, %4, ..., ;. On supprime, bien entendu, certains
facteurs numeérique positifs. On fait ce changement pour tout groupe
de points confondus et on suppose toujours que toutes les dérivées
écrites existent.

En particulier, V (’;’ 2 (RS f") n'est autre que le détermi-

s & e &
nant de Wronskt W [fy(@), fi(z),...,fs(®)] ou plus simplement
W(fo, fi,..., fa) des fonctions fo, fi,....fx.

Revenons maintenant aux systémes (T).

On constate facilement qu’on a

V(fo,fq,...,fn J}_O’ T < ap <L

=~ o = Bpg,
Xyy B2, 000y Lnty

quels que soient n = 1 et les points z;.
En particulier, nous avons

W(f07 fl,""fn) =0

pour tout point z de I'intervalle (a, b) et pour tout » = 1.

Nous dirons_qu'un systeme (T) est régulier d’ordre m si:

19, Les m+1 premiéres fonctions fo, f1,..., fa ont des dérivées
d'ordre 1, 2,..., m dans tout Pintervalle (a, b).

2. On a
('12) W(fO:---,fn) > 0

pour tout point « de Vintervalle (a. b) et pour n =1, 9,...,m.
Dans le cas ou cette propriété est vérifiée quel que soit m ¢’est: 3=

dire si les fonctions (1) sont . indéfiniment dérivables et si I'inégalité-

(12) a lieu pour tout # et pour tout » == 1, nous pouvons dire que

le systéme (T) est complétement régulier. Par exemple le systéme 3)

est complétement régulier,

L’importance des systémes réguliers provient du fait que si un

systeme (T) est régulier d’ordre s, les fonctions fo, fi,+..,fm—1 SoUt

I
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m intégrales linéairement indépendantes d’une équation différentielle
linéaire d’ordre m
‘ Y™+ pi(@)y™=YV4- ... + m(z)y =0

4 coefficients continues dans l'intervalle (a, b).

8. — Pour ne pas compliquer les choses, nous supposerons que
le sous ensemble E, de E est fermé et est tel que E a un nombre
suffisant de points non situés dans l'intervalle (e, d) formé par les exiré-
mités de E;. Nous préciserons d'ailleurs plus loin ce nombre.

Si une fonction f(x) est a kéme différence divisée bornée, elle est
aussi a différence divisée bornée d’ordre 0 (la fonction est bornée),
1, 2,...,k— 1etelle a desdérivées continues f(z), i ) IR Gt )}
d'ordre 1, 2,..., k—1 sur 'ensemble dérivé Ky de E,. Ces dérivées
sont définies comme limites de différences divisées d’ordre 1,2,..,k—1et
coincident avec les dérivées succesives cu sens ordinaire si ces derniéres
existent et, en particulier, aux points qui appartiennent aux dérivées
E', Bry.. . EFTY d'ordre 1, 2, .. ., k—1 de lensemble T, .

Supposons maintenant que le systéme (T) soit régulier d’ordre
k—1 et que de plus les fonctions fo, fi,...,fa (n = k) soient &
keéme différence divisée bornée sur Ey. Soit f(#) une fonction d’ordre
7 et supposons-la a différence divisée bornée sur E, jusqu’a l'ordre
k-~1 inclusivement. Nous voulons démontrer que f(z) est aussi & keme
différence divisée bormde. £

 Supposons le contraire, I existe alors une suite de systémes de
k+1 points de E

W <dd <. <, i=1,9...

telle que Ja différence divisée d’ordre %

:(13) [m(,i), xgi), = x%?H ; f]

tende vers l'infini et plus exactement et pour fixer les idées vers — oo
On peut toujours supposer que les limites

im oP=gf ,  j=1,2... ktl

. J
1> ©

existent. On a alors '
M=ar=...=gf.

Mais, la fonction f(z) étant supposée a (k—1)éme différence divi-
sée bornée, on peut voir facilement quon doit avoir toujours
w: = x§ == x?f_1 = X, ' ' A '
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Prenons maintenant les n—#k--1 points de E
(14) Xy < wp < voo K Dp-npr < G

Nous avons la condition de non-concavité d’ordre =

V(f07fl;-----. () (z)f f(t))zo.
Zyy By e ony Bn—h4q,y L'y X 5000, xk+1

Si nous divisons le premier membre par le déterminant
V(xi'), x”, 8 19 x%—l) qui est positif et si nous faisons des transforma-
tions convenables, d’ailleurs faciles 4 voir, nous en déduisons une
inégalité de la forme '

(]-5) [x(]l)’ x(zz), Q0% g x;;-)l—l ) /] + == 0

Lorque ¢ — oo la quantité B reste bornée en vertu des hypo-
théses faites.
Pour la quantité A nous avons

A_)V(fo,fl,vn-.a-..-.-.,fn)zo.
| Dy Zagear g Bp-kdtyoroy T &y 0y X
1> ® 3
Or, nous allons démontrer qu’on peut choisir les points a1, 23,..
.y Zn-k+y de maniére que celte quantité soit différente de zéro, donc

positive.
Soient xy < @, <.

n-+41 ;
A 1] déterminants

V(fo,fh;.....,,.__,f")

xil!xl'z’"',wi"_k_l_i’x, Ly o s 0y X

o < %y4; n+1 points a gauche de ¢ et

considérons les (

en choisissant les n—k-+1 points o, <, <. . . < @iy y1q de tou-
tes les maniéres possibles parmi les points ;. :
Je dis que 'un au moins de ces déterminants est positif. En
' et i : \ { nt+1 ) !
gffet, dans le cas contraire, on aurait un systgme de (n—k+’1 équa-
n+1

iy +1)' déterminants

tions linéaires et homogénes par rapport aux (n

d’ordre %k de la matrice

fo(w) fi(x) s e f(x)
o) f"x(x) oo w Fala)

6) RS
A% 0 L )
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Le déterminant de ce systéme est, peut &tre au signe pres, le

déterminant d’ordre (nﬁ-;;_}_ 1) formé par les mineurs d'ordre n—k+1

du déterminant

(17) (fl)’fl,---’fn )

‘/’vl) 2250 0 y Tn4-1/

Le déterminant du systeme considéré est donc égal 4 la puis-
n éme
sance (n-—k) du déterminant (17) et est, par conséquent, différent

de zéro.

Il en résulte que fous les déterminants d’ordre % de la matrice
(16) devraient &tre nuls, ce qui est impossible puisque par hypothése
W(fo, fare ooy fe=1) > 0.

" Nous voyons done qu’on peutchoisir les points. ay , T2y e0 vy Ln—kti
parmi n+1 point fixes situés & gauche de ¢ tel qu'en faisant 7 - oo
on arrive surement & une contradiction dans la formule (15). Ceci est
vraie indépendamment du point z, limite des points afi),

Il est done démontré que f(x) est a kéme différence divisée bor-
née sur E;.

9. — Si la différence{divisée (15) tend vers 4 o la démonstra-
tion se fait, bien entendu, de la méme maniére en choisissant conve-
nablement les points «y, #2,..., @n-4+1 en dehors de P’intervalle (¢, 4).

En général, soit
(18) (fo;fiw-!----'--’--’--;f,n)

Zyy ZoyeosyPry, X, X, 1 LTy X2,y s
B <<, .. <&EL< <A< <axh <. .. .< o
r+s=n—k+1.

On voit, par un raisonnement analogue, qu’on peut d’abord choisir
les points &'y, #'2,..., #'s (ou les points @, @, ...,x.) parmi k+s
(ou k) points fixes situés a droite de d (ou gauche de ¢) tel que le
déterminant

(folfll L R fk+s 1) [ou V(fo:fh- ¢ e e e '»fk+r—1)J

xw,...,x‘,.’b],wz,.; ,xs wl,wz,.-o,xr,x,x---)x

soit différent de zéro et ensuite on peut choisir les points 4, Zz,..., %

- (ou les points #;, @'2,:..,2's) parmi n+1 points fixes situés & gauche

de ¢ (ou & droite de d) tel gue le déterminant(18)soit différent de zéro,



