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Sur une généralisation ile la notion ile convexitó
il'ordre suPérieur.

l. - Soit

(4) fo@)' ft@),,,.,f,(n),,..
une suíto flnie ou infìnie de fonctions réollos, uniformos et tléfinies

dans I'intervalle fini et formé (a, b),

Nous appell.orons cornbinøi,son li'néq,tre d,'ord,re ,0 une expression

de la forme
csfs@)tc1f1(ar)+ . .. *cnfn(n)

où les c, sont des constantos (pouvant être aussi nulles)'

Nous dirons quo les fonctions (1) forment une base lorsqu'une

combinaison linéaire d'ordro m est déterminée complètement par ses

valours on z¿t1 points tlistincts ot ceci quols que soient z¿ etles n+l'
points considérés.

Posons

(2) v fo, fn,,,.,
fr1, fr27, .,1

fr@,t)

fo@r)

f 
'(rù

f tlnz)

Pour quo los fonctions (1) forment une base il faut et il suffìt

qu'on air u (!;,: I:',',,',',finno) * o pour rous tes groupos de n{1.



points distincts frt ¡ ûz t . , , ¡ frnlt do I'intervalle (a, b) et pouf
n:0, l, 2,, . . .

En particulier, les fonctions

(3) fo: l, ft - n, fz': t2,, ,, ,fn: fr\¡.,,
formont uno baso. Dans ce cas le déterminant (2) devient

u (1,; I,','.','|,I',*,) : Y(r,, nz,. .. , n,+t)

et n'est autre que lo déterminant de V¡n Dsn Mowno des quantités
tt, fiz¡., o ¡ fr¡t1. La base (3) est d'ailleurs la plus simple qu'on peut
considéror (t),

Nous dirons encore que les fonctions (1) forment un système de
Tcu,nnvcnnr", ourbisn un système (T) si, en particuli.r, on u ir;.

(/!) u (*,',f;r',', .','^*,), o, n,t I nz 1..,1nn+,t

Lorsque les fonctions (1) sont continues, le déterminant (2) ne
pout changer de signe sans s'annuler. Nous pouvons donc dire que
si les fonctions (1) sont continues et si elles forment uno baso, ellos
forment aussi un système (T), en changeant éventuellement le signe
de certaines' dre,, ces fOnctions (a).

O D'une suite (1,) on peut en, ,déduile une infinité d'autres,

(¿) þo@), út@))..., ó,(æ).,;
oh {,,(ø) est une combinaisonlinéaire d'ordre ra, cet ordreétant effectit c'est-à-
dire que le coefficient c¿ # 0. Si les fonctions (l) forment une base il en
est de, rnême pourr les fonctions, (ø) et réciproquemeut, Nous pouvons regar-
der toutes ces sui es comme équivalentes.
. e) L'essentiel dans cette définition est que e slan-
nule pas et ne change pas de signe pour ún n d ) vérifie
cette propriété on peut en déduire un système tion du
texte, en changeant éventuellement le signe de certaines de ces fonctionq,
De tels changements de signes sont sans importance pour nous.

(3) Cette propriété peut ne p,as être vraie si les fonclions (l) ne sont
pas.continueq Par ex. les fonctions

fo@) : ft(æ):n

forment une base mais non pas un systèrine (T).

FOJVd?¡OIVS CONVEXES Ð'ONåAS SUPÊAIEÚN

Par exemple les fonctions (3) forment un svstème,(T), gui ost
d'ailleurs lo plus important.

Dans la suite nous considérons,unÍquemont des,systèmes (T).

2. - Considérons une fonction f(u) définie sur un ensemblo E
dont los points font partie do I'intervalle (o, b\, Désignons par

,fo,ft,...,fo I I

ln,t¡ tzs,.,¡nn*rl f ;n ) ta combinaison linéaire d'ordre n qui

prend les valeurs f(nt\ aux points ø
Nous dirons que /(ø) øst mom- comce,ae, eomueæe, polgmo-

rnl,øle, tuo?L-cotù,ateme ot coyùacilae d,'ord,re m pa,r rapytort øwø fone-
tions fs, f t,,, . , f, suivant quo I'une des inégalités

(õ) f(n,+z)-p(:;,,,r;r,,.....,,rå.,]|Í;*^*r)à, ), :, s ou (0
rt{ûz<.,.

est vérifléo sur tout I'ensemble E.
Nous dirons aussi qu'une telle fonetion est il,o,rd,re n pal'rapport

aur fonetions f¡, ft,..,rfo. C'est donc une fonction pãur taquette
le premier membre de la relation (5) ne change pas ,do signè srir l'ên-
semble E. Ðans la suite nous supprimons les mots ,par râpport âux
fonctions. , ." chaque fois que ceci ne donne pas dos confusions.

La définition précédente esì une définition géométrique, mals on
peut la transformer dans une autre analytique qui mettra mieux èn :

évidonce la symétrie de l'ínégalité (5) par ïapport aux points ø¡ .
0n peut écrire

, ('),', fl,',. .,';., I f ; *) :
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fo@,) f(u)
fo@ù f t@r)

'f(*,)

t@r)

f(nn+ì
0

v (f:' f: "'" l: I\.fr1, fr2¡, .,7 frn!1 ) fo(no+t)

fo@)

fo,ft,.,.,fo,
filrQzt.,,¡frn*Z

La condition (5), compte tonant de (4), dovient

(6)

fitløz<...
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(7)

et d,q fx"Y:'ryfri,'í'iYlftå,
sgus trffvail,
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4. - D'une façon générale si q ( uz 1. . . 1 nn+z sont des

points de E et /(ø) est une fonction d'ordro m' elle roste comprise,

dans I'intorvalle (ø1 ¡ frn*z)¡ entre les doux combinaisons linéaires (.9).

0n en déduit facilement la propriété suivante :

Pour que toute foncl,ion d,'ord,re n soôt bornée sur tout sous'emsetn-

ble com?tlétement intéröeur à E i,t føut et øL suffit que lcs fonctions

fo , f, , . . , , f, soi,ent bornées sur tout sows-ensemble cornplètement

i,nléri,eur ù, E,

Un sous-ensemble de E est complètement intérieur à E si ses

extrémités sont différentes de celles do E, Nous appelc ns extrémités

de I'ensemble E sa borne inférieure et sa borne supérieure.

La condition est évidemment nécossairo puisque les fonctions

Í0, ft, ', ', fo sont d'ordre ro.

si i'onsemble E contient ses oxtrémités, la propriété est vraie

pour tout l'ensemble E.

En particulier, nous en déduisons la propriété suivante:

Pour que l,oules les fonctions il'un système (T) soient bornées il'

faut et iI swffr,I que la prernière foneti,on ls(n) soi't bornée'

õ. - Supposons que fo , f, , ,. , , fn (* -- L) soient continues en

un point æ qui appartient en même temps à E et à son dérivé E'.

Pronons deux grouPes de æ Points

(10) frtrfr2t...2fi

(11) fr't, fr'22..,2fr'¡¡

distincts entre eux et de ø, appartenant à E de telle manière quo s'il
' y en a i, eI i' points à gauche do c dans les deux groupes (10) et

(11) r.rpu.tivement, Io nombre ilit soit impair. 0npeut toujours obte-

nir cette disposition si on supposo qne fr ne corncide pas aYec uno

extrémité de E.

Pour fìxer les idées nous supposons que

n1nt1nz1...1rn
r't1u 1ø'z<...

soit mainte nanl f(ø) une fonction d'orttre n el r' un point de E

voisin tle ø. Si on applique liinégalité (6) aux suites do points

n 1 n' ( (ou n' < fi 1) rt 1n2 1"'Í *'

fr't1n1n'1 (ouø'1 1:æ'1n1) ß'2 1û'",1'
on trouve facilement que

A=f(æ)-f(nt)=B

TIB, POPOWCIU

Romarquons que la condition. (6) peut encore s'écrire

vlfo'ft,,.
|fi1 1fi2,

,6'Ït, Ï. 1 fnttì =' t' :' 3 ou ( o

'\fit, nz¡..,tfrnlzl

et sous cetto forme on voit qu'analytiquement le caractèro de con-

vexité s'écrit indépendamment do l'ordre des points ø¡.

La fonction non-concave d'ordro æ'peut êlre considérée comme

type de fonction d'ordre rù. Lã convexité et la polynomialité sont

des cas particuliers de la non-concavité et la non-convexité s'obtient
par un changemont de signe.

En somme, la convexité (ou Ia concavité) d'ordre æ de la fonc-
tion f(nl exprimo cette propriélé '¡ue les fonctions fo, ft,.,. tfn el

f(u) (ov,la^fonction - l(n)) forment un système (Q. Pour un système (T) toute

fonction de Ia suite est convexe par rappOrt aux autres qui la précédent.

Dans lo cas de la suite (3) nous avons les fonctions habituelles
d'ordre m Dans co cas lo premier membre do Ia rolation (7) s'écrit

aussi [ø1 , fiz , , . . t frnl2; l] et est ce qu'on appelle lø différence diui-
séa d,'ord,re n*4. de la fonction sur los points ø1(l).

3. - Une fonction polynomiale se réduit aux valeurs sur E druno

combinaison linéaire d'ordre æ.

Si /(ø) ost une fonction d'ordro n ot sí

(8) v(*'f:"",*,f ):olfilt frzt..,rfr¡¡¡2

elle est polynomiale d'ordre ¿¿ sur la partio de E comprise dans lo
plus petit intorvalle contenant les points ø¿. En effet, supposons que

nt(nz<...
l(r) re"ste comprise, dans l'intervallo (ør ¡ frn*t), entro los doux com-'

binaisons linéairss d'ordre m

I

(e) , (r)," I:,,,'.'.'.,,h*,1 ,,.) , , (Ii

qui, par suite de l'égalité (8), coïneident,

rJ
¡ l1¡,.. t ln
,frTr.,,¡ün*2

f;r

iìes fonct'ions d"wine

Danç la suite noqs
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où A, B sont deux quantités tendant vers zéro lorsque ü + ø, d'une
manièro arbitraire.

On en dérluit quo f(n) es[ continue au point ø.
Nous avons donc la propriété suivante :

Pour qwetoute fonetí,oncl'ord,ren sad,t cont'i,nue sur tout sous-emsemble
eomplètementi,ntérieuròt,E iIføwt eti,l, suf/i,tqueles foneti,onsio, fn,.,, ,fo
so'ient continues sur tout sous-ensemble complètement i,ntérieur ù E.

Nous ne pouvons, bion ontendu, rien diro sur les oxtrémités de
I'ensemble E.

Nous avons, on particulior, la propriété :

Pour que toutes l,es fonctions d,'un système(T) soient conti,nuesd,øns
l,',i,nteruølle ouuert (a, b) il, føut et i,l swffi,t que les d,eun gtrernières fonc-
ti,ons fs(n) , f(rt) soi,ent conti,nwes d,ans cet interualle.

6. - Soient les deux suites do points (10), (11). Supposons
qu'un intorvalle (c, d) po contionne aucun point (10)," ({{) et qu,il y
on a 'i,, i' points à gauche de c dans les deux groupes (10), ({{) res-
pectivement, la sommeili,'étantimpair. pour fixerles idées, nous sup-
poserons encore que

c 1 d' 1 q1 nz 1 ...{ rn

n't1 c < d < r'211_..,{ r,n,
Considérons maintenant uno fonction f(n) d'ordre ø et deux points

de E ø ( ø' situés dans I'jntervallø (c, d,).

Les inégalités

v fo, ft,.,,,fr,
frrt',,fr1r.,.rfrn

diviséos par æ'-r, nous donnent

, ftr,..rÍo
Lfi, I'Zt,. .2fl'¡¡

fo@'n) Ít(n',) fn(r',) f(n',)

< (-1)o+, ln, øt ; fl =
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I
!

qtart, n restant dans l'intervalle (c, d), les quantités

, (f; ,, 
I,', .....,, 

,;,) , u (),r,,,r;, ;,;: .. ., .r:.,^)
,ont une borne inférioure positive.

Finaloment, on voit quo nous avons la propriété suivante :

II est à remarquer que de notre démonstration résulte que le
:sous-ensomblo considéré ne peut êtro tout à faÍt quelconque. Il faut
"qu'il existo au moins z¿* I points de E non situés dans I'intervalle
formé par les extrémités du sous.ensomble en question et .non pas
'tous du même côté de cet intervalle.

En particulier :

7. - Examinons. maintenant la généralisation de la propriété
iprécédento pour les fonctions ¿ þème (k > I) différence divisée bornée¡
.ce problème parait être beaucoup plus cornpliqué que celui corres-
pondant au cas k:1. Nous allons l'étudier dans un cas particulier,
"d'ailleurs le plus intérossant

Précisons d'abord les hypothèses quo nous allons fairo sur le sys:
tème (T).

Etendons la signifìcation du déterminant (2) au cas où les points
,frt ß.a sont pas tous distincts. D'une façon générale si dans

vÏo'|t""'fo I
\fr1 ,fi2 1..t¡frnll

,les points ült t ûi;, . . , , ût, sont confondus en un point ø tous les
É,os autros q étanl distincts do ø, le symbolo signifie le détorminant

tJ = o, u (å,,, i' ;,;,,.,,. .ri,;, '^)

>0

-T

f(n'r)
f(ø)

0

f(*'r), (*, I
rt

v lt
,^)fr1, fi2r...,
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(2) oir les lignes do rang ù , iz,,., riJ sont romplacées par les lignes

f'(r) f'(n) f"(u)

Í'o@) 
' Í',(*) l'^@)

lf-')@t #-,)r"1 . . . li-')(*)
rospectivement. Ce changement revient a un passage à la Umite. On,
I'obtient en effet en divisant le symbole primitif par Ie déterminant de
V¡.tf Dsn Mo¡loe '{(n,, , fri", . . . , ,rìt ) et en faisant ensuite tendre vers
ø les points )cítt ttzr,.,rfr¡ì. ()n supprime, bien entendu, certains.
facteurs numêrique positifs. 0n fait ce changement pour tout groupo
de points confondus et on suppose toujours que toutes les dérivées
écrites existent;

En particuher, V (* ' l: ' ' '' '*) n'est autre que le dérermi-\fr , fr 2. '.1fi )

TIONCTIÔNS CONVEXES D'ONDRE SAPÊRIEUN B9

m intégrales linéairement indépendantes d'une équation différentielle
Iinéaire d'ordro r¿

y(n) + ót(n)uø'_t) * . . . + +^(n)y : 0

á coeffìcients continues dans I'intervalle (r, b).

sont définies comme limites de différences divjsées d'ordre 1,2,,.. , k_l et
coÏncident avec les dérivées suecesives ¿u sens ordinaire si ces dernièrès
existent ot, en par.ticulior, aux points qui appartiennent aux dérivées
E',, Ei ,.,.,üf-t) d'ordre 1,2,,.., k- 1 de l,ensemble trì¡.

supposons maintenant que le système (T) soit régulier d'ordrek-I et que de plus lesfonctionsfo,ft,.'.,,fo6J*¡soientà
þène fliff&sns¿ divisée bornée sur E¡ . soit l(ø) uno fonction d'ordre
za et supposons-la à différence divisée bornée sur E¡ jusqu,à I'ordre
&--1 inclusivement. Nous voulons démontrer gue f(4 ,it auss,i, ìt lcème
d,ifférence d,iui,sée hornée.

. supposons le contraire. Il existe alors uno suite de systèmes de/ril points do E

"*f) <,Y) <... <
telle quo Ia différence divjsée d'ordre k

(13) l*\ü, ,9),. .., ,t\r; fl
tende vers l'infini et plus exactement et pour fixer les idées vers -oo

On peut toujours supposer que les limites

: l;^. S): *¡ , i: t, 2,..,,k+L
r'+ -

exístent. 0n a alors
ßî= ni= ...< rl+t.

Mais, la fonction f(ø) étant supposée ù (k-l\ème djfférenco divi-
séo bornée, on peut vojr facilement qu'on dojt avqjr toujours
æi:æiE.r'.:fil-I:.Øn

nant de Wno¡¡sn W fto(r), fr(*) , . , . , Í,(*)f ou plus simplemenb
W(/0, fi ,..., /z) de,q fonctions fr, fr,,..,fn.

Revenons maintenant aux systèmes (T).
On constate lacilement qu'on a

v(*' f;""'* l = o, nt 1- )'z< . . .
\fr1 ,,r2t,..:frnll -'

quols que soient n 2 L et les points ø¡.
En particulier, nous avons

W(fo, h,,. . ,fn) 2 0

pour tout point ø de I'intervallo (ø, b) et pour ,tout n > l.
Nous dirons-qu'un système (T) est régulier d,ordre m, sj:
70, Les rnll premières fonctians fo, fr r,.,, fo ont d,es ilérirées

d,'ord,re 7, 2,,. ,, m d,øns tout l,interuaUø (ø, b),
2. On aj

(12) W(f0,...,/") > o

pour towt poi,nt r d,e l;interualle (a,, b) et pour m:7, 2,...,ttù.
Dans le cas oir cotte propriété est vérifÌéo quel quo soitm c'est.à:

diro si les fonctions (4) sont inrléfinimont dérivables et si l,inégalité.
(12) a lieu pour IouI r et pour hout n à 1, nous pouvons dire quo
le système (T) est eorngilétement réguli,r. par exemple le système (B)'
est complétement régulier.

L'importance des systèmes réguliers provient du fait que si un,
système (T) est régulier d,ordre rnrles fonctions fo, ft,...rfm-l sont.

I
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Prenons maintenant les ø-ltfl points de E

frr1nz<..
Nous avons la condition de non-concavité d'ordro r¿

y(fr, h'. f,,,f*Í:\,) 
= o.t 

[r, , frz,.., ¡ fin-kr4 , *\o), *f),,,,

Si nous divisons le premier membre par le déterminant

V(*'r'), *'1,,.,, *(i!*òqui est positif et si nous faisons des transforma-
tions convenables, d'ailleuts faciles à voÍr, nous en déduisons une
inégalité de la forme

(t5) A. ['øÍ¿), *l:),..., ,fIr; l] + B > o.

Lorque d -+ oo l¿ quantité B reste bornée en vertu des hypo-
thèses faitos.

Pour la quantité A nous avons

fôrvdftorys coNvfiús Ð,IRDRE sapÊRrnul ' gi

Le détorminant de ce système est, peut être au signo près, le

dèterminant dlordre ("y|lt) for-e par los mineurs d,ordre n-tc*r
du déterminant

(LT) v[f"fi'""f^ I.\fr1¡ 12t,., rfrn*l).

Lo déterminant du systèmo considéré est donc égal à la puís-

sanco (n!rr)u" du détermin ant (47) et est, par conséquent, clifférent

de zéro.
Il en résulto que tous les'déterminants d'ordre lc de ra matrice

(16) devraient êtro nuls, ce qui est impossible puisquo par hypothèse
W(/0, Í2,..,, fr-r) ) 0.

Nous voyons donc qu'on peut choisir les poin[s frt ¡ 12 t , . ,1 x)n_¡¡1
parmi m*4 point fixes situés à gauche de c tel qu'en faisant i -+ oo

on arriye surement à une contradiction dans la formule (15). Ceci est
vraie indépondamment du point ø, limite des points øf).

Il sst done démontré que l(n) $¡ ¿ þèmc différonce divisée bor-
née sur E¡.

9. - Si la différenceffdivisée (15) tend vors { æ ìa démonstra-
tion se fait, bion entendu, de la même manière en choisissant conve-
nabloment les points frt ¡ ü2 t..,t fin-R*¡ en dehors do I'intervalle (c, C),

En général, soit'

41tz{...<
rfs: n-h|1.

0n voit, par un raisonnemont analogue, qu'on peutdrabord choisir
les points fr't, fr'zr.,.¡frts (ou les points fit, frzr.,,;r,) parmi Íf s

(ou klr) points fixes situés à droits de d (ou gauche de c) tel quo le
détorminant

y(fl,fi, , .,., fr+p-rl |,o, yfo,fi,. ,,f*+'-'ìl
\fr1frr,,,7fr¡Ql¡æ21..,2fr'sl I tæt ¡frzt,,.rî¡rfr,n,,,.,rfr ))

soit tlifféren| d,e zéro et onsuito on peut choisir les points fr41Ø2,.,,r;x¡
(ou les points fr't, Ø'2,.,,,fr'r) parmi æ*4 points lìxes situés àgauche
do c (ou à droite de d) tol quo Ie determinant({8)soitdifférent dozêro,

i

i

i

,l

Y

A-+V
'i-+ æ

/'l 
= o.nl

0r, nous allons démontrer qu'on peut choÍsir les points frt ¡ rz, .i
...t t,l-k*t do manière que eelte quøntité soi,t différenle de zéro, donc
positive.

. Scient ntlnz1,..<
considérons 

"t 
(-:It*, ) déterminants

y(ft,ft,. .., f"l
tfr¡tt frtz )... t æio-t+t, frs tt, r. ¡ frJ

en choisissant les n-k*L points rt, {161. . . <
tes les manières possibles parmi les points ø¡.

Je dis que I'un au moins de ces déterminants est positif. En

effet, dans le cas contraire, on a,urait un système u" (*?*oIUl eqou-

tions linéaires et homogènes par rappor:t aux

d'ordre h d,e la matrice

n+L
n-h+ déterminants

1J

ri

I

i

I.)
i

fo@)

f'o@)
f'(*)
f"(æ)

f,;(*¡
f',(r)


