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REMARQUES SUR r-,4 DÉI'NITION FONCTIONNÐLI-,E
' D'UN POI.,YNOME D'UNE VARTABLE RÉELLE

par

Tiberiu Popoviciu.

Reçu le 18 Décembre 193õ.

1. - Soit f(ø) une fonction uniforme do la variable réelle ø et

'- 
:i:,' , lu-' .considérons sa différence d'ordre r¿

n

(-t)'[i) Í@*i,h)IV|ATHEMATICA
,cha1t1ni )ne pi"i,æ d,)e

.parøî,t en, tomes d,taru moins 76O pa,g*
chaque tome esü '3OO l,ei, (4O fr.'Ír)¿"
.' :: ... , ,,'ii

ii)'.'

^i:Ati,f@) >i:O
Lorsque l(ø) est un polynome de degré n-I çt¡ on a AÍ :0

.quels que soient fr eL h, Réciproquement on sait que si I'on a AI:O
pour tout"ø et pour hottL h, la fonction /(ø), sous des hypothèses d'ail-
'leurs assez générales, se réduit à un polynome do degré n-1(z¡.
' Dans son cours fait à I'Université. de Cluj en Mai 1935 d'abortl

,ot dans une note des C. R. ensuite, M. Plur, MoNrnr, a démontré la
ipropriété suivante(3) :

Toute foncti,om continue d,'une ua,riable réelle aérifiant les équations

fonetionnelles

'(1) al, : 0, Ai, : Q

rela,t,iues à, d,eun péri,od,es o{ r to¿ dont l,e rapport est irrationnel est um
pol'ynorne de d,egrë. n-I. r r, -,_ r.,

á.ilresser les manuserits à I'un iles ilÍrocteurs:

G. Tøitøei,ca,, BO Str. Dionisie, Buearest
I). Ponopei,ut l0l Str. Barbu Väcårescu, Bucarest IIf

ou à I'un iles rétlacteurs, ou au seerétaire ilo Ia rérlaction

P; Set"gesøzz, Seminarul tle matomatici, Universitatoa, CIuj"_

0n publie les manuscrits accet'tris dans lror'dro ehronologique.
tle leur reception.

Pour tout'ce qui concerne l'atlministration ile MATHEMATTOÅ'.
l'óehange dos rovuòs, 

, 
etc prièqo tle s'aalresser au secrétaire de la,

róilaetion. (r) Nous disohs qu'
'.effeclif, est au, plus égal ,à

UR polynome. est de degré n lorsque son degré'

Dégtôt pour l'étrønger z LIBII,AI&IE BLANCEABDT.
IO '11.."p ,qe !ø;Soylt.otùne, pari,s. :. ¡ , . ,

,, ,,, ¡ (2) Voir ¡ ,Tn, Aivcner,ulzÀ nSur úne þquali,oy¡ fovtct'i'onnell'e cøragtérúqønt
"les .pqlynomøs". lVfathematica t. VI (1932), D, l-7uTl¡nnlu Popovlclu ,Sur,
.quelques proþriétés d,es fonctïons itr'uite et d,e d,euæ uør'iables réellesß. Mathe-

"nìatica t. Vlll 11934), p. 1-8Ð, sp. p 67.
(3) PAUL Mo¡¡rnl, oSur', un lhéorènte de Jtcopr" C. R. Acatl.'$o¡ Paris,

,'t. 201 (1935), p. 589.
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M. Prul Monrnr, a également remarqué que dans le cas n:1, l*t
eontinuité enun seul point suffìt pour pouvoir affirmer que la fonction ss.
æéiluit à une constante. Dans la suite nous allons étendre ce résultat
øu système général ('l).

Romarquons que si la fonction f(n) vérifr,e l'équation AÍ : 0 pour
raa fr, donné ello se réduit à un polynome de degrê n-l sur les points.
équitlistants æ, **h, n!2hr.. . et ceci pour toute valeur d.o n. Il çnn
lésulte qu'on a aussi A|¿ : 0 quel que soit I'entier p.

2. - Supposons maintenant que la fonction l(ø) vérifie le sys-

'fème (1.), at , az étant doux nombres réels (les périodes) donnés. Nous.'
Ðvons

Ai,f@tpw¡f qo2):0.

, Prenons pour ,, et q des valeurs fìxes. 0n voit qu'il existe unn

¡rolynome Po(u) dø degré n-4. par rappott à" u tel que

(2) f@+put1q'z) : Pq(n*pu1!qu2)
p=0,1 r, + 2r...

Do même, en supposant ø et p fìxes on voit qu'il existe un poly-
ilome Qp(u) de døgré n-t par rapport à u tel que

(3) f(r+prt*qui,ù : Qp@*p,,¡t* q.rz)

4:0,tL+2,...
De (2) et (3) on en rlérluit qu'on peut trouvor un polynom eP(u, u)N

ds deux variables w et u do degré n-4. par rapport à chacune de ces..
variablos et tel qug pour un ø-donné on ait

{4) f(ntpaft Q.aù :P(pa1 , qio.2).

' Le polynomo P(u, u) peut s'écrire sous la forme suivanto

2n--2
P(ø, eì)=)

i:0
A2o-2-¡ui

OÊFINITION FONCTIONNELLE D'UN POLYNOMÊ r
Pour que co polynome ait la forme demandée il faut que'

bo:bt- 7. . . 2 : bn-t:O et on voit alors qu'on a Ia propriété suivanto I
Si, te pol,gnome P(u, u'¡ reste borné pour n-L ualeurs d,e u*u it

reste borné çtour toute ualeur d,onnée d,e wla, d,onc dI se réd'uit ù, wn'
prol,ynome d,e d,egré n-"7. gtør rapport ù, u*u.

3. - Revenons à notre problème. Si les périodes {b4 ¡ tb2 Sonß

dépendantes il existe deux nombres entiers p ø1 q. tels que ol : ?(Ðr

lo2:etù et on voit toute do suito que Ia fonction /(ø) vériflo l'équation'

^i: 
0. Dans co cas les polynomes Ps, Q, eoincident en une infinité'

ilo points et par conséquont sont identiques. Nous laissons de côter

ce cas.

Supposons donc que les périodes a4 t @z sont indépendantes (a).-

L'ensemblo dos points poi,t|.4ri,z, p,8 étant.des ontiers¡ ost alorspar,-
tout dense sur I'axe réel.

Supposons maintonant que la fonction /(ø) soit bornée en un
point øt, ce qui revient à tliro qu'elle est bornée dans un intervalle
contenant le point ø'. Il existe alors deux suites inflnies et non-bor-
nées de nombres entiers

Ft¡Pzr,..rVr¡,,"
Qt ¡ 4z t.'. )ÇIvt ,..

tellos que

Pvur*Qvtûz--> ¡t - s
V -> co.

L i r.,.:l ..:, r ., i

où A¡ sont dos polynomes dépendant seulement de ula et sont do,ì

dçgré m-7, As, Ar,...,An-r étant de tlegré égal à lour indico.
Supposons maintenant que pour n-4. taleurs 4¡ ¡ a.2, , ;., ø¿-¡ dor

la oonstante u lo polynome P(w, a) resto borné pour zf u:ø. On voit.

im¡eA,iafmelrt, {}g.nou1'ges valeurs fes coefficients Ao, Ar , . . . {2,-a
doivent's'annulêr.t'Il en rélulte -goe , 

' 
,

: .. ,P(wr'u)- (u+r-or)(wtu-ø2) . . .(uto-øn_1) (b¡wn-t T
*b¡u"-z¡ lb,-,)* Az,-2. '

De (4) résulte alors quo le polynomø P(u, u) doit être borné^
pow w{a:e¿t-s. La fonction étant bornée en un point ellel'est en
m-l points. Il en résulte que le polynome P(w, a) se réduitàun.poly-
nome de d,egré n-I par rapport à" ulu. La tonction /(ø) colncitle,
donc sur los points u*pu1lqo¿ t þ¡ I - 0. t 4., + 2r.. . avec un'r

polynomo de degré n-L. Bn particulier, on a

ü,,+q,,:0,
quels que soient les entiors p et q.. Nous avons done la propriété"
suivante 2 -

Bi, les péri,od,es ot r tù2 sont ind,égtend,øntes, si, l,u fonction f(nj'

, (a) Les nombres ol t .D2 sont intlépendants lorsque l'égalité-
Iot I 4,r) : 0 ne peut être satisfaite en nombres entiers p .etr q, que 

- Á¡i

?:q:0. Il faut et il suffit donc que le rapport des nombres o¡ ¡ o2 EoiÈ.

irrationnel.

ì

I
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DÉFINITION IIONCTIONNELLE D'UN POLYNOME

I

a¡f(rl'i¡¡r):Q,

I
øér,i,fie les équøtions fonctionnelles

' aI': o' L'l':o
.ct. esil bornéa en un po,i,nt, on ø øussi 

..

Ll,,+q,,:o
'powr üonte ua,lewr ile n et quels qwe soient les enti,ers p et q.

si la fonction ntest bornée en aucun point la propriété peut ns
pas être vraie. Par exemplo la fonction qui est égale à pq en un point
'de la forme þ\ * q.,z et est nulle partout ailleurs vérifie bien lb
.systèmo

, i AI,:0, LTr=0 @)a)
'rnais on a en général

^n -L,., , ir,+qrr# o.

4. - Nous sommes dans les conditions du cas précédent si /(ø)est contÍnue en un point ø'. Dans ce cas p(w, u) tlépenrl seulemeni
d.e u* u øi tous ces polynomos doivent coTncider au point ø,, Ces
polynomes étant de degrê ,-l on peut énoncer la propriete suivante :

Si, les périod,es u1, Lù2 s,rùt i,nd,épend,øntes, si ti ¡onctton f(r)uéri_
/íe les équøti,ons fonctionnelles

ÃI,:0, 
^:,:0et est continue em m gto'inrs, elle se réd,uit à, un polynorned,ed,egrén-4.,

La propriété peut no pas êtro vraie si /(ø) est supposée être
continuo en moins do n points. par exempre la fonction quì prend les
valours de r en tout point de ra forme pu¡t*g', et est nullo partout
'ailleurs est bien continue pour #:Q, vérifìe les équations lf, - 0,

iä:0, n-) 4. o[ pourtant ne se réduit pas à un polynome. On peut
d'ailleurs donner d'autres exomples de cette naturo.

, 
U. - Considérons l'équation plus générale

.(5) ) o,f(*+ih):s
C:O

,où les ø¡ sont des constanies. Nous pouvons supposer øo*0, on#O
et que lo premier membre de l'équation caractéristique

F(z)=qo+ øØ+ ,... tØnzn:e

:. lu réduit pas à un polynomo par rapport à une puissance entière
)Idez.

^î 
-- 0.

, P'our une équation d'ordr.e h on,a

F(1)=F'('t): t..,t:F$-tt({)=Q ptr.l(4)*0. ; , l

si l'éguation (5) resre vérifiée, avec res mêmes, constantes ø¡;llorsqu'on remplace h par mh, m:2, B, . .., on peut trouver un entiorr tel quo I'on ait

'(6) Lit:o.

'quo cette équation reste vérifìée aussi quand on remplac. ¿,par mh'oÌtìl'entier positif ræ prend un certain nornbre de valeurs telles que la
.réduction à Ja forme (6) soit possible.

' Cette propriété a d'ailleurs lieu sans la ¡estriction jmposéel à Ia
substitution de h par m/r. Autrement dit elle a Iieu en pr.;;;;";;
ør la seulo valeur l.

6. Comme généralisation duptob,èmerétudié nôus nou, nronoron"'d'examiner le système

ll'1

,i:0
(7)

1Êo;J.j','il:;jjai 'J.jri.r.l .! , '1Í j r ': j i:r i

_ (s) Tln. Popovlclu ,^gøf
Xtolynomes", Mathematica 

't. 
X

.de se rapporter à ce t'ravail.

cer lø'i;ps, é qy,gti7.n¡' fonctio nnelle s d,é finissant dçs,
(193õ), þ.'"i07+Zl1. Nous prions le lecteur

iLi
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formé par des équations de degré mt, mz et d'ordre lq , ltz, rospecr-
tivement. Les périodes, c'est' à-dire les nombres o¡ , o2, sont supposés
indépendants. Le nombre n - max. (n, , nz) sera appolé Ie d,egré d,w

système'(7) et le nombro k,:min. (h, kz) l'ord,re d,e ce systèm¿. Poun'
fxer les idées nous supposolìs que *: k1 < k2. ,'.

On voit jmmédiatement qu'on 'peut trouver deux entiers 11 , rv1,:

tels quo

(B) AT,,,:0, ATn,r=O

en pOsant o'¡-ftot , atz:øza2. Les nombres <,1'1 , to'2 SoIìt encore idé-
pendants et nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:

Sd tes périod,es ai ¡ a2 sont i,nd,égtendantes, si lø foncti,otn f(n) uéri-
fie le système d,'équa,tions foncti,onnelles

DÊFINITION FONC?IO]VNELLD D'T]N POLYNOME 7\''

x:o X:O

d,e ilegré n, d,'ord,re Ic et est cont'inue en m poi,nts, el,le se réd,ui,t ù, un.

Ttolynome de deyyré k-t.
On peut so domander si on no pourrait pas réduiro lo nom-

bre dos points de continuité de la fonclion tel que les conclusions res-
tont les mêmes. En particulier, la continuité en k points seulement
suffit-elle pour en conclure que la fonction se réduit à un polynome?'

Nous allons démontrer ',qrl'il, en est bien q,insi,

?. - Les équations (8) nous montrent que si on donne à ø une
valeur fixe et si la fonction /(ø) est supposée bornée en un pointr,
ello so réduit sur les poinls n * pa't * q^'r, p, e:0, + 4, + 2,,..
à un polynome do degré n-1. En particulier, pour un ø donné, lìa

fonction se réduit sur les points ø*sô¡ *put't* qr', ,p,t e=0, + 1, t 2r--
à un polynome R'(ø) de degré n-{. Nous avons ainsi r¡ polynomes.
R'(ø) qui peuvent être distincts, mais on a toujours R"(ø):ftr,(ø) sü.

s:s' (mod. ?'1).

La fonctions Í(u) vérifìe, par hypothèse, la relation

?1,1

pour une infini'té d'e uuleurs d,e n. ll en résulto immédiatement quo les .

égalités (9) sont vérifiées ,id,entiquernent en r. Le polynome R" (ø) satis,
fait donc à une équation rle la forme (5) et d'oráro /c. Il u" ,¿."1t. qo"
las polynomes R¡(ø) sont d,e deqrë lc-I.

De même, pour un ø donné, la fonction se réduit sur res Foints,h*eaz*pa'r*q.r'r, p, e:A, + 4., !2,.,. à un polynomo S"(à) ¿e
degré n-1. Nous avons ainsi 12 porynomes s, (ø) qui peuvent êtro
distincts, mais on a toujours Sr(ø):5r,1r) si s:s, (mod, r). Or, nous.
avons aussi, pour chaque s,

ftl

)ais"(r¡i,,r',¡: g

¿=:0

pour une infìnité de valeurs de ø. Il en résulte quelespolynomes s"(ø),
sont auss'i, d,è d,egré k-1.

La propriété énoncée au No 6 rosto donc vraie si on suppose que
lø fonction f(n) est continue seulement en lc ytoints. Dans ce cas en effet
tous los polynomes Rr(ø), Sr(ø) coTnciclent.

En particulier, nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Si, l,es périod,es al l @2 so',t i,nd,épend,øntei, si,la foncti,on f(u)uérifie,

les équations fonchonnelles
nt tu2

)ø,f(ntima,):Q, )U,fl*+ima):e1,:0 ¿:0
rn-:L, 2,. . ,

d,'orilre h et est continue en, h gtoints, el,l,e se réd,ui,t òr, un gtolynome d,e .

degré k-I:

8. - La restrÍction relative à la substitution de h par mh dani,
(5) est essentielle.

Considérons le système

f(n) + f(n + a 1)-f(n ¡2r,)-f(r* Sora) = g({0)
f(n) * f (ø * roù- f(n + 2r¡,2)- f(rc l8o2) :'Q

qui est de degré 3 et d'ordre 4. Définissons la fonetion de la manière .

suivante: Elle est égalo à fr en un point de la formo ?or*qoz orlr
p, q sont d'e rnême pari'té, est égale à" - n en un point de la forme..
þut*gaz où F, g soot d'e pari,té d,ifférente et est nulle partout ailleurs.

cette fonction est continue au point fr:0t mais olle no se réduit
pas à un polynome et n'est pas une solution du système (10) à notre.
sens. Au coniraire cetto fonction vérifio les deun àquati,on's (i0) seutes.-

'll'1 lt2

)o, l{*+;or):0, )U, f@*ito2)-g

) øtf (n+'iro'a):0
t:o

nous avons donc, pour chaquo s,
rL¡ :

)aiR,(ø+ior'¡)- 0
x:o
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:Cetto:mêmo exemple nous montro que parmi les valeurs do m il faut
rnécessairement quo flgure r. Dans co cas en effet on peut prondre
r1:r2:f et on voit que le système (8) est une conséquence des deux
équations (10)

It y a des cas partÌculiers ou on poút beaueorip diminuer le
, nombros des valeurs à prendre potr rn.

Remarquons que /(ø) vérifie ì'équation tlo degré ø où au lieu
do' /¿ nous avons rh et ll'équation carãctéristique est G(ø):0, avec

G(a'):F'(ø)tr'(oz), r. ., F(ør-rø)
'.q. étant uno r.acine primitive d'ordre r do I'unité.

Il on résulte que si toutes les racines de l'équation earactéristique
F(ø):g sont des racines d'ordre r de I'unité l'équation (6) esú unecon-

.séqwgnce d,e l,a seule é.qwa,ti,on (5).' Nous pouvons donc énoncor la proposition suivante :

La lgnction f(r¡, uéri,fi,ønt les trois équøti,ons fonctionnelles

:-ì
E['['DCTO QUE PRODUCE UN CAMPO MAGNÉTrCO EN EL.

MOVIMIENTO ESTACIONARIO DE UN PLANETA
EN LA MI]CANICA EINSTENIANA

i

por

Godofretlo Garcin
Prof. Universirlad Lima Peru,

ø¡f(r*iu1):0,
tL1

øif(nli,rltir):Q,
lr2

)b,f(n*mr))

31 Enero 1985.

sea 0z la dirección del iampo magnético. y u la velocidad dot
planeta perpendicular á¡ oz en virtud del teorema de L.lnnon podro-
mos oscribir

(1) ,: 1ë- 2 tt,¡c'

La fórmula dol potencial debida ar profesor Tur,r,ro Lnvl clvrr¡. que os .

on segunda aproximación para ol caso

'd=0 Z:0 t,= 0

,d'ordre k (lc:fu 3 kz), se réd,ui,t ìr, un polynorne cle d,egré h-l si,

10. Les périod,es at, az sont i,ndépend,antes,
20. Toutes les røci,nes d,e l,'éqwati,on cøru,ctéristique as{.a,&* , ., .

,... *enrz,':O sont d,es ra,cines d,,ordre r d,e l,uni,té, et towtesl,es raci,nes
d,e l,'équation bolbp* ... ! bn"znz=Q sont d,es racines d,'un certain
ordre de l,'unité.
' 30. La, foncti,on est continue en k points

Si on considère le système formé par Ia première of la troisième
équation.(avoc rn:L seulement) la propriété reste vraie si

lo et 20 sont uérifi,ées

30 Ln foncti,on est continue en n po,ints, n étant le d,egrá d,w
;svstèrne. 

,. ,

(2) u-:('*ry)T-iff
Teniendo en cuenta el movimionte del sistema de referoncja cuya velo-
cidad angular esta oxpresada por la (l) se podra escribir la ecuación,
de J¿.cosr en la forma siguiente :

(s) u#* 
*,[[#)'* h(ä]'*,-ä[#J'* 2",,?o]-

-'l r+41\ c')
I-rL'tt 3 1t21l,tt

0..,rcz r'
Como esta ecuación no contieno explicitamente el tiempo, ni la,.

longitud podremos escribir (ol tiempo t*=qt)
(4) ,. S=W0J-S'+S,-E*, , 

ì

.:,-r,.;;,¿ iJ.ilì ,a,;i.j, r.


