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1. — Soit f{x) une fonction uniforme de la variable réelle z et
<considérons sa différence d’ordre n

n
ap=agfia) = (1Y 7] flotin)
=0
Lorsque f(#) est un polynome de degré n—1(!) on a A} =0Q
-quels que soient « et h. Réciproquement on sait que si I'on a A7 =0
pour tout’zx et pour tout &, la fonction f{x), sous des hypothéses d’ail-
leurs assez générales, se réduit & un polynome de degré n—1 (2).
Dans son cours fait & I'Université de Cluj en Mai 1985 d'abord
et dans une note des C. R. ensuite, M, Paur MoNTEL a démontré la
propriété suivante (3):
Toute fonction continue dune vamable réelle vérifiant les équations

fonctionnelles
(1) AZ,I = 0, A:, =0

relatives & deux périodes wy, w, dont le rapport est irrationnel est un
polynome de degré n—1, . . 7 ap i G

() Nous disons qu'un polynome, est de degré = lorsque son degré”
»effectzf est au, plug: égal & n;

; (2) Voir: TH, AngHELUTZA ,Sur une équalion fonctionnelle camctémsant
«les polynomes“ Mathematlcat VI (1932), p. 1—17., TiBERIU PoPOVIGIU S’ur
-‘guelques propriétés des fonctions d'une et de deux vamables réelles”. Mathe-.,
«matica t, VI (1984), p. 1—85, sp. p 5T. ' s

3) Paur MoNTEL. ,Sur, un théoréme de Jacomi“ G, R. Acad, Se. Pans

. 201 (1985), p, 586,
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M. PauL MonTEL a également remarqué que dans le cas n=1 la:
continuité enun seul point suffit pour pouvoir affirmer que Ja fonction se-
réduit & une constante. Dans la suite nous allons étendre ce résultat-
au systéme général (1).

Remarquons que si la fonction f(x) vérifie I’équation Ay = 0 pour-
wn & donné elle se réduit & un polynome de degré n—1 sur les points:
@quidistants @, x+h, £+2h,... et ceci pour toute valeur de x. Il ens

résulte qu’on a aussi Apy = 0 quel que soit I'entier p.

2. — Supposons maintenant que la fonction f(z) vérifie le sys=
ttwme (1), wy, w, étant deux nombres réels (les périodes) donnés. Nous::
Avons

A, @+ poi+ gog)= 0

. Prenons pour z et ¢ des valeurs fixes. On voit qu'il existe una
polynome Py(u) de degré n—1 par rapport a u tel que

0) f(@+pwi4-quwy) = Py (x +pa+ quws)
p=0,+1, +2,...

De méme, en supposant # et p fixes on voit qu’il existe un poly--
nome Qp(v) de degré n—1 par rapport a v tel que

3) flx+powi+quwy) = Qp(x+pu>:+qwz)
g=0, +1, +2,..

De (2) et (3) on en déduit qu'on peut trouver un polynome P(u, v)x
de deux variables » et v de degré n—1 par rapport a chacune de ces-
variables et tel que pour un - _donne on ait

) _ f(x+pw,+go)2) = P(pwy, quy).
" Le polynome P(u, v) peut s’écrire sous la forme suivante
2n—-2

P(u, v)= 2 Apn—ag—m!
1=0

~ ou A; sont des polynomes dépendant seulement de u+v et sont de-
degré n—1, Ao, :A(,..., Ay 6tant de degré égal a leur indice.
Supposons mamtenant que pour n—1 valeurs A1y U, .ie,Bpog des
la  constante « lo polynome P(w, 'v) reste borné pour u+4v=a. On voit:
lmmedlatement que “pour’ ces valeurs les coefﬁments Ao, Ay > .Azn-—&
doivent s’annuler, Il en' résulte que

- Plu, v)= (ut-v—a;) (u 4 v—ay) . .. (u+v+an_1) (bou"_‘ +
o 24, L, Dna) T+ Agn-s
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Pour que ce polynome ait la forme demandée il faut que
by=by=,..., = by—y=0 et on voit alors qu'on a la propriété suivante =

Si le polynome P(u, v) reste borné pour n—1 valeurs de utv it
reste borné pour toute valeur donnée de w--v, done il se réduit 4 un:
polynome de degré n—1 par rapport & u-tv.

3. — Revenons & notre probléme. Si les périodes @y, ®; sont
dependantes il existe deux nombres entiers p et q tels que wy= po,
wy=gw et on voit toute de suite que la fonction f(x) vérifie équation:
A = 0. Dans ce cas les polynomes Py, Q, coincident en une infinité:
de points et par conséquent sont identiques. Nous laissons de coOté:
ce cas. ‘

Supposons donc que les périodes w,, w, sont indépendantes (9).
L’ensemble des points pws+quwy, p, ¢ étant des entiers, est alors par—
tout dense sur ’axe réel.

Supposons maintenant que la fonction f(#) soit bernée en unm
point «/, ece qui revient 4 dire quelle est bornée dans un intervalle
contenant le point #'. Il existe alors deux suites infinies et non-bor-
nées de nombres entiers

PryP2seeesPryses

Q1’QZ;-'-,QV,...
telles que

!
pvw]+un)2—‘) xr — &
y = w0,

De (4) résulte alors que le polynome P(u, v) doit étre borné:
pour u-v =x'—ax. La fonction étant bornée en un point elle 'est em
n—1 points. Il en résulte que Je polynome P(u, v) se réduit & un poly~
nome de degré n—1 par rapport & u-wv. La tonction f(x) cotncide:
done sur les points z-+pw;tqw,, p, ¢=0. + 1, £ 2,... avee unv
polynome de degré n—4. En particulier, on a ‘
Azw1+qwz = O’
quels que soient les entiers p et ¢. Nous avons donc la propriété-
suivante : . |
Si les périodes w;, wy sont indépendantes, si la fonction f(x)

() Les nombres o;, wp sont indépendants lorsque légahté'
po; + gu, =0 ne peut élre satisfaite en nombres entiers p et q-que i
p=4q=0. Il faut et il suffit donc que le rapport des nombres w;, @, soit
irrationnel,
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wérifie les égquations fonctionmelles
-1 n n__
A, =0, A,=0

et est bornée en un point, on @ aussi

AN
prl'l' Qua = 0
‘pour toute valeur de x et quels que soient les entiers p et ¢q. =

Si la fonction n’est bornée en aucun point la propriété peut ne
pas étre vraie. Par exemple la fonction qui est égale a pg en un point
de la forme pw; + quw, et est nulle partout ailleurs vérifie bien ia
Systéme

Ar=0, A'=0 (n> 1)

(AT w2
‘fnais -on a en. général
n
pr1+9wz :': 0.

1 4. — Nous sommes dans les conditions du cas précédent si f(x)

est continue en un point #'. Dans ce cas P(u, v) dépend seulement

de u -+ v et tous ces polynomes doivent coincider au point x’. Ces

polynomes étant de degré n—1 on peut énoncer la propriété suivante ;
81 les périodes oy, wy sont indépendantes, si la fonetion f(x) vére-

fie les équations fonctionnelles

A, =0, A" -=0

Wi
et est continue en n points, elle se réduit & un polynome de degré n—1.
La propriété peut ne pas &tre vraie si f(x) est supposée étre
continue en moins de # points. Par exemple la fonetion qui prend les
valeurs de x en tout point de la forme pw4+gqwy et est nulle partout

al. 5 1 B L, . 3 . w
ailleurs est bien continue pour =0, vérifie les équations a4, =0,

A?,B:O, n> 1 et pourtant ne se réduit pas & un polynome. On peut
d’ailleurs donner d’autres exemples de cette nature.

5. — Considérons I’équation plus générala
) D aif(wtih) =0
=0

et que le premier membre de I'équation caractéristique
' F(z)=a0+a1z+,...,anz"=0

ol les a; sont des constantes. Nous pouvons supposer a3+ 0, a.3=0
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e se réduit pas & un polynome par rapport une puissance entiére
> 1 de z : " ,
Nous disons que 1'équation (5) est de degré n. Si 1l est une racine
‘d’ordre % de multiplicité de 1’squation caractéristique nous disons que
l'équation (5) est d'ordre k. Si F(1) &= 0 I'équation est d’ordre 0. Une
<€quation d’ordre et de degré n est nécessairement de la forme

AZ = 0,
Pour une équation d’ordre % on: a v PO
F) =F(1)=, ..., =F&(1)=0, FO)1) = 0.

Si I'équation (5) reste vérifie, avee les mémes: constantes. a;;
dorsqu’on remplace h par mh, m=2, 3,.. ., On peut trouver un entier
r tel que l'on ait '

(6) A, =0.

Des propriétés de 'équation (5) résulte dailleurs qu’iil suffit de
jprendre pour m seulement un certain nombre fini de valeurs. Ces valeurs,
parmi lesquelles » existe toujours, sont indiquées par la maniére dont
‘on obtient 1'équation (6) et que nous avons précisé dans un autre tra-
vail(5). On peut choisir ces valeurs m d'une infinité de maniéred.
Dans la suite quand nous écrivons une équation (5) il est sous-entendu
‘que cette équation reste vérifiée aussi quand on remplace & par mh oil
‘lentier positif m prend un certain nombre de valeurs telles que la
réduction a Ja forme (6) soit possible.

Le nombre 7 étant fixe, on vérifie immédiatement que toute solu-
‘tion polynomiale de I’6quation) (5) est nécessairement un polynome
arbitraire de degré &—1 (si k=0 toute solution de ceite nature est
identiquement nulle). R Rl

Cette propriété a d’ailleurs lieu sans la restriction imposée 4 la
substitution de A par mh. Autrement dit elle a lieu en prenant pour
m la seule -valeur 1. wiflfrhey ' LB

6. Comme généralisation du prob'éme: étudié nous nous proposons
-d’examiner le systéme

(@) Dlaif(@+iv) =0, Sbif(at+ivg)=0
=0 EQIpHID g 0 [ Jin g

(%) TiB. Popovictu , Sur certaines fquations- fonctionnelles définissant des.

Holynomes”, Mathematica t. X (1935), p. 19 ~~211. Nous prions le lecteur
e se rapporter & ce fravail,
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formé par des équations de degré ny, my et d’ordre %y, %y, respec
tivement. Les périodes, c’est a-dire les nombres wy, w;, sont supposés-
indépendants. Le nombre == max. (n,, np) sera appelé le degré du
systéme “(7) et le nombre =min. (k;, ky) Uordre de ce systéme. Pour-
fixer les idées nous supposons que k¥ =k = kj. ik

On voit immédiatement qu’on ‘peut trouver deux entiers 7y, 7j-
tels que

(8) Ay =0, Ay,=0

en posant o', =rw;, w'y=nrw,. Les nombres w’;, 0> sont encore idé-
pendants et nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

St les périodes wy, wy sont indépendantes, si la fonction f(z) véri-
fie le systéme d'équations fonctionnelles :

n Ny
St fatiog=0, St fla-Fiv)=0
1=0

=0

de degré n, dordre k et est continue en n poinis, elle se réduit & un-
polynome de degré k—1.

On peut se demander si on ne pourrait pas réduire le nom-
bre des points de continuité de la fonciion tel que les conclusions res-
tent les mémes. En particulier, la continuité en k points seulement
suffit-elle pour en conclure que la fonction se réduit & un polynome ?’

Nous allons démoutrer qu’sl en est bien ainsi.

7. — Les équations (8) nous montrent que si on donne & 2 une
valeur fixe et si la fonction f(x) est supposée bornée en un pointy.
elle se réduit sur les points # + po'y + qu's, », ¢=0, + 1, + 2,..,
a4 un polynome de degré n—1. En particulier, pour un x donné, la
fonction se réduit sur les points x+s®;+po’ 4 qu's ,p, ¢=0, £ 1, 4 2,...
2 un polynome Rs(x) de degré n—1. Nous avons ainsi »; polynomes.
Rs(x) qui peuvent élre distincts, mais on a toujours Rs(x)=Rs (%) sk
s=s" (mod. ry).

La fonctions f(x) vérifie, par hypothése, la relation

7
2 aif (x+iw’y)=0
A=W < '
nous avons done, pour chaque s,
ny - -
) DlaiRs (z+i01)=0
; ' =l = i 2
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pour une infinité de valeurs de x. Il en résulte immédiatement que les-
égalités (9) sont veérifiées identiguement en . Le polynome Rg(x) satis-
fait donc 4 une équation de la forme (5) et d’ordre %. Il en résulte que -
les polynomes Rs(wx) sont de degré k—1.,

De méme, pour un # donné, la fonction se réduit sur les points -
Z+swy+po’iFqus, p, 4=0, +1, +2,... & un polynome. S;(x) de.
degré m—1. Nous avons ainsi r, polynomes S () qui peuvent étre
distincts, mais on a toujours Ss(%)=Sy(x) si s=¢ (mod. 73). Or, nous -
avons aussi, pour chaque s,

7

DlaSs(w4in’y)=0

1=0
pour une infinité de valeurs de z. Il en résulte que les polynomes S;(z)~
sont aussi de degré k—1.

La propriété énoncée au N° 6 reste donc vraie si on suppose que
la fonction f(x) est comtinue seulement en I points. Dans ce cas en effet-
tous les polynomes Rs(x), Ss(#) coincident.

En particulier, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

8 les périodes wy, wy sont indépendantes, si la fonction fl@) vérifie -
les équations fomctionnelles

ny L] :
2@, fle4-imw,)=0, 2(),- f(@ 4 imin,)=0
=0 1=0
m=—=1, 2,...
d'ordre k et est continue en k points, elle se réduit & un polynome de -
degré k—1.

8. — La restriction relative & la substitution de h par mh dans:
(5) est essentielle.
Considérons le systéme

f@)+ f(@+ 0 )—f(@ 4 20,)— f(z + 30,) =0
f(@) + (20 + wp)—f( 4 2w5)—fe0+Buwz) =0

qui est de degré 3 et d’ordre 1. Définissons la fonction de la maniére -
suivante: Elle est égale & % en un point de la forme P+ quwy otk
P, q sont de méme parité, est égale & —x en un point de la forme-
pos+-qup ou p, g sont de parité différente et est nulle partout ailleurs.

Cette fonction est continue au point 2 =0, mais elle ne se réduit
pas a un polynome et n’est pas une solution du systéme (10) a notre-
sens. Au conlraire celte fonction vérifie les deux Squations (10) seules-~

(10)
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Cette’ meme exemple nous montre que parml les valeurs de m 1l faut
‘mécessairement que figuré r. Dans ce cas en effei on peut prendre
“#=r=2 et on voit que le systéme (8) est une congdquence des deux
équations (10).

Il y a des cas particuliers o on peut beaucoup d1m1nuer le
'nombres des valeurs & prendre pour m.

Remarquons que f(») vérifie I’équation . de degré » oit au lieu
de’h nous avons rh et !l'équation caractéristique est G(z)=0, avec
G(s")=F(2)F(a2) , .. ., Far~12)

- étant une racine primitive d’ordre » de l'unité.

Il en résulte que si toutes les racines de I'équation caractéristique
F(2)=0 sont des racines d’ordre » de 1'unité I’dquation (6) est une con-
-Séquence de la seule équation (5).

) Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

La fonction f(z), vérifiant les trois équations fonctionnelles

My 7y Ny
2“:‘ flac +iw)=0, Ea; H@ +1rwi)=0, Eb,- fac+103))
i=0

9==0 1=0

dordre k (k=ky = ky), se réduit & un polynome de degré k—1 si
10, Les périodes wy, wy sont tndépendantes.
20. Toutes les racines de Véquation caractéristique agtaz-+ .

« Fanzm=0 sont des racines d’ordre r de Punité et toutes les racines
de Péquation by+big+ ...+ byzm=0 sont des racines d'un certain
ordre de Uunité.

‘ 8% La fonction est continue en k points,
Si on considére le systéme formé par la premiére et la troisiéme
-équation (avec m=1 seulement) la propriété reste vraie si
: 10 et 20 somt vérifides
3% La fonction est continue en n points, n étant le degré du
:systéme.



