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1.. - Soit t:lla*ll un déÍerminant à éléments réols et d'ordre z¿--

D'après le théorème, bien connu, ite ltl. J. H^lolulnD on a¡

n

l^lr<II
:1 ),

IUIAXIMU M D' U N,D:ETE NM/N AN T ztg,

r.nous montrent qu'un ehoix convenable de Ia formo F permet, dans
certains cas, do donner, par la ,formulo (2), uno limitation meilloure quo
.oolle do M. J. ['IlolmÀRD, pour la valeur absolue du déterminant.

2. - En particulier, nous portons 'notro attention sur Ia for-
^mule (l-). Nous atlons supposer que les ø¡k soient tous )0 ot nous
,'allons montror qu'on peut alors abaissor le facteur'(nn dans le socond
mombre de la formule (1). On pout évidemment prendre M :1 pour
',les démonstrations et,notre problème peut alors s'énoncer de la ma-

'nière suivante:
Détermàner la forme F qui,, sous l,'hypothèse 01øn4.1, d,onne, em

,générø\,, l,a mei,Ileure lirnitøl,ion (2).
On voit tout do suite qu'il faut pour eela résoudre cet autre

rproblème:
Détermi,ner la forme'qua,d,røtique Ð, dé/ìnie posi,tiue,' d,e d,étermi,-

"mant õ, d,e rna,nière que

F frn
,(3)

n

'soi,t le pl,us peti,t çtossi,ble.
La fonction F(ør, æz¡..., frn) est convexe au sens de Jnxser.t,

'on a donc

,, (+, ry, ..., rY)<|tar,,, nz, ..., nn) rF(ø,r, n'2,.,.,n' n)1,

:pourvu c¡ue lø1*n"'l*lnz-n'z'l +...+ lrn-æ'n l) 0, On sait alors
.quo, dans le domaine (convexe) 01r¿11, elle ne pout atteindre son
maximum que sur la frontière. La fonction étant ù, forti,ori, convoxe

rpar rapport à chaqus groupe de variables, on en conclut que

o$?årF 
(*t, Qr, . . ., æn)

'.me peut être atleint que si nt,üz¡...1û2 sont tous égaun ù 0 ow l.
,Ce maximum est donc égal .à I'un des 2¿ nombres qu'on obtient en
..remplaçant dans F toutes les varia,bles Ø, par 0 ou 1. La valeur est 0
,poür tr¡:Øz:,.,-frn:O of on peut donc la laissor de côté; les au-
;,tres se partagent alors en ?¿ -groupes. Le /¿èmo groupo do valeurs est

,formé par les (Tr) nombres qu'on obtient en donnant à m-lcf I tles

"variables la valeur 1 ot aux autros b-L vatiables la valeur 0. Lu
{mgyqnne arithmétique des nombres du /¿èm' groupe est þgale 4

2
at*

t'

max
0<æ¡51 l/t

donc

(1) lal<Vn*ttt,

Soit F' :F (q ¡ fr2,.,., û,) :

sl | ø,r. [( M:

2 ",-frt'frt< 
vnØ forme quadratiquo"

l¡k:l
tléfinie poÈitive. Considérant Ia transformaljon linéaire qui ramène F'

à sa formo eanonique 2 *?, on trouve immédiaternent que

IIF (øir r ctri2¡...,aiî)
i: l

(r)

(2) lal2s o

où ð est le déterminant de la forme F. L'inégalité (2) n'est d'ailleurs
qu'une conséquence do celle de M, J. Iïnn¡u¡.no. Des exemples simples

1t¡ On obtient cette formule en multipliant le déterminant ligne par
ligne par un déterminant quelconque d'ordre n et # 0.

D'une manière plus générale, F(n1 , n2,,..,*,r) étant une forme her--

mitienne défìnie positive, de déterrninarrt ò , on a

(Jalera¡ absolue de ll ø¡.ll)z I

n

lI F (ø¡1, et2¡... ., aín)
J- lr

Ò

pour un dé,terrninant l[ ,,', ll ¿,éléments, réels ou complexes quelconques.;-
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(4) (n-k+t) + (n-k)(n-k+1')

n

å',',,0i,ß:l .

n(n-l\

enconvenantdetlésignerpu*)' un. sommation où les valeurs i:k'
sont oxclues. 

i'tt:t

3. * Pour trouvor le minimum de I'expression (3) it suffit ite"

consid,érer seulememt d,es lorrnes F symétriques pa,r ra2tport auæ uariables^-

Cotto propriété résultera du lomme suivant: '

n

Lemmo. Si ta lorme quøilratique F:>
àrk:

tiae, sà õ est son déterrninant et si, \ est, le d'éterrninønt de la fortnø-
quøilr ati qu e sy m étri que

signos) tle ð, il faut pour le maximum Que

*':^' ?*:þ' i'i'lc:L'2""'ft' j+k'
n

n

donc quo

(ó) Cnn C*:C,,n, (i+li, i'+k').

Il faut donc que la formo actjointe et, par conséquent, quo la forme elle

même soit sYmétrique.
commo lo maximum doit nécessairement exister of comme, d'autre

part, le systèmo (5) n',a quo la seule solution G,.les propriétés on ré-

sultent (e).

Théorème I. Bi la forme F m'est ytas sytnétrique onpteut comslruire

une autre forme potn l,aquette le mombre (3) eoi't Ttlus peti't'

La forme G construite plus haut répond à la question. ceci ré-

sulte immédiatement des faits que (4) est une moyenne arithmétique,

que cette expression est la mêmo pour la forme G et quo le lemme

est démontré.

,t

c v2z-

cikßtfrk est définiè posi,-
I

-:.(å "?)*o(à_^.,"-)
oôc

m n

2'u
d:l

n

m nGT
on ai
- 10, Lø forrne G est définì,e posi,l,i'ue,' 

20. ô i'ô, , l"égalité n;étønt- ytossible qae s'i F= G, ilonc si F ¿súr-

symétriquc.
Le déterminant ô est une fonction des coeffìcients ert (iI est unn

Bolynome en c¡¡). Supposons que ces coefficients varient de manière que-

la forme reste définie positive et que

tt fl

)ca:A-const,' 2rf:[f : const.

, t:l lrk=L

Le domaind do variation des c,¡ est alsrs ouvert et évidern¡nent borné.

Sur la frontière do ce domaine è devient nul (z), Le maximum de ö;

ost donc attoint à I'intérieur et on llobtient . en appliquant les règles'

du calcul diflérentiel. Si nous désignons par C,¡ les mineurs (avec leurs"

(2) Les c¡¡ doivent rester positifs. O¡ a aussi c¡¡,c¡¡ -c?r) 0 .donc le-
domainê est bien borné. La frontière oorrespond évidemment aux formes quir
sont seulement positives.

4. - Supposons maintenant que F >
i--l i,lt:l

2"?t

,D:c

(a) La propriété 10 du lemme peut aussi e'établir directement' On peut

'' t*
toujours écrire c¡¿ - ),n,rn*, oÌr les nombres réels ø¡¡ sont tels que le dé-

i:l
terminant ll a* ll # 0. Nous avons alors

Jtfùnm

j -t r,,k:l
n a¡t'tkl n

G: i:l
n 2-?+

i ==l
n(n-l) )'*'*r-

i,h:t

: ¡L,*-t¡å l'-', (å'ù (å', *(,ä-'¡' "r)(,ä',.''ì l -
-'f)tlr 

*(atr ut* qztæz|''' f qnt *ò2f
t :i:l

la somme !r étant étendue aux n ! permutations des variables fit¡ tZ, ., ' , æn.

une propriété analogue a lieu pour les formes Ìrermiliennes définies po-

sitives.



216 TIB. ÞOPOVICIU XIA XIMUIIL D' U N DDTERIITIN AN T 2tT

et nous.avons clonc te(a)

. Thóorèms II. Br l':

symétrique. Nous avons 5 = [1-(zr,-1) ].1 ( t + l)n-t ., pour que Ia folme

soit définie positive.il faut que -1 < À < :m-l
ConÀid¿ron. les nombres

N¡ (À) : tr[¡' -- (n-h + ¡1 -(":-Ð l''

n

) r'-t >.LJ a-¿
i:l l,lt:

fr¡r* .est défr,ni,e þosi,ti,ue on a
I

I
I

n(n 1-2)
n m patl

yð

'max
l'-: k<n

min max F\frt,fr2, ,.rr,,) -
-r(r{ * 

o="t=t y;

4
n

(?? + l)n-l
Nous devons déterminer )' tel qr¡e Nr soit le ¡rlus petit

possible. Nous avons

(6) Nn-Nr,, 
=(krk)

zl impair

t-(2n-lt-lcr+ 1)À

et ce mi,nimum est atteint pou, )t= L
m

ó. - Revenant au déterminant A, nous pouvons énoncer le

'Ihéorème IlI. Bi tous les é|émenls d,w d,éterrnì'nant L:llanllsont
non né,gøtifs et aur plus égauæ ù, M, on a

i,i
,et on voit tout de suite quo N¡ ) Nr, si kr ) li, Ic+ ht:n* 2'; donc il

suffÌt rle considérer les nombre. iV,, ¿:1,2,...,[Tl*1, en désignunt't¿l'
'þar [ø] Ie plus grand entier comprir dans a, Si nous posons Àc=-1,
-. I 1

\,:ñ=), r[oJ+ r:,;j, Ia folmule (6) nous montro alors q' e

max N¡:N¡ dlns l'intervallo (ll-r, l¡), 'i,:1r2, ,,lil*t.
1<ltSn.

It resto à exaniner N¡ dans I'intervalle (À'-1, 11). Désignons par

N,þ (l) l¿ dérivée d+ N¿ pa,r' rapport à Ì, débarassée d'un facteur qui

,resto posi[if dans I'intervalle (lr-l , Ìi). Nous avons

I

)
I

t

u
nn (nl-2)n
4n (n+l)n-l lvln n patl

.{9) A

/(r-l IX- nn"
2n

n'tmpau.

Ni (r¡ : I(n-z)(n-i) * n-tl' \-(n -i)"

Pour que l'égalité ait lieu dans (9) il faut:
1o. que l'égalité ait lieu clans (2), qui proviont de I'inégalité de

.M. 
H¡.orr,rnnr.

20, que parmi les élémonts C'uno ligno (oo d'une colonne)

'úns Ø¡2,...,q,h m- [fJ t"i."t égaux à 1(à M) et les autres soientet on voit que Ni(\¡)(0 pour ,i>lil, donc,pouli- 1,2,.. ,lilt
.égaux à 0.

La conrlition 10 s'éerit(i) mln
(Ài-r , rr)

N¿(l):Ni(Ir): ("-i)(n-i.*1\

ll (n-2i, ¡ 7)(zn - ¿i ¡ t¡'- r

Lrrrsque , =lfl fl, on u *ill*,(^tïl) ) 0 si z¿ est pair et 2,,,
t:l

*l+]*, (#) = n si r¿ ost imp.air, donc dans l'intervallo 
[^[o"l ,å] ' ,qui, en tenant compte de. la

"A"t de la con{ition 20, dovien

formo spéciale de la formo F

t

.1
m

f

)

ì

t

n(n12)
n 7?, paî

*r, = (n -[ä])t,' o¡r .

(8) min ll¡nl+,=NFJ+,(;): 4v (rz* 1)n;t ,(10) ("*i)
n

lt@+rY+- r¿ rmparr. ronp ose Zi:n dans le se rnem de folm )on
4 -vérifie facilement que la dérivée .par . 

rapport
rmparr on a

à æ de cette expiession est

On trouve faeilement que (8) est plus petit que les nombes (i)
,rpositive pour ø ) 0. ¡Pour n encore à vérifier I'inégalité
:2 (ralL)(n¡2¡n-r ( (r¿'t 3.)'(t¿ Þ 1), ce quil est immétliat'
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Le promier membre de (10) est un multiple de n'$1, il faut !onc'
qtJø m soit de la forme n- p-L. Dans ce cas la condition 20 et les

égalités (10) sont nécessaires et suffisantes pour {ue le déterminant.

soit maximisant. _par exemple pour ??:3,7,1L 'nous avons les détermi*

N¡.: (n-ktl)Mz¡ (þ-l)mz

yt
l(¡t-lt)t@-k* l)Mz -t- 2{c - l)(n-k + I )Mm *(tc - 1)(k-2)ìn2 I

nants maximisants yt
1111000 La formule (6) devient

(6') N¿- N¡,- (k yk)(M-mrM*m-Í(2n-tc-h!t)M*(k*þL!Þl¡ l

yt
et on voit encore que Nr, ) Nr, si Èl ) k, hlltt:,u¡Z.

Dans co cas il faut poser l,e:-l, À¡: îGffiM,,
1

^[uu.]*t: n - L et on aura encoro

1100110
r10
101
011

1010101
100r01t
0110011
0luI101
0011110

lil*'
1

1

1

1

I
1

0

0

0

0

0

1111100000
1100011r00

max Nr:N¿ dans I'intervalle (Àr.-r , 1a), i- 7 r 2, , , . ,
tSk<n
L'oxpression Nä (l) deviont

1010010011
Ni (r) : {(n, - i, + Ðl(lr,-Z)(n- i,) t n- I I Mz 4 2( ù- L)(n - i + L',(n-2\M m ¡

+ (t-1) Í("-2) (o-2)+n-rl*rl ).-(n-i,)(n-iI t¡¡lz.

-2(i,- l)(n-d + I ) Mm- (i'-L)þ-Z) rnz'

et tout dépend du signe de cette fonction de À dans llinforvalle.
(l¿-r , l,r). Nous pouvons écrire

0101001011
00 t Q r0 t I l0
0001110101
110u t 00 t Nl (rt¡: M-m

l("- ¿ + L,l- Zi,z * (3n ] 2)i, - nz - n- 1l (M - ',.) 
tn--4 + 1,- 7)m'

1011001t01 ¡ 2(n- i, * 1 ) [( 2æ - 1 ) ;- nz](M- m)m + n(n- 1)(2i - t t - l) mzl .

7. - Supposons, on particulior, que rn) 0.' On voit alors que
1001ll l0 0

01110t0110
Nî(l¿)(0 pour O 

=lil 
et il est maintenant pqrmis d'écrire encoro.01101r1001

les formulos (7), qui deviennent
qui sont égaux, en valeur absolue, à, 2, 25r 2.30 respoctivement. (7',) min Nr(1,):N¿(Ìr)-

(M-m n-i*l 1

(À¿-¡, À¿)
n¡11 '

ti. - 0n peut se poser Ie problèmo plus général de chercher Iæ

meilleure limitation en supposant que les éléments d¡* du dételminant
soiont compris entro dèux nombres rn etM, rn 1M, 0n peut supposer'

M > 0, -M < m 1M, sans restreindre la généralité. Nous pouvons^

résoudre ce problème en suivant la même voio quo plus haut, mais.
il est à remarquer quô les résultats sont, en général, plus compliqués-

Il suffìt encoro de considérer seulement des formes F symétriques"
par rapport aux variables, Les nombres Nr deviennent

pour i: l,2,,,.rlil .

Si I'on pose n-2i:ü,, o\ vérifìe aisément que la dérivée du"
second membre de (?'¡ est positive pour ø ) 0. Le plus petit parmiL
les nombres (7') est donc

(1r) n(M - m)l(n + 2)M2 - (n - 2)rnzl
pour ?¿ palr

n

al(ttt-n)[(n *l)M*(z¿-I)m)n-r
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M [(m-l-lXn +3)l\l rL- q
Ð

pour /¿ rmpalr. tions 10 et 20 il faut que p>ä. Nous pouvons dqnc affirmerjqus pour'

n :4, 6, 8 it n'y a sûrement pas do détorminaats maximisants'

ßemarque. Le cas m :2 fait exception. Dans co cas le déterminafit

lirnl nout otro maximisanr. l faut et iI suffit pour cera quo

M - 1r + |/T)*.

g. - Le cas otì n est impair est plus intéressant' Dans co cas

Nl;.1+,(^¡".,)(0 e[ lo minimum est donné par la racine do l'équation'

"(12) n

4Vz(M-rn)|(n*2)M+ (n-2)ml"-r

8. - Supposons d'abord qtJe n soit pair. Nous trouvons alors

'que N[.1.]+t (lg.l ) 0 et le minimum cherché est égal 'à

'*glf 
, ã+#ùll aont la valeur numérique est (11), clonc

Théorème IY. Si, tous les éléTnents du d,éterrni,nønt A= llø¡rc||,

d,'ord,re ptair n, s()nt com[)ris entre deux mombres posùtifs m et NI)rn, ll¡;1+i(Ì):0 qui est égale à
'On q'

lal<
V

-tn n* t': (ru* 1)UI2f 2(z* l)M
4"1(n+ L + l'1.'l n(nlL)Mz +2(n *7 'n- Z¡Mm¡(r¡z-ïn!

Pour quo l'égalité ait lieu il faut
1 que

Co minimum est égal à

Nþ1+r(À'):
(n' * L)(ttt - n )2i @ * 1 ) NI* (zr' - 1 )z¿12

+t

)oro^,:i:t
nz(M+ nx i+ k. 4V@+ I)(NI-m)'z [(r¿+ f)M+ (n-I)m!zn-z

4 (n *(n

2 q'rg parmi les élément¡ d'qne ligne (ou colonno) fr soient
qiii est effectivement plus petit que (12)(5)' Nous avons donc le

Théorème Y . Si totts les éIéments d,u rlétermi,nønt Ã :'lla,ull tl'ord're

impai,r n, sont cornTtris enlre deuæ nom'bres posr,ti'f s m, et M) nt', on a"
-égaux 'à M et fi' esaux u rn.

f,

, La $omme ) ati Øta¡ ast de la formo pMz4(ra-2p) NIm* þ\n?'=
j:r

,-p(M-m)2lnMm,, oir p ost un entier positif (le cas É:0 ostéviclem-
,ment à oxclure si m ) 2). Nous trouvons facilomont

lal<
(n*L (M-rn¡n"r [(n *1)M* (n-I)m].

2n

Pour que l'égalité puisse avoir lieu il faut

10 que
it (,r*1)Mz -l2(,¡ * 1 )Mm * (n-ï)rnz

u :ilt - (M*rn)z
I

\r4
i:t

A,¿¡ An¡ = 4
(M-rm) za*1)NI*(ra-

20 que parmi les éléments d'uns ligne (ou colonne)

égaux à M et les autres Ç esuu* a *.

n*l
,- sotent

''On tloit donc avoir p <i-. D'autre part onpeuttoujours écrire les deux
+

,,prornières lignes d'trn déterminant maximisant sous la formo

nn
,2 Dans ce cas la somme ) att ant est de Ia formo p M2 +

j:t
* (n-Zp, ! 1 ) M rn * (|r - l)mz-- ¡i1lt - ^)? 

* (nI l)Mm-m?, 1t éIant un e n ri er -M M... M M ... M rn nN... rn rn,,, n?

M M ...\I rn .., rn M M ... M rn .,, rn (5) Sous la forme

l,n r L)(n¡3) Mz-(m-l)@-Ð! lrt- 2 [(r*l)Mt("=r)',ù'--
| çru ¡ t¡çw-@ I' ("f t ¡1u-r4[ (n ¡ 2)M] (n-

revient à I'inégalité élémentaire de Bnnrvour,r,l.

p n
2

p

,"ot pour qu'on puisso placer une troisième ligne vérifìant les condi-

-(n-Z)tn
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e positif. On trouve faciloment lt :+ ot il faut donc qae n soit de

,.la formo n:Ap-L Lo résultat ost le même que dans Ie cas m:0.
D'ailleurs lo fait qu'un déterminant est maximisant ne dépend pas de
M et al¿.

_ _ Remørqwe finø\,e, Nous avons voulu montror simplemont quolques
, conséquonces élémentaires de la formule (2). Il rostorait à démontrer
¡l'oxistence de détorminants maximisants de tout ordre de la forme
n- p-L. Lorsquo m n'est pas de cette forme le problème de maximum

'¡no peut êtro résolu par la formulo (2) (tout au moins pour n-:4p-B
.,et pour n:4, 6, 8).

LES INVARTANTS DE DEUX EQUATTONS AUX
DIru'ÉRENTIELLES TOTAI-,ES DE CI-..ASSE SIX

par

G. Vl'ðnceanu
Professeur à I'Université de Cernäufi.

Reçue le 16 lévrier l.ç3?
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I

Dans un autre Mémoiro(l) nous avons détorminé les invariants,
par une transformation de contact, d'uno équation aux dérivées partioìfos

du second ordre, à caractéristiquos distinctos et du seeond oftlre

(1) F(r,A, ztP,Q,r, s, ú):0,
en géométrisant le systèmo aux difiérontiolles totáIes, de trois équations.

dans sept variablos, associé à cette équation

(s)

I

t
I
I

dst -dz-þdr-qily-Q ,

(la2:ilp-rcfu-sd,y: Q ,

dal: ilq-sdr -tttry -0 ,

où les dérivées du seeond ordre 4 s, ú de la fonetiòn z, sont con'

sidéréos eomms fonctions de æ, y, z, P, Q of de deux variables nou-

velles ø,Þ satisflaisant à l'équatíon (L). Dire quo les caractéristiquos
,do l'équation aux dérivées partielles (1) sont distinctes signifÌ0, qq'en

.considérant les covariants bilinéairos du système S

[sl:)lst-dòsl:0 (mod. ds,, ¿62, ilos)
Aao:6¿qn-dõa"--f "(dn, ily,d'u, du) (æ-1,2)

,on peut toujours prendre au lieu des équations d,oz, il,a3, dont les

¿ovariants dans S sont, on général, de rang qr1atre, de'¡x do leurs combi-

naisons il,s :ûnila2tbilct(a,:L,2), de-façln que los covariants Asl, Asz

,(morl. il,st, d,s}, ¿sr) soient de rang cleux. Cola fait, los deux systèmes

S¡ (dst : ds2 :0) , Sz (dst : dsa-O)

(r) G, VRÀNcEAru, La géométrisation des équations aux dérisées partielles du

'ge:ontl otdce, Jowrnal, ile Møthéneøtiquet puræ et appl'iquéee, 1937.

(z) En. Gooesu, Le problème dc Bäehlun'd, Ménori'il, des Sc' llalk. ['. tV, 1925'


