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1. — Soit A = [lak| un déterminant & éléments réels et d’ordre n..
D’aprés le théoréme, bien connu, de M. J. HApamarD on a

<t (e

donc
1) |al<Vnn M s |an]| < M.
i -
Soit F=F (21, Xg,... %) = 2 cik 212, une forme quadratique:
k=1
définie positive. Considérant la transformation linéaire qui raméne F*
n

a sa forme canoniquez a?, on trouve immédiatement que
e 0
.HF(au, @iz 5 s ooy Din)
@) la|z<= s ’
ol & est le déterminant de la forme F. L’inégalité (2) n’est d’ailleurs:
qu'une conséquence de celle de M. J. Hapamarp. Des exemples simples-:

(') On obtient cette formule en multipliant le déterminant ligne par-
ligne par un déterminant quelconque d’ordre n et == 0.

D'une maniére plus générale, ¥ (2, @5, ..., 2,) étant une forme her-
mitienne définie positive, de détecminant &, on a

n
nmr (a/il s 42,00 - a/in)
(valeur absolue de | ai| 2 < =L 5

pour un déterminant || @y || & éléments. réels. ou complexes guelconques:.
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mous montrent qu'un choix convenable de la forme F permet, dans
certains cas, de donner, par la formule (2), une limitation meilleure que

-celle de M. J. Hapamarp, pour la valeur absolue du déterminant.

2. — En particulier, nous portons ‘notre attention sur la for-
‘mule (1). Nous allons supposer que les ax soient tous >0 et nous
-allons montrer qu'on peut alors abaisser le facteur V" dans le second
membre de la formule (1), On peut évidemment prendre M =1 pour
les démonstrations et notre probléme peut alors s’énoncer de la ma-
niére suivante:

Déterminer la forme F qui, sous Uhypothése 0 < au < 1, donne, en
général, la meilleure limitation (2).

On voit tout de suite qu’il faut pour cela résoudre cet autre
probléme :

Déterminer la forme quadratique F, définie positive, de détermi-
nant 8, de maniére que

«3) AT 11@’_‘*"2_:_'_--_1. @n)

0=xi=1 VB
:s0it le plus petit possible.
La fonction ¥ (4, %y, ..., ®a) est convexe au sens de JENsEN,
.on a donc
) a:,-l—ac', m2+£L‘/2 x,,-l-vc n
F 9 ’ 2 2latts

;pourva que | #—x’ l|—|—|x2—x2| +.. .4 [ @n—2m| > 0. On sait alors
.que, dans le domaine (convexe) 0 <#;<<1, elle ne peut atteindre son
maximum que sur la frontiere. La fonction étant @ fortiori convexe
spar rapport a chaque groupe de variables, on en conclut que

<3 [F(xbe) ~;xn)+F(xlax2’° ,w")l

max F(xh xZ; Lady 413 xﬂ)
0=w;=1"
‘me peut &ire atleint que si xy, Xz, ..., % sont tous égauxr & 0 ou 1.
«Ce maximum est done égal .4 l'un des 27 nombres qu’on obtient en
.remplacant dans F toutes les variables @; par 0 ou 1. La valeur est 0
pour @y=,=...=x,=0 et on peut donc la laisser de coté; les au-
ires se partagent alors en n groupes. Le %®™® groupe de valeurs est

{formé par les (ZJ nombres qvu"‘on obtient en donnant & n—k+1 des

"variables la valeur 1 et aux autres k—1 variables la valeur 0. La
anoyenne arithmétique des nombres du k°Mm® groupe est égale &
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: Zcu 1 zjc.fk
4) (n—k+ 1) =—+4 (n—k)(n— k+1)( 0

n

, _ y _
en convenant de désignerparz une sommation ou les valeurs i1=k:
) 1,k=1 .

sont exclues.

8. — Pour trouver le minimum de lexpression (3) il suffit de-
considérer seulement des formes F symétriques par mpport aux vamables.
Cette propriété résultera du lemme suivant :

Lemme. St la forme quadratique F =201k X1 est définie post=
t,k=1
tive, si O est som déterminant et si 3, est le délerminant de la forme:
quadratique symélrique

G= C(Z' )—l—D(Zw,xk

=1 1,k=1
o
n
z;b‘u 2; Chk
Cmi=! k=1
n n('n»——l)
on a:

19, La forme G est définie positive.

90, 5<3;, Végalité n’étant possible que si. I‘——G done si F est:
symétrique.

Le déterminant 3 est une fonction des coefﬁclents e (il est um
polynome en cx). Supposons que ces coefficients varient de maniére que-
la forme reste définie positive et que

n
2 ca=A=const., 2 Cik = B = const.
=1 , k=1

Le domaine de variation des ¢y est alors ouvert et évidernment borné.
Sur la frontiere de ce domaine & devient nul (2. Le maximum de &
est donc atteint & lintérieur et on l'obtient . en appliquant les régles
du calcul différentiel. Si nous désignons par C, les mineurs (avec leurs-

" (®) Les ¢j doivent rester positifs. On a aussi cycx —cik > 0 -donc le-
domaine est bien borné, La froiitiére correspond évidemment aux formes quis
sont seulement positives,
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signes) de 3, il faut pour le maximum gue

% . 03 .
a—cd=)‘7 ac’ =P, 1’7],/6'—12 oy Ny J:':k':
donec que
(%) C1=Cp2="1..=Cim, Cu=Crx (iFFk, V=EE).

Il faut donc que la forme adjointe et, par conséquent, que la forme elle

meme soit symétrique.
Comme le maximum doit nécessairement exister et comme, d’autre

part, le systéme (5) n’a que la seule solution G, les propriétés en ré-
sultent (3).

Théoréme L Si la forme F n’est pas symétrique on peut conslruire
une autre forme powr laquelle le mombre (8) soit plus petit.

La forme G construite plus haut répond & la question. Ceci ré-
sulte immédiatement des faits que (4) est une moyenne arithmétique,
que cette expression est la méme pour la forme G et que le lemme
est démontré.

4. — Supposons maintenant que F= 2 x; —12 xixy soit

i=1 B,hk=1

(3) La propriété 19 du lemme peut aussi s'établir directement. On peut
n

toujours écrire oy = Ea,jak; ou Jes nombres réels «; sont tels que le dé-

j=1
terminant || & | 4= 0. Nous avons alors
” "
?

2;:;“/ n :;2“’71/{/ n
j—-lz—-l +j==|1..lc=l V,x-x Y

T = 1T e k=

= n(n—1) =

o S SIE E -

= ”—Z [ (o 24-+ az/xz‘l' vort Gy x")z]
=l '
la somme X* étant étendue aux n ! permutations des variables 2y, &3, .. ., Zn.
Une propriété analogue a lieu pour les formes hermitiennes définies po-
sitives.
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symétrique. Nous avons &=[1—(n—1)A] (L4 2A)""" et pour que la forme

soit définie positive- il faut que —1 <A < n——}—l =K

Considérons les nombres

k)X
Ny () =Ni= (n— lc+1) (" WL
]/5
Nous devons déterminer A tel que -max N soit le plus petit
12 k=n
uposmble Nous avons ]
—(2n—k— 701-1-1)7& -

9(6) Nkl = (ki—k) 3I77 n_

V&
et on voit tout de suite que N1<> Nk1 si by >k, k-t k,-—n+2 donc il
sufﬁt de consuderer les norbres N;, z——l 2, { ]-1-1 en des1gnant

par [a] le plus grand entier compris dans «. Si-nous posons Aye=—1,

1
: Q(n"—i)’ )“[2,]4_1 g la formule (6) notuis montre alors q e

max Ni==N; dans Uintervalle (A\i—t, A1), 1=1,2,..., l§l+].
1=k=n
Il raste & examiner N; dans l'intervalle (A._i, A;). Désignons par
Nf (A) 11 dérivée d> N; par rapport & A, débarassée d’'un facteur qui
reste positif dans l'intervalle (-, A;). Nous avons

| N Q) =[(n—2)(n—1i)+n—1] \—(n—i)

I dAo:né pour i=1,2, ..., [gl,

ot on Yoit que' NI (Ar)'< 0" pout klg-
(n—1) (n—i4+1)

{7) min N;(Q)=N;(\) =
(Ni—1,\) V(n—2i+l)(2'n-—2i+.l)"“
Lorsque 4 = [g}—l—l, on a N’fn_]+l O‘['L]) > 0 si n est pair et

. 1 ' 1
N[ ]+1 ( ) 0sin est 1mpa1r, donc dans lintervalle (X[n_],m);

2

‘ n(n+2) :
V 7 pair
W 1 4 Y1)
l (GRS n impair.

On trouve facilement que (8) est plus petit que les nombes (7)

-
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ot nous avons done le (%)

Théoréme II. Si ¥ —2 x ——12 Tixk est deﬁme posztwe on a

=1 3,k=1

n(n4-2) 3
=T n pair

4 Yin+ 1)

min max 1o (%1, x2", xn)
1 0=a=1 = =
n—1 e - l I”r(n---l**')*‘l n impair
4
et ce minimum est atleint pour A:% .

5. — Revenant au déterminant A, nous pouvons énoncer le

Théordme ILI. Si tous les éléments du déterminant A= || aw|| sont
non négatifs et aux plus égaux o M, on a

[ V'n," (BRI M 7 pair
Al =

47 (n--1)"1
€9) |

n impair,

Vit 1yt
l o

Pour que !'égalité ait lieu dans (9) il faut:

1° que 1'égalité ait lien dans (2), qui provient de I'inégalité de
‘M. HapaMaRD.

20, que parmi les éléments d’une ligne (ou d’une colonne)
Bit s Bizyeony Bn N — [g] soient égaux a 1 (& M) et les autres soient
~égaux a 0.

La condition 10 s’écrit

n

“kj 3F(u y alz,...,a,n) :. O,: izlzk

> 0 ij
J=i

.....

“°t de la, eondmon 20 dev1ent

| n

(10) (n1) Za,; ay = (n _[5.
J=!

) Si on pose n—2i=z dans le second memhle de la fmmule( ) on

-vérifie facilement que la dérivée par rapport 4 'z de cette expression est

:positive pour @ > (. : Pour % impair on 'a ‘encore & vérifier l'inégalité

)2,"' il

"2 (m4-1)(n4-2)1~1 < (' f-8)" (0 > 1), ce qui’ est immédiat.
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Le premier membre de (10) est un multiple de n-+1, il faut donc:
que n soit de la forme n=4p—1. Dans ce cas la condition 20 et les
égalités (10) sont nécessaires et suffisantes pour que le déterminant.
soit maximisant. Par exemple pour n=3,7,11 nous avons les détermi-

nants maximisants \

1111000

171 .00 0L 21410

110 1010101
1 01 1001011
0o 1 1 §0 10 S0E0 L
Ouelndiintloy o 0 et

0011110 |
11111100000
10 1500 50™ 0 wlf 41y IR10 10
11010010011
10101001011
14000k s 1010 21 kg0
TAPOIND 0 11T 1 s L QU H IO
01 10wu 1l 00 1 L 1
U0 k) T e R
01 0O0T1 111010
08 Opeilow 11Y0 5SRO BT ()
0 011011 0 1

gui sont égaux, en valeur absolue, & 2, £5 2.36 respectivement.

6. — On peut se poser le probléme plus général de chercher Ia
meilleure limitation en supposant que les éléments ax du délerminant

soient compris entre deux nombres m et M, m <M, On peut supposer:

M> 0, —M <m <M, sans restreindre la généralité. Nous pouvons.
résoudre ce probléme en suivant la méme voie que plus haut, mais.
il est & remarquer que les résultats sont, en général, plus compliqués..

1l suffit encore de considérer seulement des formes F symétriques.
par rapport aux variables. Les nombres N, deviennent
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Now (R DM2 (e 1ym?
k= T —

¥z _
__[(n—k)n—E+1)M? + 2k —1)(n—k+ 1)Mm+-(k—1)(k—2)m? 3

s
) Motm—[@n—le— -+ DM+ (- o—Bmla.
Vs

et on voit encore que N> Ny, si ky >k, k+Eh=n+2.
M+m

s

La formule (6) devient

(6") Ng— Ny =(1—E)(M—m

Dans cle cas il faut poser lo=%1, A= Sn—OM+2G—1)m ;
l[z] I et on aura encore

max Nx=N; dans Pintervalle (A:-1, A:), ¢=1,2,..., rl]+1.

1=k=n 2

L’expression Ni (1) devient
Nt () ={(n—i+ D[(n—2)(n—15)+n—1] M2+ 2(i—1)(n—i 4 1)}(n—2)Mm +
+ (—1) [(n—2) G—2) +n—1] m?} A—(n—i)(n—i+ 1)M2:
—20—1)(n—i+1) Mm— (i—1)(1—2) m2-
et tout dépend du signe de cette fonction de A dans [lintervalle-
(Ai-1, A:). Nous pouvons écrire

u )=2(n—4;141:7;(i— i3 {04 L 208 (Bt 2t - 1 (M) +

4 2(n—i+ D @n—1)i—nM—m)m -+ n(n—1)Zi—n—1m2} .

7. — Supposons, en particulier, que m>0. On voit alors que
N? (%) <0 pour ¢ < lgl et il est maintenant permis d'écrire encore-

les formules (7), qui deviennent
— — ) — ) 2_— ; -’.__ 2

(imy, M) Y (M—m)(n—2i+ D[(@n—2i+1)M+(2zi— I)m]~1
pour i=1,2,..., lgl 5

Si Pon pose n—2i=wx, on vérifie aisément que la dérivée du-
second membre de (7°) est positive pour > 0. Le plus petit parmis
les nombres (7’) est donc -

n(M—m)[(n+ 2)M>—(n—2)m?]
4YM—m)[(n+ )M+ (n—ym]r="

(11)

pour 7 pair
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(M —m)[(n—l— 1)(n+ 8)M2—(n—1)(n— 8)m?]

+(12) pour n impair.

4 V2 —m)[(n-+2)M + (n—2)m]"!

8. — Supposons d’abord que = soit pair. Nous trouvons alors
que N[] (l[ ]> 0 et le minimum cherché est égal ‘&
; F)

EN ( - M+4m
[2]41 \nM+(n—2)m
Théordme IV. Si tous les éléments du déterminant A= |au|,
dordre pair m, sont compris entre deux nombres posilifs m et M > m,
0N

) dont la valeur numérique est (11), donc

1Al < Vm(’M—m)n--l [(n+ 2)M—(n—2)m]"
47 [(n+ )M+ (n—Lpm]*1

Pour que I'égalité ait lieu il faut
1 que

n

s = n2(M +m)3 2
J‘_-Z‘ Ayj Arej '—4 [(n+1)M+(n _1)m] K3 :!: k.

2 que parmi les éléments d’une ligne (ou cdlonne) g soient

-6gaux a4 M et g égaux & m.
”n
La somme 2 ai; ar; est de la forme pM24-(n—2p) Mm -+ pm?=
=1

-=w(M—m)2+nMm, ot p est un entier positif (le cas p=0 est évidem-
ment 2 exclure si »>> 2). Nous trouvons facilement

U 1_3[1 13 (M+m)?
W= 21T (M) [ DM+ (e—1)m]
“On doit done avoir p < -+ D’autre part on peut toujours écrire les deux

Jprermiéres llgnes d’un détermmant maximisant sous la forme

n n

MM..MM.. Mmm...mm...m

MM..Mm..mMM..Mm...m
i n

g b

~ot pour qu'on puisse placer une troisiéme ligne vérifiant les condi-
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tions 10 et 20 il faut que p,>-7é Nous pouvons donc affirmer que pour:

n=4, 6, 8 il n'y a sarement pas de déterminaats maximisants.
Rémarque. Le cas n =2 fait exception. Dans ce cas le déterminant.

peut &tre maximisant. Il faut et il suffit pour cela que

Mm
[ m 3 [peut
M=+ )2)m.

9. — Le cas ol n est impair est plus intéressant. Dans ce cas-
Nf"]-ﬂ()”[" ]) <0 et le minimum est donné par la racine de I’équation,
oy .:2" -2" | z Ly N V 4 !
Nr,z,__]+i(l)=0 qui est égale &

e (u+ HM2+2(n+ 1)Mm—-(n—38)m?
= T DM2 4 2(n + 1)(n—2)Mm + (02— 3n - dJm?

Ce minimum est égal 2
—m)l L 2
L
f 4 Vn+ 1) (M—m)? [(n+ DM + (n— L)m 22

qui est effectivement plus petit que (12) (%), Nous avons donc le
Théoreme V. Si tous les éléments du déterminant A ={|aw || d’ordre
impair n, sont compris entre deux nombres posilifs m et M>m, on a.

1Al V("J;”' (M—my=! [+ DM+ (n—1)m]
Pour que I'égalité puisse avoir lieu il faut
19 que
é (14 1)M2+-2(1-1)Mm + (n—8)m?
Qi Ay = 4

j=1

20 que parmi les éléments d’une ligne (ou colonne)—il soient

égaux & M et les autres - égaux a m.

2

Dans ce cas la somme 2 ay ax; est de la forme p M2 -

: . =
4 (n—2p + DM+ (p —1)m2=p(M —m)2+ (n-4-1)Mm—m?, p étant un entier-

(5) Sous la forme

(n t L)(n+ 3) M2—(@m—1)(n—38)12 |n 2 [(n4-1)M+4(n—1)m]?.
(n4 DY(M—m)[(n 4 2)M 4 (n—2)m] (n+ 1)(M—m)[(n 4 2)M--(n-

revient & l'inégalité élémentaire de BERNOULLI
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«positif. On trouve facilement p ____"%1; et il faut donc que » soit de

+la forme n=4p—1. Le résultat est le méme que dans le cas m =0.
D'ailleurs le fait qu'un déterminant est maximisant ne dépend pas de
M ot m, :

__ Remarque finale. Nous avons voulu montrer simplement quelques
- conséquences élémentaires de la formule (2). Il resterait 3 démontrer
i existence de déterminants maximisants de tout ordre de la forme

n=4p—1. Lorsque »n n'est pas de cette forme le probléme de maximum
'me peut étre résolu par la formule (2) (tout au moins pour n—4p—3
et pour n=4, 6, 8).



