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Considérons la chainette

y:% (ea+e—;) 7

On sait que le centre de gravité d’un arc quelconque AB a
la méme abscisse que le point de concours des tangentes aux
extrémités A et B (1).

Dans ce travail nous allons démontrer d’abord que cette
propriété est caractéristique pour la chainette et nous allons donner
ensuite une géréralisation en considérant des courbes matérielles
non homogenes. :

1. Nous allons résoudre le probleme suivant:

Déterminer une courbe représentée par Uéquation

y=rf®)
de facon que le centre de gravité d'un arc quelconque AB de la
courbe, ait la méme abscisse que le point de concours des tan—
gentes aux extrémilés de Pare AB.

Désignons par x; et x les
équations des tangentes en A et B étant

Y —f(x) = (o) X—21)
Y —f ) = f() (X —2x3),
I'abscisse du point de concours T de ces tangentes est
N [ﬂf' (‘71)_.}(‘(’71)]_[‘;1]’ (wy)—/f (5] X
' S o) =" ()

() P. APPELL, Traité de Méeanique Rationnelle. Tome premier 5e édition p. 170,

abscisses des points A, B. Les

(1)
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D’autre part, Pabscisse du centre de gravité de 'arc AB est
4

Neirma
(2) e
\ V1 4-F"2x) d

4

En égalant les seconds membres des formules (1) et (2),
nous avons P'équation fonctionnelle du probléeme

Xy

B) xSl ][ S () —f () S VT f7w) dae

L
th

=1/ )= ) \ = VT .

Pour intégrer cette équation nous allons dériver deux fois
de suite, d’abord par rapport a wx, et ensuite par rapport a «x .
Nous obtenons I'équation -

(o —2,) (@) YT 20) = (3, — ) /(%) YT/ %w,)

qui doit étre vérifiée quelles que soient les valeurs de x, et x,.
Nous déduisons que

(4) i), .1

@

a étant une comnstante.
[intégrale générale de I'équation (4) est

v

fey=5 (A(F+ eh Z) +B

ou A et B sont deux constantes arbitraires,
En posant

Xo
a

A=e , B=y,, flx)=y

nous avons

J=fu="3|*# +C’.

et par suite la chainelte est la seule solution de notre probleme.
2, Nous allons généraliser maintenant le probleme précédent
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en cherchant une courbe représentée par Péquation

y=Jf(x)
telle que le centre de gravité d'un arc AB quelconque de la courbe
supposé non homogéne, la densité en chaque point étant une Jonc—
tion donnée p(x, v, y') de la position du point et de Uinclinaison
de la tangente, ait la méme abscisse que le point de concours des
tangentes aux extrémités de Uarc AB.
En reprenant les calculs précédents, 'équation fonctionnelle
du probleme est
.

(3) S ) — @]l f ) —f ()} \ o VTH/7®) du

.\=

—[f(x)—f" (2] & paJ1+4+/%x)dx=0.

Fin dérivant cette éqution d’abord par rapport a x, et en—
suite par rapport a x,, on est conduit a I’équation différentielle
- .

ol @ est une constante.

Il est facile de voir que dans les cas ou p est une fonction
seulement de x, ou de y, ou de y’, I'intégration de celle équation
différentielle se ramene a des quadratures.

Nous allons étudier quelques propriétés de la courbe y= fix)
dans le cas ou p est une fonction seulement de x, et donner
quelques exemples dans le cas ol p est une fonction de y ou de y".

3. Supposons que p soit une fonction de x. Ln intégrant

©)

I'équation
(7) F )
Iy &
on obtient
i\ o) de

A=A
olt A est une constante arbitraire.
On déduit que

l S o(x)dx =
. 1

a
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En intégrant encore une fois, on obtient

X

xA %S p(.‘\‘) dx 1 == _i.s P(.‘l‘) (fl

¥ = [é—e : —5% ¢ ,clx—l—B.
Xy
En posant
- % S plx) dx
A=ce ) B= Yo
Péquation de la courbe intégrale est
{ ’ % (P(l) dx - i— \.p(.r‘ dx ‘
J/“J’o:? 18 o —e tm ]dx.

¥y

Cette courbe généralise la chainette au point de vue de la
propriété du centre de gravité que nous avons énoncé au début
de ce travail. Mais elle généralise la chalnette aussi & un autre
point de vue.

I'ransportons I'origine des axes au point de coordonnées (x,, y,)
et désignons ensuite par M, et M les points dont les abscisses sont
0 et x. Calculons la masse de Parc M, M.

Nous avons
_ dM = p 1y dx
mais
1 g o(x) dx L S.P () dx
e
il 2 e
de sorte que
1 £ g pladdr g i
dM:§[e i +e A Jp(x)dx.
En intégrant on obtient
Nowar -1 o)ar
M = % [e = T
ou bien
M = ay’

Pour donner une interprétation de la constante « prenons
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sur la tangente en M a la courbe dirigée dans le sens de larc
MM,, le segment

NP _ Masse de arc MM
" densité en M,

et par le point P menons une perpendiculaire a MP qui rencontre
la perpendiculaire menée par M sur Ox, en P,. La longueur de
PP, est

G PPy = —
Cette formule montre une propriété géométrique de la courbe
représentée par I'équation (8) et donne en méme lemps une inter-

prétation de la constante a.
En effet désignons par A langle que fait la tangente PM

avec Ox. Nous avons

1y
PP, = MP cotg l:ﬂﬁj:g .
ey Po
Nous pouvons donner aussi une construction simple du rayon
de courbure en M qui est donné par la formule ;
1 - J/”
R (1T+y™%

Tenant compte de l'équation différentielle (7) de la courbe
nous ayons

i:ﬁcos?l.
a

Mais si nous désignons par P, I'intersection de la normals en
M a la courbe avec la parallele a Ox menée par P, nous avons
~ MP, PP a
1 e, SO s _
 cosA cos?A  p,cos*A

de sorte que

(10) R = MP,
P
De cette formule il résulte une construction simple du rayon

de courbure.
Les formules (9) et (10) contiennent dans le cas particulier

p = const., des propriétés classiques de la chainette,
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4. Donnons maintenant quelques exemples dans le cas ol la
densité p est fonction de y ou de a7l
1. Les fonctions

(11) W ipe i LB
yHcos 2 ' s sh )2

etant des intégrales de Péquation différentielle

”

—Lﬂ == 2’}’
YRR
il résulte que le centre de gravité d'un arc quelconque AB des
courbes représentées par les équations (11), supposées non homo-
genes, la densité en chaque point étant proportionnelle a y, a
méme abscisse que le point de concours des tangentes en A et B,
2° La fonction

(12) = lR-’_?
etant une intégrale de I'équation différentielle

o et I

T

il résulte que le centre de gravité d’un arc quelconque AB du
cercle représenté par I'équation (12), supposé non homogene, la

densité en chaque point étant proportionnelle 4 — , a la méme

abscisse que le point de concours des tangentes en A et B.
39, La courbe
; ¥ = R (6—sin 0)
{ X
) =R (1 —cos0)

6étant une courbe intégrale de I'dquation différentielle

” 2
e C

il résulte que le centre de gravité d’un arc quelconque de la

cycloide représentée par les équations (13), supposée non homo-
3

gene la densité en chaque point étant proportionnelle a ygzﬁ, ala
méme abscisse que le point de concours des tangentes en A et B.
4% La courbe (13) étant aussi une intégrale de I'équation

différentielle

1
¥



(16)
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que mous pouvons €crire sous la la forme

/” ‘l ) (')i
==y

i R

il résulte que le centre de gravité d’un arc quelconque AB de la
supposé non homogene la densité en chaque point

cycloide (13),

ot « est 'angle de la tangente avec

étant proportionneﬂe a ;

cosu
Ox, a la méme abscisse que le point de concours des tangentes
en A et B.

50, La fonction
@

(I 4) V_'V = g x=

¢tant une intégrale de Iéquation diflérentielle
J/” i

il résulte que le centre de gravité d’un arc quelconque AB de la
q g | 1

parabole (14), supposée non homogene, la densité en chaque point

étant proportionnelle a cosu, ol u est Pangle de la tangente avec Ow,

a la méme abscisse que le point de concours des tangentes en AetB.
5. Pour finir nous allons montrer que la méthode d’intégra-
tion de Péquation fonctionnelle (5) peut étre appliquée a une
classe d’équations fonctionnelles plus geénerale.
Remarquons d’abord qu’on'peut écrire I'équation fonctionnelle
(5) sous la forme suivante

X,

| e+ S0 || fet e | o fof ) VT =00

*y

Posons pour abréger
S} =24
i) =y

et désignons par (@, %,¥1,Y , yen=1) la somme '

(x-—x1)2'l71

i )
it ,1—1_3’1 4+t @l i

L’équation tonctionnelle
*3

[fP(“’:xl ' J1 5.3/1 a---aJ"?"‘”)—fp( Uy Xy Va AL :'".:.V(f"_l')] 'P(xﬂfﬂ", ,_jff'"))dx—_—()

J—'l
olt ¢ (x, 9, ¥\ 5 ,)™) est une fonction connue et y (x) la fonction

inconnue est une généralisation de 'équation fontionnelle (15).
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Dérivons d’abord I'équation (16) par rapport a x,. Nous
obtenons

(17) [ep(s 5 Xy Y10y 0oy YE N =1l b, Vs ¥ 5o s ¥)

. 2 ) : ;
_S [axg Ve ay, Yoo By(gﬁ l)yff") $ (%55 v ¥ ™ dx=0.
Mais )
dp . x-x, (=2 "2 o)
aw, T A (2n-2)! 4
et

Q_CE a(p (2n) — g2
s + + + aylEr: 1) J/ (2”’_1 ) ! ;y
de sorte que l’equatlon 117) devient

[(P (a5 X1, Y15 Y 1 5 o0 s YED)— 2] Y23, Y25 Vo g ooe 5 ¥EY)

(2n-1)! y

g

_S (x*xg) (2n) ¢ (x, ¥, y R fm)) dx — 0.

Dérivons maintenant cejte équation par rapport a x, . Nous aurons

a 2 ¢
(18) rpjta‘f)l T~ Tau LI A

('tl _10)2 n—1 . '
'+‘ m:'l)l :V_JH) ‘;-'(xly PVig V5o y(;n)): 0.

Mais
acp Cp 2n) a— ( 2 Tl) (?n)
ax, Ty, T T awn*-)y ST %

L’équation (18) devient

Xy—X " Xy
(: (zznl)i)l J/(E (%,,J’z;,jl’” ,ygryz))_l_ (‘?12]2 h)i)l N u)q]( 5 1 y” ﬂ;(m)) =0

ou encore
y(l?n) y(_?u)
GELY 1Y oY) G, ¥ 5o > JE)

Cette équation devant étre satisfaite quelles que soient les
valeurs de x4, x,, il résulte que la valeur commune des deux
membres de cette équalion est une constante.

Nous avons donce

(')
(19) ———y——, = a
G (950" e ™)
et lintégration de l'équation fonctionnelle (16) est ramenéde a
Iintégration de I'équation diflérentielle (19).




