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SUR L’APPROXIMATION DKS FONCTIONS
CONVEXES D’ORDRE SUPERIEUR

PAR

TIBERIU POPOVICTU

Note présentée par M. G. Taitzdies, i\ N

1. — Dans un travail antérieur ), j'ai démontré que toute fonction ()
continue dans un intervalle fini et fermé (, b) est la limite d'une suite
uniformément convergente de polynomes qui conservent toutes les pro-
priétés de convexité de f(x). Cette propriété est réalisée par les polynomes
de M. S. Bernstein.

() Pal) =3 (mJ f (&+ ib—_f) (x—a) (p— )"t

(b — @)™ s\t i

Mais, en général, on ne peut den dire sur les caractéres de convexité
des polynomes (1), en dehors de Pintervalle (a, b). Dans la suite nous dé-
montrerons la propriété suivante:

Toute jonclion conlinue el RON-CONCAVE Lordre n dans Uintervalle (a, b)
est limile dune suile uniformément convergente dams cel intervalle de poly-
nowmes qui sonl convexes d'ordre partout, done dans (— 00, -+ co).

Nous supposons, bien entendu, que f{x) ne se réduise pas & un polynome
de degré #.

2. — & nous disons qu'une fonction non-négative est non-concave
dordre — 1, la propriété précédente est vraic aussi pour # —= — L. En
effet, il existe dans ce cas une fonction continue glx) telle que T'on ait
f(x) == g3(x) dans (4, B). Soit alors M = max | glx) et & un nombre pesitif.

(e, b)

T, - &
D’apres le théoréme de Weiersirass pout fout o = & < min (I, s }
oM -+ 1

il existe un polynome P(x) tel que |g—P|=<¢ dabs (a, b). Nous avons
| P| <M+ 1, je+Pl<zM 1 dans (a, b),

1 Voir: Tiberiu Popoviciy, Suy Papproximation des fonctions Gonveres d’ovdre
supériey, « Mathematica», t. X (1835}, PP 49—34-
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denc U——Pﬂlzz]g?——_PZ].—: |¢e—P| ]g—|—~P]<e’{zJI L

dans (a, 0), ce qui démontre la propriété.
Nous pouvons /maintenant démontrer la propriété pour % quelconque.
Supposons donc que f() soit non-concave d’ordre n dans (a, b) et soit 2

an nombre positif quelconque. On peut déterminer un e tel que I'on ait
(2) | f—Pm = e dans (a, b),

P, étant le polynome (1), généralement de degré >>n. Daus ce €35
P&+ = o dans (4, b), il existe donc un polynome partout non-négatif
P(x) tel que T'on ait :

g (n+41)!

| Y gt L [ B dans (a, b)-

m

T,e polynome

= % {4 - At n ,-__‘i"s' E
0x) = r ~_— P dis = - Py (a)

LS
a

est convese d ordre 5 (—2., -+ oo) et nous avons

P, (x) —Q() = J'

@&

z {.’b’ .= t)ﬂ

[petD () — P d,

d’olt
o e (n-F 1)! : (x—aypts
) 25 Ql<z(b—a)"+1 (n+ 1)! =

De (2) et (3) on déduit que

o , dans (a, b).
2

-lf—’Ql;/;U‘—Pm |+‘Pm_—Ql<—§"+ %—:—- e, dans (e, b)

ce qui démontre la propriété.

3. Nous allons donner une autre démonstration pour # =1, el nous:
cervant directement des polynomes de M. S. Bernstein. Divisons Tinter-
valle (a, b) en 7 parties égales par les points

. b—a .
B b ——— 3 1=0,T 00,7
¥

et soit L,(x) la fonction représentée par la ligne polygonale de som~
mets (i, fl). On sait que L.{x)— f(x) pour # =00, uniformément.
dans (a, b). Si nous considérons les fonctions continues :

‘f
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o, dans (a, x;)

*— 7, dans (#;, b)

nous pouvons éctire 2)
s 9‘—‘2 3 _ ’
Ly (%) = f(@) 1 [&, %5 /] (5 — 0) + & (4o — 26) (8, Xigs, %ot ] @iga(2)-
=0
On voit maintenant qu'il suffit de démontrer la propriété pour les
fonctions ¢i(x). Prolongeons cette fonction dans lintervalle

(xi—b-+a, 2 b—a)
par
Fipaes { 0, dans (x;— b+ a, %)

¥ —%;, dans (%3 %+ b—a)

et soit P, ;(x) le polynome de M. S. Bernsfein de degré m de cette fonction
dans lintervalle (v —¥& -+ @, -+ 0—a). On vérifie, par un caleul
direct, que Py (%) = 0 par’rou‘r done Py est convexe (d’ordre 1) dans
(~ 00, -|- 00) s¢ m est pair. On voit maintenant que si & est un nombre
positif quelcondue, si nous déterminons les entiers positifs # et s de ma-
niére que

li—IL, <= , dans (4 b)
2

£

| oi — Pas, i | < -
2(r — 1) (Hygo — X4) [Xi Kigr, Figo; f]

dans froead b g - b—a) |, t=I12 00 =3}

et sl nous posons
A Y—ZI 5
Qx)=Jla) + [a, x; f1(x—a) _E (Xi2 2 % Sorn Fove 1 P:s,i-ﬁt{.x}-
+=0
le polynome Q(x) est partout convexe (d’'ordre 1) et nous avons
| —@Ql<e , dans (2 b)

4. — Remarquons que pour " pair les polynomes P, ; sont croissants
dans Uintervalle (x; —b -+ @, + o). Nous avons donc aussi la propriété
suivante:

2 Pour les notations, voir mes travaux antérienrs, :
$) 81 [#i, ¥4z, ¥it+z; f] = o, Hous pouvons supprimer de fios congidérations
ja fonction g; correspondante,
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Toute fonction continue, non-décroissante ¢t non-concave (dovdre I)
dans Uintervalle (a, b) est la limite d'une suite uniformément convergente
de polynomes qui sont croissanis dans (a, + o) et convexes (dovdre 1)
dans (—wo, + ®).

Il est (,]'111‘ qu'on peut trouver des polynomes d'approximation tels
qu’ils solent croissants dd.]l::n I'intervalle (¢, — o0), ¢ étant un nombre << a
mais, il est évident, qu'on ne peut pas prendre ¢ = — . Une p‘ropnete
analogue a lien pour les fonctions continues non-croissantes et non-
concaves. Dans ce cas les polynomes sont décroissants dans

e IR 1 Tl

On peut aussi obtenir des suites de polynomes d’approximation indé-
finie conservant a la fois plusieurs propriétés de convexité, partout ou
dans des intervalles (¢ + ), (—o0, d), mais nous n'insistons pas ici
«lavantage sur ces guestioms.

Cernduti, 27 Septembre 1938.
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