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113. SUR QUELQUES INÉGALITÉS ENTRE LES
FONCTIONS CONVEXES

(DEUXIÈME NOTE)

Par TIBERIU POPOVICIU, Mc. A. S. R.

(Séance du 4 mars 1938)

I. Nous avons démontré dans la première Note que le maximum

de A(f) dans (E), lorsque A(f) est donné, ne peut être atteint que
par une fonction élémentaire de degré n à au plus I sommet. Plus

exactement, il existe toujours une fonction élémentaire h(x) de (E)

ayant au plus I sommet, telle que A(h)=A(f), A¢(h)>A¢(f), l'égalité
n'étant possible si f n'est pas une fonction élémentaire à o ou I sommet.

En particulier, pour n=1, le problème de maximum est com-.

plètement résolu puisque la valeur de l'intégrale A(f) détermine com-

plètement la fonction h.

Nous nous proposons d'examiner maintenant le cas n>1. Il faut

alors, choisir parmi les fonctions élémentaires à o ou I sommet, celle

(ou celles) qui donne le maximum de A4(f).
Nous allons utiliser une propriété auxiliaire, que nous avons déjà

employée dans la note précédente, et que nous énonçons maintenant
sous la forme suiyante:
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Soit une fonction de la forme indiquée dans la première note.
Soient ensuite j, f* deux fonctions continues, dérivables et croissantes

dans l'intervalle jermé (0,1). De plus, les fonctions f, f* vérifient les

propriétés:
10. f(o)=j*(o)=a ≥o, f(I)=f*(I)=b≤1, a≥b.

20. On a A(f*)=A(f).

3º. Il existe un nombre x, 0<x<I, tel qu'on ait j*(x) f(x),

suivant que x xo, 0<x<I.

Plus généralement nous pouvons supposer que f* est d'abord con-
stamment égale à a et ensuite est croissante.

On a alors l'inégalité A¢(f*)>A¢(f) 1).
La démonstration est simple. D'après la représentation de par

une intégrale de St ieltjes, il suffit de démontrer la propriété pour
les fonctions .). Ceci revient à démontrer que

G()= j*Px -

où =f(1)/*(1*). Or, t, * et le premier membre de cette inégalité
sont des fonctions dérivables de ).. Nous avons

dGdt* dtdt* dt

di =-1(8) +100+人人) + (1) = 1-1

La propriété résulte immédiatement du fait que (*t suivant que

1(0)

2. Considérons maintenant la fonction de (E)

h(8)=a+as+a2+ +( a) +
i=1 2(1)

où, o < <I, a 0, i=1,2,...,k-I, a>0, kn-1,b-a-a,>0.
i-1

1. Ce n'est qu'un cas particulier d'une inézalité qui, pour le cas fini a été donné

par MM. G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Póly a, yoir:,,Some simple
inequalities satisfied by convex Junctions" Messenger of. math. 58 (1929) p. 145-152.
Voir aussi J. KaramataSur une inégalité relative aux jonctions convexes' Pubы.

Math. Univ. Belgrade t. 1 (1932) р. 145-148. Nous reviendrons d'ailleurs sur cette
inégalité dans un autre travail.

2. Je prie le lecteur de se rapporter à la première note pour les hypothèses faites

sur les fonctions et pour les notations.
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na+b 
st a<A< - -· 

= = n+r 
i=l 

J ";;-;==r.p=(,1=;) =d).=; = 
'V(x-a)"-1 

(n+r)(A-a) + 111-- n (b-a) 'J u-a 

b+na-(n+r) A 
b-a (f (a)+ 

na+b 
clone a=" A(hi,) < --· Il en resulte qu'une f'onction h),, ne peut etre· 

- = n+r 
na+b na+b 

maximisante que si a < A(t) < --· Il est clair que si A(/) > -- - - n+r n+r 
la fonction ( ou les fonctions) maximisante ne peut etre qu 'un polynorne. 

3. Il reste a chercher les polynomes maximisants de (E~)11• Soit 

P(x)=a+a1 x+a2 x2+.,, a11x11, 

IL «> o, i=I, 2 .... .n, ~ a;=b-·a, un polynome de (E~)". 

et l'inigalitd 

2<f<11. 
(f-r) a+b 

1 
<A< = = 

fa+b 
i+r 

si 
(b-a) (r-A) 

A(h'A.)=a+ - 
n+r 

tion h.1, (x) on a 

( 

/ (
(i-r)a+b ) ] l + --1---A x xi 1J d x 

(3) .f1r.p(t)clx<(ou.~) {r.p{a.-/-iU-1-r) [(A-i~+u)+ 
o b 1+r 

i=l 
. , Mais, le polynome p·x·_p ne peut s'annuler qu'en un seul point 

dt~f~rent de o et r et, de plus, ce polynome est negatif clans Je 
VOlSllla?e de 0. I1 en resulte que A'f' (P"*) > Aq; (P)' 

F111ale111ent clone si on a l'·inegaliti (r), la [onctiou max.,;ntisa11.te 
(unique) est le potynome (2). 

4. Nous ponvons maintenant enoncer notre resultat definitif : 
Si r.p est une [onction defi111ie, non-decroissante et non-concave (ou 

non-convexe) dans l'interualle [erm« (0,1) et si / est wne [onction de (E6) 
on a l'inegalite a 

111 

,, 
a,.-s>o, b-a-1J a,.+s>o, o<µ*<r, ce qui est bien realisable. 

i=l 
La fonction h* est encore une fonction elementaire a au plus r 

sommet appurtenant (E~)11• Nous avons µ·*<µet A(h*)=A(h). On ve­ 
rifie, d'autre part, que la difference h*-h est nulle pour x=o,r, est 
negative au voisinage de o et ne peut s'annuler qu'en un seul point en 
dehors de o et T. La propriete du Nr. precedent s'applique et on a 

Aq; (fi:X·) > A'f' (h). 
I1 en resulte immediaternent que A'f' (h*) croit lorsque e croit. Or, 

e peut croitre jusqu'a ce que I'une des egalites e=a", µ*__:·o a lieu, clone 
Lorsque la jonction r.p et A(l) sont donne«, le 1naxim·1,m1. de A'f' (l)dans 

(E;;)11 ne pe1.tt etre aitein: q·ue si f est Mt bien une [onciion. h),, (x), ou. bien. 
'tf.n polynome de degr» au pl•/,f,S egal a n, 

u a+b 
Que! que soit f clans (E")11 on a a< A(/)< -2-· Pour une fonc- 

It [X-!i*+/x-11*/]" + (b-a- ~a;+ s) r 
i=1 2 (r-µ*) 

, . n- k + (k + r) Ii 
ou p.. * = µ - e 1, et z un nombre positif tel que 

(/~+r) (u-a-1:. ui+s) 

est alors completement determine par la condition A(P*) =A(P). On a 

Cl.= i (i+r) (A- ;.:~b), ~=i (i+r) [ (f__:_r/ a+b -A J. 

Soit mairrtenant la fonction 
h*(x)=a + a1 x+a2x2+ ... + a"_1x"-1+ (a1,-z) xk + 

Nous avons 

(r) 

Supposons que la valeur donnee de A=A (I) verifie .les inegalites 

[a-i-b (f-r) a+b 
-.--<A< 2<'< 1+r = = i. __:_1 · n. 

et que A(P)=A. Le polynome de (E~)11, 

(2) P*· (x) = a + o: xi 1 +~xi 

,, 
. . (b-a-2: a,) (r - µ) 

A(h) =a+~+ a2 + ... +-a-"-+-· i=_1 _ 

.2 3 k-/-r n+r 



Si de plus la fonction & est convexe (ou concave), V'égalité dans (3)
n'est possible que si

i+(ats A) x ]f(x)= a+(7+x) (A+1

DIVARIANTS DE DELK SUHFACES NO

HOLONOMES COMPLEMENTAS

et l'égalité dans (4) que si

f(x)=a+(b-а)
スナー

入
2(1-入)

b+na-(n+1) A

ba

Si on a A =
_ja+b

I
la formule (3) ou (4) peut aussi s'écrire

(≥no)≤xd )f( I (x) dx

1√b-a

5. Dans le cas n=0, f est une fonction continue et non-décrois-

sante. Le maximum de A(f) n'est atteint par aucune fonction f. On a

(b-A) (a)+(A-a) (b)
max A (f)

b-a

mais l'égalité ne peut avoir lieu si est convexe et / continue. Le ma-

ximum est, dans ce cas, atteint par des fonctions limites de (E). Une

telle fonction maximisante est, par exemple, la fonction

b-A
a,

f(x) =
b-A

b

Siest une fonction concave on a la même propriété pour le

minimum de l'intégrale Ag(f).
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