3. SUR QUELQUES INEGALITES ENTRE LES
FONCTIONS CONVEXES

(DEUXIEME NOTE)
Par TIBERIU POPOVICIU, Mc. A. S. R.

(Séance du 4 mars 1938)

1. Nous avons démontré dans la premiére Note que le maximum
de Ay(f) dans (E}),, lorsque A(f) est donné, ne peut étre atteint que
par une fonction élémentaire de degré n# a au plus T sommet. Plus
exactement, il existe toujours une fonction élémentaire i(x) de (EJ),,
ayant au plus T sommet, telle que A(h)=A(f), Ag(h) >Ag(f), 1 ‘égalité

n'étant possible si f n’est pas une fonction elémentairea 0 ou I sommet.

FEn particulier, pour n=1, le probléme de maximum est com-.

plétement résolu puisque la valeur de l'intégrale A(f) détermine com-

pletement la fonction /.
Nous nous proposons d’examiner maintenant le cas n>1. Il faut

alors, choisir parmi les fonctions élémentaires a 0 ou I sommet, celle

(ou celles) qui donne le maximum de Ag(f).
Nous allons utiliser une propriété auxiliaire, que nous avons déja

employée dans la- note précédente, et que nous énongons maintenant
sous la forme suivante :
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Soit ¢ une fonction de la forme indiquée dans la premiére note.
Soient ensuite [, f* deux fonclions continues, dérivables el croissantes
dans Uintervalle [ermé (0,1). De plus, les fonctions [, [* vérifient les
f)m;hriéz‘e’s :

0. f(o)=/*(0)=a >0, [(1)={*(1)=b<T1, a2b.

20 On a A(f*)=A(/).

f(#),

VIA

3% Il existe un nombre x,, 0< x,<<1, tel qu’on ait [*(x)

. <
survant que x S % 0<a<L

Plus généralement nous pouvons supposer que [* est d’abord con-
stanunent égale a a et ensuile est croissante.

On a alors linégalité Aq4(f*) >Aqy(f) ).

La démonstration est simple. D’aprés la représentation de ¢ par
une intégrale de Stieltjes, il suffit de démontrer la propriété pour
les fonctions ¢,. *). Ceci revient a démontrer que

1
G(\)= [/*a’x —ffdx + h(t* —#)>0, a<h<b,
Iz :

ott h=f(l)=/*(t*). Or, t, t* et le premier membre de cette inégalité
sont des fonctions dérivables de A. Nous avons

aG dt* at . dt*  di

dl\:—/*( ) ()”\ \(d—;\——d—)\)—{—(l*—t):f*—l

sy , . TS . > .
La propriété resulte immédiatement du fait que * = ¢ suivant que
A= /(%)

2. Considérons maintenant la fonction de (E?),,

)

k
. 'V_
h(x¥)=a+a,x+a,x*+. . .ax* +(b—a-—Y a; I S L L | P'l]
i=1 (I_ P‘)
. k
ol, 0 <M <1, @;>0, 1=1,2,...,k—I, a,>0, R <n—1,b—a —2X a;>o0.
i=1

1. Ce n’est qu'un cas particulier d'une inézalité qui, pour le cas fini a ¢té donné
par MM. G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya, yoir: ,,Some simple
inequalities satisfied by convex [unctions” Messenger of. math. 58 ('1929) p.- 145—I52.
Voir aussi J. Karamata ,Sur une inégalité relative aux fonctions convexes’> Publ.
Math. Univ. Belgrade t. 1 (1932) p. 145—148. Nous reviendrons d’ailleurs su, cette
inégalité dans un autre travail.

2. Je prie le lecteur de se rapporter & la premiére note pour les hypothéses faites
sur les fonctions et pour les notations,
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Nous avons
k

(b—a—2Zay) (1—p)

AR =at LBy Oy -
a 2 4 k41 n4+1I

Soit maintenant la fonction

W g)=a+ ay xta, 24 ... L a2t (g, —e) #F
=i= + I N — ]n
(T— %)

+(b—a—2a +e) [,,;_2
n—=e - (k + I
ol pF=p —¢ P-( = i et & un nombre positif tel que

(k4-1) ({Ffa—_ﬂ a;--g)

k

a,—e>0, b—a—2 a4+ e>0, o<p* <1, ce qui est bien réalisable.
i=1

La fonction h* est encore une fonction élémentaire 2 au plus 1

sommet appartenant (E;),. Nous avons p*< p et A(h*)=A(h). On vé-
rifie, d’autre part, que la différence 2*—%h est nulle pour x=o,1, est
négative au voisinage de o et ne peut s'annuler qu’en un seul point en
dehors de 0 et 1. [a propriété du Nr. précédent s’applique et on a
Ay (h*) > Ag (h).

Il en résulte immédiatement que Ay (A¥) croit lorsque e croit. Or,
& peut croitre jusqu'a ce que 'une des égalités e=a,, p¥=o0 alieu, donc

Lorsque la fonction @ et A(f) sont donnés, le maximum de A g (f)dans
(B2, ne peut étre atteint que si | est ow bien une fonction hy (x), ou bien
un polynome de degré an plus égal a n.

a-t+b
Quel que soit / dans (EZ), on a a <A(f) < = Pour une fonc-

tion /7y (x) on a
L —a)@—N
A.(]?l) = —I—T'

na--o

donc a<<A(l) < ——— Il en résulte quune fonction 7y ne peut étre:

n—+1I
+& ) . na-b
maximisante que si a <A(f) < ——— Il est clair que si A(f) >
= = n+4+I n-41

la fonction (ou les fonctions) maximisante ne peut étre qu’un polynome.
3. Il reste a chercher les polynomes maximisants de (Ef),. Soit

P(x)=a+ta, x+a, ¥°+. .. a,%
: 4
a,>>0, i=1, 2....,m, & a,—=b—a, un polynome de (E2)".

i=1

Supposons que la valeur donnée de A=A (f) vérifie les inégalites

ja-tb (j—1) at b
(1) e H=AZ . o o2<i<n
et que A(P)=A. Le polynome de (E?),,
(2) P*(x)=a+ax "B

est alors complétement déterminé par la condition A(P*¥)=A(P). On a

o o
o By [

=7(+1)(A

Mais, le polynome P*—P ne peut s’annuler qu’en un seul point
différent de o et 1 et, de plus, ce polynome est négatif dans le
voisinage de o. Il en résulte que A p (P¥*) > Ay (P).

Finalement donc si on a Eamgalfz‘e (1), [rz fonclion maximisante
(unique) est le polynome (2).

4. Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat définitif :

St ¢ est une foncltion définie, non-décroissante et non-concave (o
non-convexe) dans Uintervalle fermé (0,1) et si | est une fonction de (EY)
on a Uinégalité

n

! 1
(3) [%ﬂ(i‘)f’-'“i(o"">) [“P{“‘i?'(1+ )[(\*](H—b)‘i-
’ 0 THE
b (B ]
7 J
. jatl 1) atb
i) ??:_I) <A< (7 Ii atb -

et l'inégalité
1

b-f-na— (n+1) A

(4) ? (f) dx < (ou =) ———¢a) +
a
(n41)(A—a) ’ o (x)da
+ S T ”' e ———————
" (bﬁfr)\f b—a V(x—a)" 1
si a< A< :szr_b
= n-1
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* Si de plus la fonction ¢ est convexe (ou concave), I'égalité dans (3)
n'est possible que si

f(x)=a+1'(1'+r)l(A—7 +b) s ((7-—__1;a+b—A)x ]xi i

et U'égalité dans (4) que si

i [t [a—  btna—(n+1) A
f(x)=a+(b—a) [ 20 l ) k= —= e
1a—|—b, la formule (3 4) peut aussi s'écrire

S1onaA__1

' x) dx
f CP (f) _~—<._—_ Ou' /Jb_a f‘V(x""a I—l

n

5. Dans le cas n=o0, [ est une fonction continue et non-décrois-
sante. Le maximum de Ay(f) n'est atteint par aucune fonction /. On a

(+—A) 9 (@) + (A—a) 9 (3)

b—a

max Ay (f) =

mais 1'égalité ne peut avoir lieu si ¢ est convexe et [ continue. Le ma-
ximum est, dans ce cas, atteint par des fonctions limites de (E2),. Une
telle fonction maximisante est, par exemple, la fonction

b—A
a, <Ly s
== b—a
H(x) = b—A
b, ¥ ohi LXET

Si ¢ est une fonction concave on a la méme propriété pour le
minimum de l'intégrale Ay(f).

458

AOA IWWARRANTS DN OELER TR ACHS Seone
BROROMIOMITS COMAS T WIS At

S A . o e
B |

e e e el B R ae e B e e

Bppeeblanee 6 preebiee  carbebliien e HEELaemeet e desllmens 6 seb

Aie T B e e e BB T B e e e
e cobbisee B el B Heese Ggpaetioiees feaen premtiee spbentise
“ L
LA LN N
W RTLORT el e et B et st O W0 Wt 0 R
e B e e e e & B aetsie B e BEEIGE wsie
R e T L R L
B e L e L
Wl an W=

R N T Y I LT S P
ettt 6 e e ebbeaees osebiseebber  Th B seee seebiee eeidbh
R T
e webbee cobteenn o b Heeatieite bbb

\lﬂ-l‘»ﬂ-o

F=aand

L b

e e e e e - e e

B I T R DTS Y
w R b S e e e e e e e e e -
Al dumi



