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112. SUR QUELQUES INÉGALITÉS ENTRE LES
FONCTIONS CONVEXES

(PREMIÈRE NOTE)

Par TIBERIU POPOVICIU, Mc. A. S. R.

(Séance du 4 mars 1938).

1. Soit =(x) une fonction définie, uniforme, continue et con-
vexe (d'ordre 1) dans l'intervalle fermé (0,1). Nous supposons que
(0)=0,()1(=I o≤ &(x)≤1. Il en résulte que (x) est une fonction

positive et croissante pour o<x≤1. La dérivée à droite '(x) existe,
est croissante pour o≤x<I, mais peut ne pas être bornée dans (0,1).

Considérons aussi une fonction f=f(x),.définie, uniforme, con-
tinue et non-concave d'ordre o,r,..., n dans l'intervalle (0,1) 1). Nous
supposons que f(o)=a≥0,f(I)=b<I, a<b et nous désignerons par
(E) l'ensemble des fonctions vérifiant toutes ces propriétés. On voit
que (E)C(E),-1, donc (E) C (E), n>o. Dans ce travail nous

1. On dit aussi qu'une telle fonction est (n+1)-fois monotone.
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g\x)=P(x)+c [X-· µ + / '1'-fJ. /]" 
2(1-µJ 

, 4: L~ posi.tion du point µ' dans l'intervalle (µ. r) depend des valcurs de c111_ 1, r111• 
Eu parttcnlier, SJ 11=1 on a tonjours µ<µ'<x111• 

3. Dans le cas 111=2, on a evidcmuicur 

qui nous moutre qu'elle est la moyenne arithmetique (generalises) d'un 
polynome de degre n-r et de m. fonctions de la forme (2). 

Toute fonction de (E~),, est la limite d'une suite uniformernent 
convergente de fonctions elementaires de (E~)11• Cette propriets peut 
d'ailleurs se preciser de la mariiere suivante. Si I appartient a (E~)11, 

les deriveesf', I", ... , 1<11-1>existent pouro<x< r. Lafonction/est 
alors la limite d'une suite unifonnement convergente de fonctions ele­ 
mentaires de (E~)11, ces fonctions ayant toutes le merne premier tenne 

x2 x"-' 
P(x) =a+xf'(o) +-/' (o) + ... + 1<11-1> (o). De plus on peut sup- 

2. (n-r) ! 
poser que la valeur de l'integrale A est la meme pour toutes ces fonctions. 

Ces considerations s'appliquent, en particulier, a la fonction cp, 
qui appartient a (E~)1, et servent a etablir en toute rigueur les affirma­ 
tions suivantes. 

3. Soit cp donnee et g (x) une fonction elementairo de (E~),, ayant 
m. > r sommets et donnee par la formule (r). Construisons la fonction. 

g*(x) =P(x) + 'I;2 C; r x-x;+ I X-X; ']'+ c [ x-µ + Ix-µ I]" 3) 
i=t 2(r-x;) 2(1-µ) 

et determinons les constantes c, µ de maniere que l'on'ait g* (r)=b, 

A(g*)=A(g). On trouve que c=c111-1+c111et µ= cm-1x111-1 +c111x111' done 
c111-1 +cm 

X111-I < µ <XIII, C >O et g* est bien une fonction elemerrtaire de degrf 
n a m-r sommets appartenant a (E6) 

(I 11· 

II existe un nombre µ', p.< p .. ' < r tel que l' on ait 

(3) g*(x) ; g(x) suivant que x; µ', pour x111_1 < x< r 4) 

l 

(b-a)P(x) +a[P(r)-b] r m 

b +-b-~cJ1.,..(x), -a -a L....i ·1 
i=I 

g(x) 

bans le cas n=1 toutes les fonctions a un somruet sent de cette 
forme. 

La fonction (r) pent s'ecrire 
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2• Nous avons deja considere de telles fonctions dans un travail auterieur, voir: 
Tiberin p 0 po vi c i u, .,Su·r le prolongenient des /011cti011s convexes d'ordre s11perieur··. 
Bull. Math. Soc. Roum. Sc., t. 36 (1934), p. 75-roS. 

lx-), + I x-), I]" 
h),(X)=a+(b-a) 2(r-A) , (2) 

Dans la suite nous considerons uniquement des fonctions elemen­ 
taires appartenant a (E~)w 

Conformernent a la definition precedente, tout polynome de degre 
n-I est une fonction elementaire de degre n a 0 sommets. Un poly­ 
nome de degre effectif n est une fonction elemeutaire de degre n a 
r sornmet, le sommet Hant au point o. 

Parrni les fonctions a I sommet on trouve les suivantes 

P(r) + L: C;=b. 
i=l 

a =a, a> o, r=I, 2, ... , n-r, c;>O, i=r, 2, ... , ni, 
0 '= 

Ill 

Nous supposons que c ;"=I= o, i=r,2, ... .m. et nous dirons alors que 
la fonction elementaire g(x) est a m sonnneis. Nous dirons que les 
sommets sont aux points x1, x2, •.. , x111• Si x1 =O il Y a un sommet 
au point o 2). Pour que la fonction elementaire g(x) a ni sornmets ap­ 
partienne a (E~),, il faut et il suffit que I'on ait 

(r) 

2. Appelons fonction elementaire de degre n toute fonction dont 
la (n-r)~me derivee est une ligne polygonale. Une telle fonction est 
done de la forme 

m f x-x+lx-x·I]" g(x)=P(x)+ ~c; 2tr-x;) , 

Nous ferons ensuite quelques applications, en generalisant cer­ 
tains resultats connus, 

0 0 

A=A(/)= f fdx, 

supposerons n >o. Nous iudiquerons les resultats aussi pour n=o, 
qui sont cl'ailleurs a pen pres tons connus. 

Le probleme que nous examinerons clans ce travail est le suivant : 
Etant donnee la [onction cp, determiner le maximum de A'f (/) lorsque 

A(/) est donne et I pa1'co1wt t' ensemble (E~) 11• 

Nous a vons pose 
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l'igal?:ti n 'itant possible q1.te poiw la f onction 

f =a+(b-a) x-/, +I x-'A I 'A- b+a-zA. 
2(1-),) ' - b-a 

C tte foruntle est analouue a celle donnee pour lcs fonctions non-convexes par 
5· e " · Ii" 

V B I k t G P 1• c J- voir · Dislanzscltii.tzm1een [m. F1mllt1011enmwn . MM. ' . as c • e e . ,, · .. ~ , , . 
Math. Ann. Bd. 77 (igi6) p. 277-300. L'introduction de la fonction Cl>s nest n~cessa~re 
que si b= 1. IL pent arriver, en cffet, qnc la derivee a droite de Cf(:r) ne soit pas a varra- 

tion boruee. 

f l j'/J b+a-2A z(A-a) 
c.p(f)dx;;;; c.p(a) + 2 c.p(x)dx, 

· b-a (b-a) 0 II 

(6) 
A<l>~(g*) -A<l15(g) = f 1 { Acp,(g*)-A'!'1(g) } d<l\' (t) 

0 

I'integrale etant de st j e 1 t j es et a unc constante sans importance 
pour nous 5). 

On peut facilement demontrer qne 

0 

(s) 

on s est un nombre positif assez petit et <p' est la derivee a droite de 
<f· Nous avons 

clans (r-s,r), 
La fonction A'f, (h)-A'f'1 (/) est continue en t et est~ o . 

On dernontre Iacilernent que si I ne se reduit pas a une fonction ele­ 
mentaire de degre n a o ou r sommet, cette fonction u'est pas identi­ 
quement nulle. On a clone Ac11a(h)-ACJ>s(/) >o, tout au moins pour E 

assez petit. La propriete dernandee en resulte cornme plus; haut. 
Finalement done : 
Si la [onction c.p et le nouibre A(!) soni donnt!s, le maximum. de Acp(/) 

d ans (E'.;) 11 ne peu.t etre aiteiut que po·1tr une f onction clcnientaire de d egrd 
n. a au Pl'US I sommet. 

Dans le cas n=r la fonction h(x) est completernent deterrninee 
par la valeur de I'integrale A. On a done la propriete suivante : 

Si r.p est donnce et f une [onctio« contmue, non-decroissante et 11011.­ 

coucaue dans (o.r), on a 

• l <p(x), clans (o,r-s) 
w.(x) = . <p(r-s)+(x-r+z)<p (r=-e). 

Aq,.(li)-A<1>,U) = .f 1 { A.p1(h)-A'f, U)} aw.' (t) 
0 

4. Nous nous proposons de demont~er main~enant que Aqi(g~·) ~ 
>A (g). L'inegalite avec le signe ~ result.e bien de (4), mars 11 
s'agit de prouver que l'egalite u'est pas possible. 

Considerons la fonction, non-clecroissante et non-concave, 

x2 ·y;" · 
1 

[ x-p + I x-p I ]" h(x)=n+xf'(o)+ '-/" (o)-1- ... + ' /<11-1l(o)+d -' ---- 
2 ! (n-r) ! z(r-p) 

011 d,p sont completernent determines par les conditions h(r) =b, 
A(h) =A(/). h(x) appartient ~1 (E:;)11 et on a A'f(h) ~ Acp(/). Nous nous 
proposons de dernoutrer que t'igal1:te n'esi poSS?:bte que si h=«], 

Reprenons la foruiule (S); nous avons 

(4) 

ou ).,=g(t) =g*(t*) et la propriete (3) nous mo~tre que cette fonction 
de A s'annule pour f..=g (x111_1) et A=b, est croissante pour , 
g(x111_1)<'A<g(µ') et decroissante pour g(µ')<t1.<b. I1 en resulte 
done que 

5. Considerons maintenant une fonction f de (E~)11• Soit la Ione­ 
tion elementaire de degre n a I sommet 

Si g(x111• 1)<)1.<b, on a 

A<t>. (gi<·) -Acp>, (g) = f~*d.i: - J~dx+),(ti<·-t), 
I' I 

qui resulte du Iait que l'integrale cle St i e 1 t j es du second mernbre 
existe. 

De cette formule et de la definition de W6 i1 resulte que A<h (g*) - 
-A<h (g) est positif et ne decroit pas lorsque s decroit. On a done 

lim· ( A<l>• (g*)-A<r>. (g) ] = Aqi (g*)-Acp (g) > o. 
3-+o 

x-), + I x-), I 
<f>.(x) = • 

2 

Considerons la fonctiou 


