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112. SUR QUELQUES INEGALITES ENTRE LES
FONCTIONS CONVEXES
(PREMIERE NOTE) .
Par TIBERIU POPOVICIU, Me. A.,'S. R.

(Séance du 4 mars 1938).

1. Soit @=q(x) une fonction définie, uniforme, continue et con-
vexe (d’ordre 1) dans l'intervalle fermé (o,I). Nous supposons que
p(0)=0, ¢(1)=I 0< ¢(x)<1. Il en résulte que ¢(x) est une fonction
positive et croissante pour o<x <1. La dérivée a droite ¢'(x) existe,
est croissante pour o < ¥< 1, mais peut ne pas étre bornée dans (0,1).

Considérons aussi une fonction f=f(x), définie, uniforme, con-
tinue et non-concave d’ordre o,1,..., n dans l'intervalle (o,I) 1). Nous
supposons que f(o)=a>o0,/(1)=b<1, a<b et nous désignerons par
(E"), 'ensemble des fonctions vérifiant toutes ces propriétés. On voit
que (E2),C(EY),_,, donc (EY,C(EY, mn>o0. Dans ce travail nous

1. On dit aussi qu'une telle fonction est (24 1)—fois monotone.
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supposerons 7 >0. Nous indiquerons les résultats aussi pout n=o0,
qui sont d'ailleurs 4 peu prés tous connus.

Le probléme que nous examinerons dans ce travail est le suivant :

Etant donnée la fonction ¢, déterminer le maximum de A (f) lorsque
A(f) est donné et | parcourt 'ensemble (ED),.

Nous avons posé

1 1
A=a= [1ar, A== [wlpax

Nous ferons ensuite quelques applications, en généralisant cer-
taing résultats connus.

2. Appelons fonction élémentaire de degré # toute fonction dont

la (n—T1)?"® dérivée est une ligne polygonale. Une telle fonction est
donc de la forme
m
(1) gD =P(x)+ 3¢,
=

5~ + | x—x,]]"

2(1—x,)
P(x)=a,taxtax®+...+a, | 27, 0L x<x< ... <%, <L

Nous supposons que ¢ 70, 1=1I,2,...,m et nous dirons alors que
la fonction élémentaire g(x) est d m somunets. Nous dirons que les
sommets sont aux points ¥;, %,,..., &, Si x;=0 il y a un sommet
au point 0%). Pour que la fonction élémentaire g(x) a m sommets ap-

partienne & (E%), il faut et il suffit que I'on ait
mn

a,=a, 8,>0, r=1, 2,..., #—1I, 6;>0, 1=I, 2,..., M, P(I)+Zci:b_
i
Dans la suite nous considérons uniquement des fonctions élémen-

taires appartenant a (E2),.
Conformément 2 la définition précédente, tout polynome de degré

n—I est une fonction élémentaire de degré # a o sommets. Un poly-

nome de degré effectif # est une fonction élémentaire de degré # a -

1 sommet, le sommet étant au point o.
Parmi les fonctions a4 1 sommet on trouve les suivantes

. "'}\ + '_)\ L
(2) I (x)=a+(b—a) Lz(I—IfT ﬁ], (0 h<1).

2. Nous avons déja considéré de telles fonctions dans un travail antérienr, voir :

Tiberiu Popoviciun, ,Sur le prolongement des fonctions convexes d'ordre supérieny”,
Bull, Math. Soc. Roum. Sc,, t. 36 (1934), p. 75—108. .
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f Dans le cas n=1 toutes les fonctions 4 un sommet sont de cette
ormie.

La fonction (1) peut s’écrire
) ORI

b—a b—a

n
iy, (),
=1
; ; : i
qui nous montre qu’elle est la moyenne arithmétique (généralisée) d'un
polynome de degré #n—r et de m fonctions de la forme (2).
y B o M . :

Toutte fgnc?on de (E,), est la limite d’une suite uniformément
convergente de fonctions élé i 24 iété
d,ameugr et é BHIEI"i\taIIES' de (Eﬁ)n.‘ Cette propriété peut
1 i preciser de la manieére suivante. Si f appartient a (E?

. ; # " . ‘alnr
es deérivées /', f”,..., }@~D existent pour o< x < 1. La fonction f est
. . 3 . . . ==
alors la limite d'une suite uniformément convergente de fonctions é1é-

- b .
mentaires de (E;),, ces fonctions ayant toutes le méme premier terme
—1
= 1= (0). De plus on peut sup-

P =t (0)+ 2 (o). 4 -

poser que la Va.leur de'intégrale A estla méme pour toutes cesfonctions.
Ces considérations s'appliquent, en particulier, 4 la fonction @,

. 5 5 1 v 2 5 2
qui app:%rtleut a (Ey);, et servent a établir en toute rigueur les affirma-
tions suivantes.

3. Soit ¢ donnée et g (x) une fonction élémentaire de (Ef), ayant
m=>1 sommets et donnée par la formule (). Construisons la fonction.

(W) =P(x)+ 3" 0, [ i o e '}" ¥ [ o+ [a—p "
; 2(1—ux,) v z(fﬁg} )

et déterminon . P b
s les constantes ¢, i de maniére que l'on ait g* (1)=5,

X

‘AD*:A n = __ cri—lx—1+c X
(e*) (g). On trouve que ety aftetipes MW ] mua 2 n7n  done
e ¢
" . . . i I:r =% m
n—t <P <X, ¢ >0 et g* est bien une fonction élémentaire de degré
% a m—TI sommets appartenant 3 (E2)
[

e/n’

Il existe un nombre ., W<p'<1 tel que l'on ait

3 *(x) = g i S
(3) o*( )> g(x) suivant que ¥ =, pour x, < w<1 )
3. Dans le cas m=2, on a évidemment |
5*\,1:) :P(_—r) +¢c [M—l]”
.’.(1»7’_1.)

4. La position du point B’ dans intervalle (p.1) dépend des valeurs de ¢ 1,1,
. m—1, "m-

En particulier, si n=1 on a toujours P <.
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Considérons la fonction

S P
i) = ——— S )\ il Y
¢,(%) > =

Si g(x,, )<h<b, on a

-1

1 1
A, (%) — Ay (8) = f g¥dx — f gdx+Mt*—1),

%

oit h=g(t)=g*(t*) et la propriété (3) nous montre que cette fonction
de ) s'annule pour A=g (¥, ;) et h=>b, est croissante pour ,
g(x,_)<h<g(p') et décroissante pour g(p)<h<d. Tl en résulte

donc que
(4) Aq’}\(g*) = Atpl(g), g(%m - I)< }‘< b.

4. Nous nous proposons de démontrer mainT:enant que Aq,(g*.") >
>Ag(g). 1/inégalité avec le signe = résult‘e bien de (4), mais il
s'agit de prouver que ’égalité n’est pas possible.

Considérons la fonction, non-décroissante et non-concave,

(%), dans (0,1—¢)
D, (v) = {

?(1;5)+(x,ﬁ1+s)cp'(1—3), dans (1—=,1),

oil & est un nombre positif assez petit et ¢’ est la dérivée a droite de

. Nous avons
1]

(5) . (x) = [@f(x)ff‘l"s )+ a «,

0

l'intégrale étant de Stielt jes et o une constante sans importance
pour nous °).
On peut facilement démontrer que

) — Aol | { Ao (g¥)—Awle) | ()

o

Ag

5. Cette formule est analogue & celle donnée pour les fonctions non-convexes par
MM \V' Blascke et G. Piclk, voir:, Distanzschatzungen im Funktionenvauwm I
4 . . = . ) : ! ! )
Math. Ann. Bd. 77 (1916) p. 277—300. I introduction de la fonction @c n’est nécessaire

que si b=1. Il pent arriver, en cffet, que la dérivée & droite de @(x) ne soit pas & varia-

tion hornée.
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qui résulte du fait que l'intégrale de Stieltjes du second membre
existe.

De cette formule et dela définition de ® il résulte que Age (g%) —
— A (g) est positif et ne décroit pas lorsque ¢ décroit. On a done

Lim [ Ag: (g*)—Aa: (8) ] = Aq (g%)—Ag () > 0.

=0

5. Considérons maintenant une fonction f de (EY),. Soit la fonc-
tion élémentaire de degré # a4 I sommet

W) =at 2 (0) - 217 (0) . e (Do) f’lv:%?l’xni‘

2l (n—r1)!
ot d,p sont complétement déterminés par les conditions A(1)=b,
A(h)=A(f). h(x) appartient a (E%), et on a Ay(h) > Ay(f). Nous nous

proposons de démontrer que /'égalité n’est possible que si h=f.
Reprenons la formule (5); nous avons

Apl)—Ag, () = [ l{ Ay (h)— Ao, (f) }d@;(z)

1]

La fonction Ay, (h)—Ag,(f) est continue en / et est™o.
On démontre facilement que si / ne se réduit pas a une fonction élé-
mentaire de degré n 4 o ou 1 sommet, cette fonction n’est pas identi-
quement nulle. On a donc Ag:(h)—Ag:(f) >0, tout au moins pour ¢
assez petit. La propriété demandée en résulte comme plus haut.

Tinalement donc : i

St la fonction ¢ et le nombre A(f) sont donnés, le maximum de A(f)
dans (EL), ne peut étre atteint que pour une fonction élémentaive de degré
n 4 aw plus 1 sommet,

Dans le cas n=1 la fonction h(x) est complétement déterminée
par la valeur de l'intégrale A, On a donc la propriété suivante :

St @ est donnée el | une fonction continue, non-décroissanle et non-
concave dans (0,I), on a

‘ b+a—a2A A—a) [ L
(6) a[ﬁo(f)dﬂTg* bata —¢(a) + 2((7__15”6;):/%0(;\’-)(3:\‘, A= f}'(i.\‘

o

I'égalité ' étant possible que pour la fonction

a—h | x—\ | - bta—2A

2 (I—)\) o b—a

j=a+(b—a)



