
28. SUR LES  DIFFÉRENCES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE RÉELLE

par TIBERIU POPOVICIU
Présentée par Miron Nicolesco, Mc. A. S. R.

(Séance du 44 juinjuin 1937).

I. Nous considérons des fonctions réelles, de la  variable réelle
x, définies et  uniformes dans un intervalle fini et fermé qu'on peut
supposer être (0,1). Posons, comme d'habitude,

M. A.  Marchaud a  démontré ¹) que sif(x) est bornée et
si Af(x) tend uniformément vers zéro lorsque h0, la  fonction
f (x) est continue dans (0,1).

Nous avons la  propriété plus précise:
Si f (x) est bornée dans un  sous-intervalle, si petit soit-il, et si

Af (x) tend uniformément vers zéro pour ho, la fonction f (x) est
continue dans (0,1).

Il suffit de  démontrer que si f(x) est bornée dans (c,1) elle l'est
I

aussi dans (0,1). Soit |1(x) <M, xC (c,x) et o<<tel que
n-I

|A%1(x)|<M pour |4|<7. On a |f(x)|<2"M pour x>cn, d'oùaue
on déduit que

|f(x)|<2"M, x C(0,1), s>.
Marchaud  tqh teNous allons démontrer maintenant que le  théorème de M. A.
Marcha u d  s'étend aux fonctions mesurables:

Si f(x) est mesurable dans (0,1) et si f (x) tend uniformément
vers zéro pour h-0, la fonction f (x) est continue dans (0.1).

En effet, si 7(x)/ (x) n'est pas bornée, elle ne l'est pas non plus dans
l'intervalle (o,. Soit  o<<tel que |2f(x)|<1 pour |<4
Étant donné un nombre A > 0, il existe un  C (0,) tel que

|/()|> x+ (2"-1) A. Mais on a  ()<I pourn<4>%
1. A.  Marchaud: Sur les dérivées et sur les  différences des fonctions de varia-

bles réelles. Journ. de Math. t. 6  (1927), p.  337-425.
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donc /(+ih)>. A pour au moins un i, l<i<n. On en déduit
que l'ensemble E  /(x)>A est de  mesure>. Le nombre A étant

quelconque, c'est en  contradiction avec un théorème de M. E. Borel
sur les fonctions mesurables. La propriété énoncée en résulte. Le casur les fonctions mesurables. La propriete enoncee en resulte. Le cas
de  l'équation A/(x) =O a été étudié par M. W.  Sierpinski
(12)1) et par nous-mêmes (11 2) 3).(n>

(1)

2.  Considérons l'expression plus générale 3).
A] (x)  =a1 (x +ih)

les a, étant des constantes données. Cette expression est d'ordre k
sii=0, j0,1,..., k-I,  o, donc si le  polynôme
F (x) =  x a la racine I  d'ordre k de  multiplicité. Dans ce cas

onon peutpeut déterminerdetermmer unun entierentier positifposit p et deux polynômes (x), (x),
de manière que l'on ait 4):

9 (x) F (x) + (1) F(x) (11/
Il en résulte qu'on a une relation de la forme

(2) A1 (x)  A 1 (x +i) + > BA1 (x + in),

les B étant des  constantes indépendantes de x, h et de la fonc-

tion f (x).

On voit que les propriétés du Nr. I  restent vraies pour l'ex-
pression (1). En  particulier, siao et si (1) tend uniformément
vers zéro, la fonction f (x) estest nulle identiquement dans (0,1). Si

1. W.  Sierpinski: Sur les fonctions convexes mesurables. Fund. Math. t. I
uti-(1920), p.  125-129). M. W. Sie démontré aussi ce  théorème sans

liser l'axiome de Zermelo, voir: Sur l'équation fonctionnelle f(*+)=1(*) +1() id. p.
116-122.

2. T.  Popoviciu: Sur quelques propriétés des fonctions d'une ou de deux
variables réelles. Mathematica t. VIII (1934) p. 1-85
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4. Nous donnerons la  démonstration dans un travail qui paraîtra dans le t. XIV
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