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Introduction

Le but de ce travail est de résoudre Péquation fonctionnelle
M i, [+ aihny 2 i hy sy X + g By = 0,

o f(r., #, ... , ) est la fonction inconnue & m varjables. On
suppose que Péquation (I) est vérifide, dans un certain domaine D,
quels que soient @y, @3, v, 2, By, by ooy By, Les Qhi iy, OL
les %;; sont des constantes données et la sommation est étendue
aux valeurs 5;=0, 1, .. , m;, =1, 2, .. , m.

Nous avons déja étudié un cas particulier de I'équation (h,
lorsqu’il y a deux variables indépendantes [11] (*).

(*) Les chiffres gras dans les crocliels renvoient 3 la bibliographie placée a la fin du

travail.
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b * r .
Dans le cas d’une variable, Véquation peut sécrire

1 Z‘ af(x 4o k) =0

=0

et est une généralisation de Péquation aux différences, bien connue
»
I
() aifiw = > (—1yf Jf @ iny = 0.
=0

’ . . T e
Dans le cas de m variables, Véquation aux différences peut
s'écrire

;‘3‘ n My .
(IV) "\k. Ak: tn. Al;,:flxl 3 X250 00y Kp)y

ot Ay opére sur la variable &
Remarquons que si la solufi : '
tion (I), adnf.let un qnombre stff!tl;slfellz? {Ile(lxld:,r’fav::es : m”")’ . lequa'—
on . . ; partielles, elle doit
vemflel: un certain systeme d’équations aux dérivées partielles
homogénes et & coefficients constants, On obtient facilement ve:
équations en faisant tendre, aprés des modifications couvenabl;as‘
vers zéro les 2 dans le premier membre de Péquation. (D). ’
.La solution générale de ce systéme d’équations aux dérivées
partielles est une somme de fonctions de la forme ~

A i .
V) ahxt... jrA(x,r_“, Tjpgaseess Xz )

-ou les [ sont des entiers non-négatifs et A est une fonction arbi-
traire de m—r variables (on a »> 1)
Nous dém olution génér / ;
gy togd ontrons que la solution genérale de I'dgquation (D
est de la méme forme, sous des hypothéses beaucoup plus géné—
rales. Il en est ainsi si on suppose la fonction mesurable par rap-
port & chacune des variables. En particulier, il en est ainsi s on
suppose la fonction mesurable B.
N{Jl s1g1 5 1881 5 ti ] ur
X us sig ialons aussi des équations pour lesquelles on a le
meme résultat sous la sewle hypothése que la fonction est bornée
. a ~ . 2 ,. L% K o ol i LI 4 r 2%
]%]fl partlf,uher, Péquation (IV) jouit de cette proprieté, comme |’a
demontré (pour m =1, 2) M. A. Marcuaup |8).
Nous avons divisé ce travail en cinq chapitre,
Dans studi ¢ détai 16
P le ch:.ap.,I nous etudions, avec détails, les propriétés de
opération ex]:tr}me_e par le premier membre de Péquation (I). Ces
sont des propriétés algébriques qui permettent de réduire le pro—

.

[ 1 f . 3 ] .
bleme & la résolution d’une €quation de la méme forme maig plus
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simple [équation (52) du chap. 1V]. On peut dire aussi que nous
établissons des propriétés algébriques qui permettent de revenir
toujours a des équations dans lesquelles les coefficients By i ¥,
ont des valeurs plus simples (sont d’ailleurs égaux a + 1).

Au chap. II nous faisons une étude compléte de Péquation (11),
en complétant et en généralisant nos résultats antérieurs [L1].

Le chap. IIL est consacré a Iétude des pseudo—polynomes de
deux ou de plusieurs variables indépendantes. Cette étude pré-
liminaire est nécessaire pour pouvoir bien préciser la forme de la
solution générale de Péquation (I).

Le probléme de la résolution de l'équation (I) est traité au
chap. IV. Nous délerminons complétement toutes les solutions de
la forme (V). En particulier, nous établissons des conditions néces—
saires et suffisantes pour que, sous les hypothéses signalées, la so-
lution générale de I'équation soit un polynome.

Dans le chap. V nous faisons une application des résultats
précédents. Nous démontrons que, sous des hypothéses (rés geéné-
rales, toute fonction de deux variables, qui est un pseudo-poly-
nome par rapport a deux systéimes d’axes complétement distinctes,
se réduit nécessairement 4 un polynome. Nous possédons également
la généralisation de cette propriété pour le cas de e variables,
mais notre démonstration est basée sur la théorie des équations
que nous appelons de premiére espéce. Nous avons seulement sig—
nalé ces équations, leur étnde fera L'objet d'un autre travail et
nous donnerons alors aussi la généralisation des résultats du chap. V.

CHAPITRE 1
Notations et quelques propriétés préliminaires

1. Etant donnée une fonction f(r), d'une variable z, nouy

¥ ] . . L% d "
définissons Dopération L\E,') par la formule suivante :

(aa. ) J H y
(1) & ey = N eafx-tah)
Ce -

Une telle opération est domc caractérisée par deux suites de
conktantes: les coefficients (réels} a,, a,, .., a, et les pseitdo=
Périodes (réelles) «y, , ., «,. Dans les problémes, que ilous exa-

Mathematica, vol. XIV. 4
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minerons. dans ce (ravail, chacune .de &es suites. a di .caraéleré
Homlogétie ; seuls les rapports mutuels de lewrs. termes intervien—

Hent d'uné fagon essertielle. Bien entendd, Uopérdtion Aﬁa") n'a de
sens que si les coefficients @; ne sont pas tdus nuls. D’aillears nois
sippdserdns, en géuéral, que ftous les @ sont différents de zéro
et que les x; sont distincts. Ceci étant, le produit de deux opéra-

. i B; ; e ,\ o
tions A,(;‘ ), AE, ) esk encore une opération de¢ wméme nature, Si
les expressions Ag ‘)f(x) et Aiﬂ‘)'f[x) contiennent n4-1 et m41
termes respectivement, I'expression produit A, ’}Aia’“) J(x) coutient
(04 1){(m 4+ 1) termes en général, mais ce nombre peut étre
aussi plus petit. Ce qui est essentiel est que:

Le produit de deux opérations a toujours un sens et cette
mudtiplication est commutative. : : 1 abhee N ivdn | %

Examinons quelques cas particuliers de Popération (1). I.ex-
pression .

@) A= 2 U e+
est une différence d’ordre n de la fonction f(z). Posons P(x) =

= —u,} (#—,) ... (t—2,) et supposons que a; = Popération

1 .
el
correspondante nous donne alors I'expression

R PACR L)
@ DI T

Clest une généralisation de la différence (2). Cette expression a
€té étudide, en particulier, par M. A. Densov {5} Un autre cas
particulier important est le cas olt &y =i, i=0, 1, ... , 1. Nous obte-
nons I'expression

/]
(4) A F) = S af + ih)
ou il est inutile de faire la restriction a; & 0 pour tous les i,

Clest le cas ol les rapports mutuels des pseudo-~périodess &

sont rationnels.. Enfin, nous considérons aussi des expressions de
la forme

(5) 5£¢£)f'(x)= 2(__ 1)£l +i4+ fnf[x_l_(i'mr_l_fq%_i_ .... +iﬂm“) };]’

S m——
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ou la sommation est étendue a toutes les valeurs § = O, 1,
je=1, 2y ey M |

Avant d'aller plus loin, disons, une fois pour toute, que nous
parlerons d’ordre, de polynome caractéristique, de réductibilité, ... etc.
indi_ﬂ'éremment de lopération aﬁ“") , de P'expression Aﬁ“") J(x), de
Péquation A£a£ ) S @ =0, .etc. Le méme langage commun sera
employé dans le cas de plusieurs variables,

2. Définissons maintenant Pordre de Iexpression (1). Cet
ordre est égal an nombre & pour lequel

n n r ; n
E a; = E o =.., == E a; ocf"1=0, E @; df* 0.
t=0 §==0 =0 fan(}

n
Si 2 a; 5= 0 Pexpression est d’ordre 0. Si b = n expression
o : : =

est dordre n et est nécessairement de la forme (3).
Attachons a Vexpression (1) le polynome caractéristique du

n
premier type F"(x)=2aga:“". En général ce n’est pas un polyno-
' ' i=0
me proprement dit, mais un polynome en z*. L’ordre % est alors
garactérisé par les relations

F(D=F"(1)= . . . =F-(1)=0, F*®(1) 3 0.

Par exemple, Yoxpression (5) est d’ordre 7.

Deux expressions ayant pour polynomes caractéristiques F*(x)
et F*(ar), ol p est un entier positif, sont équivalentes. Dans le cas
de l'expression (4) F*(2) est effectivement un polynome. En parti-
culier, pour (2) nous avons F*z) = (x—1)",

Nous dirons qu'une expression de la forme (1) est une con-
séquenite de (1) si son polynome  caractéristique du premier type
est de la forme ¢,(x) F*(x?) + $(@) F*(am) + ... ol p, , p,,. .. sont
des entiers positifs ¢,(2), $y(#),... des polynomes en z oun, plus
généralement, des ocombinaisons linéaires de certaines puissances
de gz

Nous introduisons aussi un polynome caractéristique du second
type. Nous.pouvons toujours supposer, sans restreindre la généra-
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lité; que dans (1) on & ng=0. Appelons alors expiessivic arssbéiée #
(1) toute expression de la forme

e Lbf(x + B 1)

ou b sont les coefficients et les 8; sont de la forme re, + ryop+..
oo raa,, les r; étaut des entiers positits ou nuls, Nous dirons
alors que le polynome a 7 vaviables Sbx' 23*... 4" est le poly-
nome caractéristique, du second type, de I'expression (6). De cette
fagon, le polynome caractéristique du second type est défini pounr
toutes les expressions associées 4 [1). En particulier, Vexpression (1)
elle-méme a pour polynome -caractéristique F(x,, #,, ... ,a,) =
ay+ax+ - - - ta.x,. Deux expressions ayant pour polynomes
caractéristiques F(r, , #,, ... , #,), F(af, 24, ..., 2} o0t p est un en-
tier positifs, sont équivalentes. T'oute expression (6) dont le poly-
nome caractéristique est de la forme

‘t'lF("ipl) xf', CH xf‘) -+ ¢2F(1f’: A f’a G5 xi’) +

ol p,, Pz, sont des entiers positifs et ¢y, ¢,, ... des polynomes
en Ly, &y, .., By, est une conséquente de (1).

Dans Texpression (1) # et % jouent le rdle de variables. Il en
résulte que les expressions dont le polynome caractéristique du
premier type est de la forme a81™*(z) ou celles dont le polynome
caractéristique du second type est de la forme ah 2k ...'xrfn E(ay, 24,0005 ,)
sont équivalentes a (1).

Cette notion d’expression équivalente est bien claire. Deux
expressions équivalentes 4 une troisiéme gont équivalentes entre
elles. Toute expression équivalente a une conséquente de (1) est
encore une conséquente de (1).

La considération des polynomes caractéristiques facilite con=
sidérablement notre étude. '

Par exemple, expression (5), associée a (1), a pour polynome
caractéristique (1—wzy) (1 —a,) ... (1 — )

8. — Nous allons démontrer maintenant que !

T'oute expression (1) a une conséquente de la forme (B).

Posons p= [%], en -désignant, comme d’habitu&e, i)ar
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{«] le plus grand entier compris dans . Soit

F; =F(x, o ..., "‘"i)_'(apﬂ Lpti 4 Up g2 Koo+ o -+ a,,) si 7 est pair,
] . a ) . N
F; =F(f , 2} ..y :z:;)—-(-zﬂ ZoF Cppt Xppt+ .+ a, m,,] s 7 est impair.

On voit alors que I'expression dont le polynome caractéristique est
F, Iy oo s b Fpeg g

F. I iaw E
2 3 12 =] C:Bl .. :,-P[V(i, X, ¥, .. :v,,)]z,

For1 Forz o o0 Foygy
est une conséquente de (1). Iei C est une constante (non-nulle)
- 1] 3 a * .
égale & a4 ..a, ou aya .. Ay —23 , suivant que n est pair ou

impair et V(4,, 6;,...,0;) est le déterminant de Vandermonde des
nombres ,, 6,, .. §;. L’expression dont le polynome caractéristi—
que est [V(1,2, 2y, ...,%,)]* est équivalente a la précédente, donc
est encore une conséquente de (1). Cette derniére expression est
bien de la forme (5). Bien entendu, les z de ces deux expressions
(1) et (5) correspondantes ne sout pas les mémes. Les a de lex-
pression obtenue sonta;, @z, ..., @, et w;—a;, j=l, 2,..,,i—1, i=1
2, ..., p, chacun pris deux fois.

hJ

4. — Nous dirons que Uexpression (1) est rdductible si on
peut trouver une conséquente de la forme (2) {ou une conséquenté
équivalente a (2)). - : |

Lexpression (1) est, en général, réductible. Soit toujours
F(zy,2,..,#.) le polynome caractéristique (du second type) de
(1). On peut, en général, trouver 7n polynomes A;(z, z,, .., &,),
i=1,2, ..., n tels que I'on ait

n
2 Aa‘ (ml 3Ty ] .’E',,) F(xll ¥ xfl PSR Lk x:,) o= q)(wl)s

=1
®(z)) étant un polynome en z, seul. Ceci signifie quil existe une
congéquente de la forme

@) Lo f (@ 4 i)

qui est aussi de la forme (4) et a pour polynome caractéristique
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du premier type ®(xy). Il est évident qu'une expression est réduc-
tible si elle a une conséquente réductible. Au Nr. suivant nous
démontrerons que les expressions (4) sont réductibles, notre pro-
priété énoncée est donc démontrée. _ : :

On gait, de la théorie de I'élimination, qu'on peut trouver
les polynomes A; tels que ®(z,) soit de degré n!. L'ordre de 'ex-
pression (7} est O en général, maie si Pexpression (1) est d’ordre
> 0, (7) eet au moins d’ordre n, ce qui résulte immédiatement du
fait que les coefficients @'; ne dépendent pas des nombres ;. On
peut d’ailleurs voir facilement que si I'expression (1) est d’ordre
> 0, le polynome ®(z,) est de la forme Cixr—1)'!, C étant une
constante, la réductibilité est donc démontrée. Dans des cas par—
ticuliers I'élimination peut donner un polynome &(z,) de degré
< n!, toujours de la forme Clz—1)* si (1) est dordre > 0, mais
ce polynome est au moins de degré s, & moins qu'il ne soit nul
identiquement. Ces remarques ne s'appliquent pas aux expressions
(1) d’ordre 0. . : :

Il y a des cas d’exceptions ou le raisonnement précédent ne
sapplique plus. Il peut, en effet, arriver que le polynome &(=,)
eoit nul identiquement. Dans ce cas on est tenté de chercher, tout
d’abord, d’autres valeurs pour les entiers poitifs Piy Pry ey Py tel
que l'on ait une relation de la forme

8 ZA,‘ (21 @2, vy 200} F(®f, i, ..., 2Pi)= polynome
i=1 non identiquement nul en x,; seul,

mais il résulte de ce qui va suivre que cette égalité n’est pas pos—
sible si ®{x,) est nul identiquement, ;
On peut bien reconnaitre si nous sommes dans ce cas excep—
tionnel par la propriété suivante: :
La condition nécessaire et suffisante pour que le polynome
D(xy) soit nul identiquement est qu’on puisse trouver deuwr égalités
de la forme

9) @+ Gyt Gyt ¢ - Gy = 0,
(9 atata,+- - ta =0

ot i= 1, 7= 1 et les py, pa,. . oyPis Vis Vo 4. . .Y SORE tous
distincts et choisis parmi les nombres 2, 3,. . ., n.

On voit facilement que la condition est suffisante. Montrons
quelle est aussi nécessaire, Nous allons démontrer cette propriété
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par induction compléte. Le fait que le polynome ®(x,) est nul
identiquement signifie que le gystéme '

(10) F(a};.ng:o . -,x.:;)=0; 3'—'11 2,. PR

a une solution en wm,, a3, .. , 2, pour toute valeur de x,. Pour
quiil en ‘soit ainsi il suffit évidemment que cette propriété soit
vraie pour une infinité de valeurs de 2, . Remarquons encore qu'il
existe alors certainement une solution finie en Tay X3, ,2, pour
tout &, d’apres la forme méme des équations (1 0). Rappelons aussi
que nhous sapposons towjours ¢jF= 0. i =0, 1, .., n.

La propriété est vraie pour 7 = 2 (et aussi pour n = 1} puis-
que dans ce cas ®(z,) ne peut étre nul identiquement. Supposons
que la propriété soit yraie jusqu’a 2—1 et démontrons-la pour 7, Le
systéme (algébrique) (10) nous montre quil existe certainement
un intervalle (¢,d) et des fonctions X = 2y (1), 3 = @3(2y), o
vy X == 1, (xy) de @,, continues et dérivables lorsque %, est dans
(¢, d) et qui vérifie le systtme pour ¢ < x < d. Substituant oes
valeurs dans le systdme (10) et dérivant par rapport & ay, on
trouve

n
Za’:wfx"'= 0, j=0,1, ..., n—1 (' =1).

i=1

Ce systéme doit étre compatible en 27, » 23 30y &', et on en déduit
que V{1, @y o, a,) =0 pour c<x < d. 1 faut donc que,
pour une infinité de valeurs de x,, deux au moins des variables
Zyy gy w5 & solent égales. On voit qulainsi notre probléeme est
réduit au méme probléme on 7z est plus petit. Si on. arrive au cas
n=2, donc F(x,, &)= ay+ o, ) + &y 2y il faut que o', = 0,
ap + a's = 0 qui sont exactement les conditions (9) et (9. Il faut
toutefois remarquer que si z; est égal 4 'une des variables X2y Xy ooy An
une infinité¢ de fois, il se peut que le nouveau systeme (10) soit
toujours de la forme (10) ol cependant e, = 0. On. voit alors que
Fegalité (9') est déja démontrée et il veste & établir Iégalité (9).
Or, cette égalité peut &tre obtenu trés simplement, et indépen-
damment des considérations précédentes, en remarquant que le
systémie . e
F(O,:f;,mg,...,:ci]:(], i=1,2, ... ,n

-a une solution en x,, m,, ., , 2,. On trouve immédiatement qus

Pun au moins des nombres @y, x5, .. . Z,, constituant une solu-
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tion, doit étre égale 4 1. On procéde ensuite par induction. La
propriété est complétement démontrée.

Si #(x,) est nul identiqgnement on peut rechercher 'éliminant
en Pune des autres variables @, %,, .., #,. De plus, on peut
prendre comme premier coefficient ay I'un quelconque des autres
coefficients a;. Il peat, bien entendu, arriver que tous les eélimi-
nants ainsi obtenus soient nuls identiquement. Enfin, dans certains
cas particuliers, on peut démontrer la réductibilité de I'expression
{1) en cherchant un éliminant en 2, 3, .. , —1 variables. Nous
n’insistons pas sur ces cas. :

Pour 2 = 3 Dexpression (1) est toujours réductible, sauf si
les coefficients sont proportionuels aux mnombres 1, 1, —1, —1.
Pour n = 4 D'expression est réductible, sauf si ses coeltficients sont
proportionnels aux nombres 2, 1, —1, —1, —1. Pour =25 le
probléme est déja plus compliqué. Toute expression 1) est réduc-
tible dans ce cas, sauf si les coefficients sont proportionuels aux
nombres de I'un des groupes suivants

1, 1, 1, —1, =1 —1
3, 1, —1, =21] —1, =&{
1, —1, A, —X 1A —1—
TS A, Ao d—a =
1, 1, A, AN [y SRR,

A étant un nombre quelconque. On vérifie que, pour 2= 3, 4, 5, toute
expression d’ordre n est réductible. Done, pour 72 = 3, 4, 5, nous savons
que lexpression (3) est réductible. Il en est ainsi, trés probable-
ment, pour n gquelconque. Nous croyons d’ailleurs qu’il existe,
pour tout n, un nombre N(n)< n tel que toute expression (1)
d’ordre > Nin) est sirement réductible. La détermination de ce
nombre N(n) est un probléme algebrique dont la résolution parait
présenter certaines dificultes.

B. — Il reste & démontrer que l’expression (4) est réductible.
Nous avons déja démontré cette propriété dans notre travail an-
térieur [11]). Nous allons préciser ici nos résultats,

Démontrons d’abord le lemme suivant:

Si F*(1y#= 0, il ewiste une infinité d'entiers positifs p tel
que F*(x), F*(wr) soient premiers enire eus.

L 23
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Iei F*(¥) est le polynome caractéristique du premier type de
nl

Pexpression (4). Ce polynome est de la forme F*(@)=[T (x— a:},
=1

oll 6, 6;, ... , 0, sont 7' nombres distincts (réels ou complexes)

!’

et différentsde 1 et 2 p; = 7. Supposons d’abord lo;|l =1, i = 1

i=1
2 .., n et soient 8, 6,, ... , 0, les arguments, compris entre 0
et 2r (0(6‘ < 2n), des nnmlnes 9,, Gz, - » 0, . Supposons, dune
maniére générale, que oy, g, ... , o; soient des racines primitives
de Punité d’ordres gy, ¢,, - , g; vespectivement et que les autres

o; ne soient pas des racines de lunité. Si o, et o, me sont pas
tous les deux racines de Punité on ne peut avoir pf, = 6, (mod 2x)
qu'au plus pour une valeur de p(> 1) Si g., 0, sont tous les
deux des racines de l'unité on a ph, :: 8, (mod 2x) si p est un
multlple de ¢, ¢, ..q;. Le lemme en résulte dans ce cas. Il reste
4 examiner le cas ou les o; sont quelconque 1. Ce cas résulte
du précédent pmsque si lo,l, | 0, ne sont pas tous les deux égaux
4 1, on a sirement of + o, pour p suffisamment grand.

Considérons maintenant le cas d’un ordre quelconque £ On
peut écrire F¥(a)=(x—1}*F* (), ot F¥1) % 0. On peut donc trou-
ver un entier p tel que F¥(x), F}{?) soient premiers entre eux,
donc aussi denx polynomes $(.x), ¥() _tels que

k @) Ty (x) + ¥ (o) F} (@) = 1.
Nous en déduisons immédiatement qu’il existe deux polyno-
mes $,(x), V() tels que
FE) F) + (@) F@r) = (r — 1)
et nous pouvons énoncer la propriété suivante:

Toute expression (4), d’ordre b, a une conséquente de la for-
me Ajf(x), dordre k et de la forme (2).
La réduction précédente a la forme (5) nous montre que s

: . : -1 .
parmi les nombres «; il y a au moins I%—l qui ont leurs rapports

mutuels rationnels, Pexpression (1) est réductible. Il en est toujours
ainsi si » = 2, donc toute expression 1) a trois termes est réduc-
tible. :

6. — Nous pouvons étendre les résultats précédents aa cas
de plusieurs variables. Etant donnée une fonction f(ry, %3, ; )
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T2y aes 'ami)
L2 ey

: r . TR
de m variables a, xp, ... y Xm, Lopération Ags,l,”h le

sens suivant

(1 1) ﬂg?,“}":%_i};: U'-m;)ﬂr' 3 X2y e g X)) = x"'a,‘.l s imﬂ... » & + oc),-,}, }Lj, )
ot la sommation 3* est étendue aux valeurs { = 0, 1, ..., 7,
=0, 1,., npyusy b = 0, 1,.., n, . Pour abréger I'écriture, nous po-
serons souvent f(.., &, ..) au lieu de SGr, &y ooy £2). Une
telle opération est caractérisée par la suite (multiple) des coef-
ficients (réels) a,, . i, 6t par m suites de pseudo-périodes (réelles)
%0y %ty ey Huoy J= 1, 2, .. | m. Chacune de ces suites présente
un caractere d’homogenéité. Les Xy Xpy ey P 0t les By, By, Ay
sont des variables, ce qui précise Péquivalence de deux opérations.
Il est encore avantageux de considérer une opération comme ayant
un sens seulement si les coefficients ne sont pas tous nuls. On a
alors la propriété: .

Le produit de deux opérations a towjours un sens, est encore
une opdration de la méme nature et cette mudtiplication est com—
mutative. '

Cette propriété a d’ailleurs liew non seulement pour les opé—
rations qui opérent sur toutes les variables mais aussi pour celles
qui opérent sur certaines de ces variables.

Quand nous considérons I'expression générale (1) nous pou-
yons supposer que app = ayp = .. = a4 et que o Foy, s, jail,
2, «., m. En ce qui concerne les coefficients, nous pouvons sup-
poser que Pon ait

n 11_;“;1 'Rl Pt
(1 2) E y Z E . i, »-“}‘—.] ‘}‘ ‘.;'+1 iml =|: 0’
§,=0 =0 fp1=0 i, =0

y=0,1,.,m j=1,2,.. m.

Eixaminons quelques cas particuliers, L’expression

By Hyy s B g
(13) Af::,b,,...,;sz(‘ll)a?a ser )-rm}'__'
. oL E*(-— 1);;l+n, ot ry — B—f— i {nl {nz) A [{é’”]j‘(.., 2 + I} kj 1 “)
: &\ tn

est wune différence d’ordre (n,, n,, ... » ) de la fonction f( ..., a;, ..).
On obtient un cas plus général en considérant des opérations de

la  forme Agf:"') a.ﬁfj 2 alom) -

fa;)
By DS rd .
o Ap M ot "—“Aj opere sur la variable .
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Posons ¢;(x) = (@—op) (2 —2,) e (0= Tjudy NONS avons lexpression

f( ) & i h;'a iv)
b slous) ¢'2(@21) o B otmi )

(14} o

qui est de cette forme. Une autre expression de cotle forme, que
nous utiliserons plus loin, est

tah’)“‘?}f}'" ’amﬂ N % '.
8/‘ » A‘jr vy f(;"'l ¥ 32 R0 5 ""HJ =

f (& 3} { ms')
== agjl )8/%2 50 5)5:, f(xl 2 T2y ey Wy

(15)

v Wlay , . o
ol 5;,_}."? est 'opération (5), opérant sur la variable 1= Ry n= ny),
Enfin, si a;=i, i=0,1,.., n;, j = 1, 2, ..., m, nous avons I'ex-
pression

(16) MG R @3 )

By s Be s e 3 B

ot il est maintenant inutile de faire les restrictions (12).

7. — Définissons et précisons maintenant Pordre d’une expres—
sion (11), Cet ordre est (k, &; , .. > &m) o0l B est-le minimum des
ordres des expressions - :

2 @iy iy Bl i, )

y=0
O=i=n, .., 0= =0, 0=4=ny,, .., O0=i.,=n,.

De cette fagon, chaque variable a; contribue par un nombre
k; & la définition de Pordre. Nous dirons aussi que Iexpression a
e 5 L - ~ ~ . )
Pordre simple [k; —1]; par rapport a ;. !

Séparons les variables xy, @, , ... , ., en deux groupes

Tios Ty ooy B3 Ly oo s By Jo K Ja oo < Jios Jott <Jrpz <o o

Nous employerons des séparations analogues dans la suite.' Pour
simplifier I'écritwre posons »', pour n;, et ¥, pour i . Introduisons
alors les notations suivantes (1) '

ekl Alrjz  n'n

b syl

Fyltg...tp

. V.l Voo wVm
Qo : ot m‘-"'l‘ ! s %L,
qq.‘.smt Fred &:’t] Feg2 V’,+2 Jmitm °

rg1=0 I",-+2=0 o =0

(') Powr »=0 nous avons les mombres T("i 2 Ve s Vi) |
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Le nombre &, de Fordre est alors caractérisé par les relations
VE:)E, iy = O, v=0,1, .., k—1, O=5=n;, j=2,8,..,m
iy ty Ty
&) 0.
2' v '2 7':2‘:3"":::3’:':

=0 =0 i =0

Ces relations définissent done Pordre simple [k,—f],. Nous allons
maintenant introduire d’autres ordres, doubles, triples, ... multi-
ples qui caractérisent Pexpression (11). '

" Nous dirons que [/, » £2li2 est un ordre double (relatif aux
variables &, , x,) de Pexpression (11) si By 2 &y, ¥y =k, ot si

A7) 3107 2 0,%=0,1,., ¥, = 0, 1 b5, Oy sy, joB, 4y 10
iy Thy L)
n

LI T
2 3. gt 40, 3 3 S mmangg

=0 i;= 0 =0 =0 =0 7,=0

Il est inutile de considérer le cas &y < b, ou le cas b, < &y, puisque

72 . .
7(*’1;"2)‘ = .Z' y(l’!) el = },(Vz) Pig)
LN TR P iply i Ein 26 LY JOO M |9
- iy=0 =0 .

et Dégalité (17) est alors une conséquence de la définition de
Pordre, '

On détermine les ordres doubles de la maniére suivante,
Soit &', (2 &,) donné et considérons les expressions

3 Tty T

2 2 2 73(:;1)... 5,,,f(§2 ¥ 83 5) O] érn]a W= 1".1 ’ Jbl"‘ 1) ey Ky b

L=0 =0 ip=0 |
en convenant de poser, ici et dans la suite, & = g, @y /t,. Cha-
cune de ces expressions a un ordre simple, soit [s®], , 'par rap—
port & a;. Le minimum du nombre s est le nombre #,. On
voit, en effet, que la définition du nombre £ est iden lique & la
définition (17 On en déduit aussi la propriété suivante:

La condition nécessaire et ‘suffisante pour que Vexpression

(11), d'ordre (k,k,, .., ku) wait pas d’ordres doubles est que leg
expressions

7y Tt W 70 X [ F

D 2 T G e M

=0 F1=0511=0 ;=0

sotent dordre (b, ..., k_;, ‘Ei+ls".-’ Enh J =1, 2,...,m,

(18)

SOLUTIONS BORNEES EY SOLUTIONS MESundbiss &
Réciproquement, si les expressions (18) sont dovdre (&, , ..., &_, ;
kipt s e, ), Pexpression (11) est d’_ordre (&, k..., £*) ou L}f“ <k
Nous pouvons définir, en général, les ordres e de Tex—
pression (11). Le symbole [&, , ¥, ..., E'ls,s, .., représente un ordre
rerle (relatif anx variables &, , F R L B
1% Aucun des symboles Wy s Bty iy o, &, h,.. ety s b1, s
se=1,2,..,r n'est un ordre (r—1y»% et, plus géndéralement,
aucun des symboles [¥,, ¥, , ... »K%5 )44, .., i Nest un ordre swe,
En particalier donc #’, = k.
2% On a
(19) 752—1’:;‘{.;. :,:r) =..0’ Y= {.)S 1, .. alk's’ s = 1,2, 2 7y
O=§4=n, j=r41, r42,..,m
el irdd R
1 Y
D) D
0

Snpt=0 i po=0 in=

RPN - S S '
lri-'l l:.»+2 ...8]:,” r ' :|: 0) 8= 1, 2, sy M

Une partie des égalités (19) est d’ailleurs une conséquence de
Pexistence des ordres simples, doubles, .. , {r-—1 jwte

On détermine encore trés simplement les ordves ruwies, Sup-
posons que [£, , ¥, .. , ki3 .., .1 ne soit pas un ordve (r—1ywple,
Considérous alors les expressions '

np eyt Hup

@0, D B S e b 8

I bl o b
=0 £r+l=0 =0
41 =‘{'l ’ k1+ 1 yoory K y Vz=1k, > ka1 bAA &'y yrery Vot =Ky s By 4 13"",- l_:'r-l!:

Chacune a un ordre simple par rapport a .x,. Le minimum de 88§
ordres est le nombre #.. Bien entendu, nous considérons séulement
les expressions (20) qui n’ont pas tous leurs coefficients nuls. I
se peut, en effet, par suite de Vexistence d’ordres doubles, ... , (r~1)uwies,
que certaines des expressions ¢20) naient pas de seus,

On voit encore, de proche en proche, que:

La condition nécessaire et suffisante pour que Lexpression

(11), dordre &y, k,,..,b,), n'ait pas d'ordres doub!es, triples

vy 0 o5t que les expressions

'y # gl W ' 3
(7 g e ¢
o TE':II:;,‘_I{'; -'m i,m_)'r—l) j(é}r [ é;’_l_l § biey ejm}
=0 Frp1=0 =0

(21)

soient toutes d'ordres (&7 3 Bl "‘;‘,_1' )
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Nous appelons Pexpression

eyl Wepr i

@) XL DY b

Fipr=l fppom0 =0

line réme expression dérivde de (11). Cette expression existe seule-
ment si k; =0, 8 =0, .. , & =0

Nous avons la propriété suivante, que nous utiliserons plus
loin;

8i toutes les rime expressions dérivées sont dordre ©,0,..,0),
Fexpression (11) elle-méme et toutes les somes expressions dérivées,
arec s=1, 2, ..., r—1, sont aussi d’ordre (0, 0, ..., 0).

8. — La notion de polynome caractéristique peut étre éten
due au cas de m variables. Nous avons le'polynome caractéristique
du premier type ' E

* * g i B
Fay 22y oy ) =5"ay,;, . iy W1 5%, Pmiy,

qui dans le cas de Pexpression (16) est un polynome proprement
dit. L'ordre (& ; %, , .. , k,) est alors caractérisé par les relations

¥ k. »
[a'FJ =0, ye=0,1,..,k—1, [a"FJ €20

v; A '
35\':)! 2 -1 axjf

n

wf o |

J=1,2,..,m,

I'identité ou la non-identité étant toujours par rapport aux varia—
bles restantes.
Par exemple, dans le cas de Pexpression (15), nous avons

Hi 2y
E*ayy a3y e’y 2t _H ll A —xF)
et cette expression est, par conséquent, d’ordre (12y 5 ny 5 ooy 1™,

Lie polynome caractéristique de I'expression dérivée (22)
) 2 1a B .. . 3 iy - j
yubtl._cnt de F*(¢q 4 wp4 . o m) en y faisant Ty = Ty g 1,

Le polynome caractéristique de l'expression (20) s’obtient en
faisant @) = 7p = = 21 = 1 dans

(a?n 5%](”1) (xﬂ 6_3.3_2]("2) i [xhiﬁfzj(vfit)W(ml 3 Xz e s L)
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On en déduit facilement qué pour Pexistence d'un ordre
buwle, [y 5 By i £t 2 .., -5 il est nécessaire que l'on ait

I kvet o v

Y Y v
Oxy! duwy? e - .a'nr"-"]:-'l-' =...=a,=1

PR ===

FA b o '
Vom0, 1, 0y By 8=1,2,.. 1

Considérons encore Pexpression (15). Le polynome caracté-
ristique de l'expression (22) est alors (A un facteur constant pres)

mo T
II II(I—-—m_f’fs‘) et on voit donc que:
s=r .£=‘] .

L’eypression (15) w'a pas d’ordres doubles, triples, ... mppies
On en déduit encore facilement que dans un ordre rurk,
[£), &2, ..., Erelio ., ., il faut que l'on ait ¥, < 7, .

9. — Appelons encore expression associée & (11), toute ex—
pression de la forme

(23) Sbf (o5 274 B By, )

ou les b sout les coefficients et les Bi sont de la forme
t % r@Pus 4 +r23a,-uj » les r0? étant des entiers positif ou nuls,
Nous dirons alors que le polynome, & n,+ ny+ - + n, variables,
2007} 5 e 2 n
est le polynome caractéristique du second type de Pexpression (23),
En particulier, Yexpression (11) elle-méme a pour polynome
caractéristique du second type

E
b az.'l Bty I L2iy o0 xmim (-r10=a‘20=--o=xm(]= 1)-

Le polynome caractéristique de Vexpression associée (15) est

] ny
1) (e
=1 =t

On définit encore, comme dans le cas d’une seule varjable,
les expressions conséquentes 4 ’aide des polynomes caractéristiques
(du premier et du second type). : P
~ Démontrons maintenant la généralisation de la propriété du
No. 3:

Toute expression (11) a wne conséquente de la forme (15),
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Pour ne pas compliquer jnutilement, il suffira de donner la
démonstration dans le cas de deux variables (m =2). Posons alore
n,=m, = n; le polynome caractéristique peut g'écrire

m

n
F(mll s K12y v s Xpy | X2 5 X22y v0r 5 XF2g) = E ( E ay 33'2,() T

=0 /=0
Sous cette forme ce polynome est de la forme F(wy, @2, . > )

L ¢ i3
du Nr. 2. Les coefficients 2 a;&y, 1= 0,1,. ,m ne sont pas
j=0 : )
identiquement nuls, En appliquant la méthode du Nr. 3, on voit
que Pexpression (11) a une conséquente ayant un polynome carac—
téristique de la forme .

Glrat s 7225 o 5 T20) LV, 115 212y o 5 X1p )P

On peut dans le polynome Gz, 72, . , az,) aesimiler chaque
terme a]l .%..x & une variable xy et on peut en faire autant
pour [V(1, ay, ®i2, - » 1)}t En d’antres mots, 'expression ob-
tenue est associée a une cerfaine expression qui est elle-méme
associée a (11) et a un polynome caractéristique de la forme

q
(2 @ -1'2;] (I —xi) (1 =) o (1 —t1p) (0= 1),
J=1 _ :
oll on peut supposer les constantes a’;+ 0. Appliquant encore une
fois la méthode @élimination du Nr. 3, on trouve la propriété
cherchée.

On démontre exactement de la méme maniére la propriété
pour m quelconque.

Bien entendu, I'expression de la forme (15) obtenue n’a pas
les mémes « que (11). On peut préciser la forme de cette expres-
sion, mais il est inutile de le faire ici,

10. — Nous pouvons dire encore que lexprsssion (11) est
réductible si elle a une conséquente de la forme (13) (ou une
conséquente équivalente & (13)). On peut chercher comme dans le
cas d’une seule variable, des conditions sous lesquelles une expres-
sion (11) est réductible, mais nous n’insistons pas sar ce point,

Démontrons seulement la propriété suivante : e

T'oute expression de la forme (16) est réductible.

§oLutibis Boknbes Bt SOLUTIONS iEsbrabLES 6B

[1:suffit encore de taire la démonstration pour m=2. Soit
g M I }
Fx, ) = 2 Za,-,- 'y le polynome caractéristique du premier ty—
i=0 j=0

pe deVexpression (16). Ona,en général, F*(x, y) = (1-x)t (1 -y WEF Ha, %),
oli FF.a,5) nest divisible ni par 1—x ni par 1—y. L’ordre de
lfexpression (18) est (k, }'). Les résultats du Nr. 5 nous montrent
quon peut trouver un entier p et deux polynomes $(x,y), ¥(*,¥)
tels que I'on ait

(w5 ¥) Fi"(r,y)—l—'\b(w, ¥) Ff(a:f",y) = g(¥)

g'y) étant un polynome (non identiquement nul) en y. Puisque,
par hypothtse, F¥(f,y) n’est pas identiquement nul, on en con-
clut Pexistence dun p pour lequel F{ (v, y), F] (x?, ) sont pre-
miers entre eux (par rapport & x) pour une infinité de valeurs
de y (plus exactement sauf peut étre pour un nombre fini de
valeurs de ). Ceci suffit pour Détablissement de la formule. Ce
polynome g(y) est, en général, de la forme g(y)=y’ A —yY gy
0 E 0, (1) 0. Finalement, on voit donc qu'on peut déter—
miner deux entiers p, g et les polynomes ¢(x, 33, dulx, ), $s(*>5),
$u{w,y) tels que l'on ait

$1(25, ) B, 3) 4 ol V) F?, 3) + o0, ) By ) +
+ $ulr, ) (2, 1) = o (ar— 1R(ye— 15
ce qui démontre la propriété.
La démonstration est analogue dans le cas d’'un nombre quel-
conque de variables.

11, — Dans la définition de Dlexpression (11) nous avons
supposé que les &y, 2, ,. . ., B sont des variables indépendantes,
On peut au contraire supposer que les %; ne soient pas linéaire-
ment indépendantes, Supposons que

(24) H=1udy+ ot - 1l j=1,2,. .., m

ot les nombres y; sont donnés, la matrice (y;) est de rang & et
les &'y, A'y,. . .y B's sont des variablés indépendantes. Nous desig~

0 g @ ; oanass Cpi o
 nons alors Vopération correspondante par ag,,‘;"f‘?‘ » ’k,”"). Nous di-

H R 25 itk
rons quune telle opération est de ke espéce. De cette fagon la

hotation A%aii’a%’ Bl ) signifie une opération. de mé espéce.

l:ka,-"‘: £

Mathematica, vol. XIV, ]
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r o e I » 1 R 0

St nous avons les relations (24), le premier membre de (13) s'éc-
. Ry Y5 ooy Bin

rira At R e Sy %y ., %,) 6 nous avons une différence

dordre (12, 7y 5 .. , Ny} de k¥ espéce.

Nous porterons notre attention tout particuliérement sur les
opérations ou sur les expressions de premiére espéce, les seules
que nous étudierons avec plus de détails. Une telle expression peut
gécrire sous la forme

{315 7y oor y Omi) “ .
(25) alt- 3 D20 ey f(;]r;” AP oo r'm) = 2 a,-j (... s X5 + O }i‘,, ).

=0

Ici nous pouvons supposer a; 0, i=0, 1,...,7, wo=op = ..
m
e =t =0 et lap—a | 0 a1 r¥ s
j=1.
Une expression associée a (25) sera de la forme
(26) BOf (a5 4 Bihy o
ol .Ie:s‘ Bi sont de la forme riay 4+ rpwp + ... + ra0;, les entiers
positifs ou nuls 7y, r,, .., 1., étant les mémes pour By, Baiy ey Bus
Le polyrome caractéristiqgue de (26) est alors Sbapap. .. a’s.
En particulier, le polynome caractéristique de (25) est l

Fue,, 22,00 ,%,) = ayFax++  « +a,x,.

On .voit quil y a une parfaite analogie avec le cas d’une
seulekvarlable et que le polynome caractéristique jone exactement
le meéme role que le polynome caractéristique du second type des
expressions 4 une variable. La seule différence est quil y a cor-
r.espondance simultanée entre les termes du polynome caractéris-
1':1que et les valenrs des varidbles x,, :&2, y %,» Lies propriétés
établies plus haut s’appliquent donc ici avec cette dernmiére pré-
caution. Ein particulier,

Loute expression de premier espéce (25) a une conséquente
de la forme

(2?) agaﬁ’ a-"x?-) e 3 Rm)f(xl y xa PP xm) =

=Y+t +in . .
}‘( 1)&+ e f[“‘ixf']'(;i“ﬂ'l‘"'2“;2‘1‘“"*‘ ":u“;‘n)h)-a-]

ou la sommation est édtendue & toutes les valenrs i.= 0, 1
?"=1,2,...)n- A o
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Dans les expressions de la forme (27) il faut supposer

m
Va0 pour i=1, 2,. . .,7
J=

Nous étudierons les équations de premiére espece dans un
autre travail. Les différences de diverses espéces interviendront
également dans les problemes traités an chap. V.

CHAPITRE 1II

Sur une classe d'équations fonctionnelies
a une variable

12, — Nous supposerons toujours qu'il s'agit de fonctions S,
rédelles, de la variable réelle x, uniformes et définies dans un in—
tervalle borné et ouvert (a, b), ¢ < b.

Dans ce chapitre nous nous proposons d’étudier I'équation
fonctionnelle

28) A =0,

Nous chercherons les fonctions f(¥) qui vérifient I'équation (28)
pour toutes les valeurs de x et i telles que a < & 4 o < b,
i=01,.,n _

En général, nous supposerons que les nombres «; sont dis—
tincts, mais il est parfois avantageux de ne pas faire cette restric—
tion. Nous prenons toujours ay="0. Quand il gagit de I'équation géne-
rale (28) on peut supposer a;+0, i =0, 1, Siesiia

Nous pouvons laisser de coté le cas = 1, quand la solution
générale de 'équation est une constante arbitraire ou la fonction
identiquement nulle, suivant que Yon a a, -+ @, = 0 ou 0.

1équation (28) est lindaire et homogene ; ses solutions jou-~
issent donc de quelques propriétés immeédiates simples telles que:
la somme de deux solutions est encore une solution, une solution
multipliée par une constante quelconque est aussi une solution ete.

Limportance de la motion d’ordre résulte, tout. d’abord, de
la propriété suivante, qwon demontre facilement :

Dans le champ des polynomes, la solution générale de Ué~
quation (28), d’ordre k, est un polynome quelcongue de degrd
kE—1.-
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Un polynome_de degré £—1 est une expression de la forme
gttt eyaet2 Lo . . 4oi g ol ¢; sont des constantes, le premier
¢y pouvant lui aussi étre nul. Pour la symétrie nous dirons que’la
fonction identiquement nulle est un polynome de degré —1., -

On voit immédiatement que:

Toute fonction vérifiant Péquation (28), vérifie égalernent
toute équation conséquente.

On en déduit, en particulier, que :

Toute fonction vérifiant Péquation |28) vérifie dgalement
une équation de la forme

(29) Bgfi)f(x; = Q.

Tou?e Jonction vérifiant une égquation (28) quii est réductible,
vérifie également une équation de la Jorme

(30) &y fla) = 0.

13. — Examinons d'abord quelques propriétds générales des
solutions de I'équation (28). Supposons toujours 0=y < &, < @ < ...
o L et que | fiw)) <M dans (&, 5. En prenant x + a, & = b,

O'—ux
donc A = = et « + a,h < b, nous trouyons
4

1 (@)1 < M pour x> b —p (b—0",

It
Zlael
f=1

1 1= ‘Jt| : ] . *
ol A = A et p= A Nous en déduisons facilement que
T 1

| f(@) | <AM pour x> b —plb—0") = b'—|[(1 +eRr—1](b—8)
1A <MM pour x> b"'- o(b-b") = b'—[(1 +p)p—1] (b—5")

L R I T vis s 8.0 LAl L ) D5l fog sy ol 1

ooooo L) 10 L}

1F@I<AM pour &3> b'—{(1+p) —1}(B—b',
On a posé succesivement " =3"—pib—b"), b =b"— p(b—0"},...
8i s est le plus petit entier positif tel que (1 + p)* > g—_—_——g 5 on a
@I <M dans (a, b)
et nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

_ lToute solution de Péquation (28) bornde dans un intervalle
partiel, aussi petit que Uon veut, est bornde dans Pintervalle (a, b).
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Dans la démonstration mnous avons supposé que la fonction
soit bornée dans lintervalle (&', b), ce qui ne restreint pas la
généralité.

On voit que:

Toute solution de Uequation (28, qui est nulle identiguement
dans un sous-intervalle, si petit soit-il, est nulle identiquemnent
dans (a, b

On peut énoncer cette propriété aussi sous la forme suivante :

§i deux solutions de Pégquation (28) coincident dans un sous—
intervalle, si petit soit-il, elles coincident partout dans (a, b).

En particulier :

Toute solution de Uéquation (28) qui se réduit & un poly-
nome dans un sous—intervalle, st petit soit-il, est un polynome de
degré k—1 dans ‘a, b). '

Démontrons encore le lemme suivant :

Toute solution de Péquation (28) qui est nulle presque par—
tout, est nulle identiquement dans Pintervalle (a, b).

Supposons qu’il existe un point xy ot f(xy) 3= 0. Faisons varier
&k entre les limites pb_xo . b—s ol p= max (—a‘-—] < 1; alors

2 &, =12, ., -1 %41

le point x; = x5+ ;2 déerit Pintervalle {x}, x) et ces intervalles

sont non empiétant et ne contiennent pas le point x,(3. A tout
point x, de (x|, /) correspoud, de la maniére précédente, les
poinis x;, ¢ > 1 dans les intervalles (x}, &)} respectivement. A tout
ensemble E, de points de (x], x]) correspond un ensemble E; de
(v}, .w;') qui s’obtient de E, par une similitude. Soit E; Pensemble,
de mesure x) —u|, des points de (v, #)) sur lequel la fonction

b
est nulle. La relation Zag Jf(#;) = 0 nous montre qu’'a tout zéro
' i=0
xp de f(x)} correspond au moins un «;, i>> 1 ol la fonction n’est
pas nulle. Soit, en général, E® le sous-ensemble de E, sur lequel

Ja)=fley=. . . =fle_))=0, f(x;)40. On a
By 1 E,—Ef+EP4 . . . B,

Mais Pensemble E? correspondant & EY est de mesure nulle, il en
est done de méme pour Ef. La formule (31) est donc absurde.
I.e lemme énoncé est donc complétement démontré,

(®) Ces conditions ne sont pas d'ailleurs indispensables pour la démonstration,
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14. — Les propriétés de Péquation (30 sont bien connues et
ont déja été obtenues presque toutes (3. Nons allons rappeler ces
propriétés. .

Toute solution continue de Pégquation (30) est wun polynome
de degré n—1. '

Le quotient

U(:]," fi x '}(\;I
[anxt a:'f],:_ Ny Ny oy Xy
ey Wpj Vixe, v, ... , w,)

est la différence divisée dordre n de la fonction f(w) sur les points
X0y Xy, vy %, supposes toujours distinots. Ici Uy, %, ..., x, 3 1)
est le déterminant qu'on déduit dua déterminant de Vandermonde
Viwg, %, ..., x,) en remplacant les éléments %y, %, .., &l par
So) fim), .., fw,) respectivement. La différence d’ordre 7,
4 f(x) est, & un facteur indépendant de la fonction prés, une dif-
férence divisée, '

AY Fix
T;E'T‘}%E‘)=[x:x t & .. .0+ nk,f)

Si la fonction f(x) vérifie Péquation (30), on a aussi
(32) [»’B+?‘uﬁ,x+r,k,.‘,,x+r“k;f]___0,

705 715 .5 7a étant des nombres rationnels, Cette formule résulie
d’ailleurs d’une relation plus générale [10). Considérons une suite
de points x4 < g, <o oL x> ). Toute différence divisée
sty 98 2%, ; f] prise sur # +.1 de ces points est de Ia
forme

k—n I
(33) [®is sy a5 ) = ZAs iy b1y iy Xipn 3 f )

i=0
b—n
Az0, im0, 1,.., b—n, ST A= 1,

les A; étant indépendants de la fonction S(x). Donc, toute diffé—
rence divisée [y, , a;, , ..., @, 5 f] est une moyenne arithmétique
des différences divisées Ltis @igny v, 203 [, é= e dlist o ==z,

(% Pour Véquation {30) se posent encore d'autres problémes intéressants qui n'ont
pas €t6 encore résolus mais dont nous ne Rous occuperons pas dans ce travail,

B34) f@)—flwt+h)=
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De la formule (32) résulte que S(®) se réduit & un polynome
de degré n—1 sur Pensemble des points qui divisent rationmelle-
ment lintervalle (a, #). La solution étant supposée continne, la
propriété énoncée en résulte. Cette propriété est un cas particulier
d’un théoreme de M. L. E. I. Brouwes [2]. Une démonstration
directe en a été donné par M. Th. Anaurrurza [1).

" Démontrons maintenant que :

Toute solution bornde de Péquation (30) est continue dans
Cintervalle (a, b).

Soit, en effet, 2 > 1 un nombre entier positif choisi conve-
nablement. On peut écrire

[2, &+ &, & + mh, 5 + 2mh, ... s+ (n—1)ymh; fl=0
et, en développant,
1

(N N

+ STy (r ) Lk

trn—|

— 1 (fle+h) +

=1

La fonction étant supposée bornée, on peut trouver un m suffi-
samment grand pour que la valeur absolue du second membre soit
<& et ceci quel que soit e> 0. On peut ensuite trouver un
nombre positif 3 tel que lon ait a <z + (n—1)mh < b pour
2] <. La formule (34) est alors effectivement appliquable et
nous donne

| f@)—f(@ + h)I<<e pour |(A)<y,

ce qui prouve la continuité (4).

Nous ayons le théoréme suivant :

Toute solution bornée de Péguation (30) est un polynome de
degré n—1. _

Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme plus géneé—
ral de M. A. Mircuaup [8], qui généralise celui de M. L. E I
Brovwes. . .

() On peut d’ailleurs choisir convenablement les nombres m et 7 de manitre que
I'on ait
|f(.1'}——f(x-[—k}l<]'h|1\ pour | A | <y,

A étant une constante indépendante de %,
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Nous avons done aussi Je théoréme suivant :

La solution bornéde génédrale dune équation réductible d’or-
dre & est un polynome quelcongue de degré k—1.,

Les diverses propriétés que nous avons établi ont été étudi-

“ées, pour Péquation Af f(x) = 0, par Darsoux [4, 9]. Darsoux s'oc—

cupe de l'équation de Cauchy f(z + y) = f(x)} + f( y) dans Pinter-
valle (— o5, <+ ®). Pour démontrer l’équivalence des deux pro-
blémes il faut d’abord prouver, ce qui n’est pas tout a fait évident,
que toute solution de Véquation &% f(#)=0 dans(a,d) est constituée
par les valeurs dans (a, #) d'une solution de cette méme équation
considérée dans lintervalle (—oo, + ). Nous pouvons supposer
Pintervalle (@, b) fermé et soit alors & un point extérieur a (a, b)
et 4y un point de (@, &) qui divise rationnellement lintervalle
(a, ). Nous définissons la valeur de la fonctien ‘au point & par

Pégalité [a, zo, x5 f]=0. De cette fagon f(z) est. complétement .

déterminée. On vérifie sans peine gque la fonction ainsi définie
vérifie 1'équation

(35) Aif(‘ax) =0, dans (—cw, -} )

Cette propriété nous dit aussi que toute solution de I'équation (35)
est complétement déterminée dés quom conmait ses valeurs dans
un intervalle, si petit soit-il. On voit immédiatement que si f(2)
est une solntion de I'équation (35), la fonction fla}—f(0) vérifie
Péguation de Cauchy. Darsovx a aussi démontré qu'il suffit que la
fonction soit bornée supérieurement (on inférieurement) pour tirer
la conclusion qu’elle se réduit a un polynome. Cette propriété
n'est plus vraie pour n> 2.

15. — L’étude de Péquation générale (28) revient a I'étude
des équations de la forme (29). De cette dernitre équation nous
déduisons

33 Bt in iAo

£l=0 s'g=0 i Fni’O'

ce qu’on peut aussi écrire
(36) &) fla) = 0,

oW 7y, Pa e s 7, sonit des entiers positifs. Toute solution de 1'é~
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quation (29) vérifie d'ailleurs toute équation (36) ot ry,ry, .., "
sont des nombres rationnels, positifs ou négatifs.

Considérons , maintenant une solution continue de I'équatien
(29). On peut touwjours choisir des nombres rationnels ry, 7, ..., 7%
tels que ra,, 7o, , ..., 7.2, soient aussi prés que lon veut de 1.
De la continuité reésulte alors que: == '

Toute solution continue de Uéguation \29) vérifie aussi Ué-
quation (29) dans laquelle on suppose e; =1, i =1, 2, .., n, donc
Pégquation (30),

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Toute solution continue de Péquation (28) est un polyrome
de degré £—1.

Nous pouvons démontrer facilement que ce résultat subsiste
encore si on suppose la fonction sommable dans Pintervalle (a, &)

Soit f(x) une solution sommable de Péquation (28), On sait
=%

que lintégrale indéfinie g(a’)mg f(@)dz est une tonction continue
T

et dérivable presque partout. De plus on a g'(2)=f(z) presque
partout, On voit facilement que si f(#) vérifie Péquation (28), la
fonetion g(x) vérifie Péquation

Z alg(z+ (+ DA —gm + ah)=0

i=0

d’ordre £41. Il en résulte que g(x) est un polynome de degre k,
donc que f(x) coincide presque partout avec un polynome P ()
de degré k—1. La différence f(z)—DP(x) vérifie I'équation (28) et
est nulle presque partout, donc on peut énoncer, en vertu du
lemme du Nr. 13, le théoréme suivant:

Toute solution sommable de Uéquation (28) est un polynome.
de degré k—1.

16. — Démontrons maintenant le lemme swivant: :

Toute solution mesurable de I'équation (28) est bornée dans
Vintervalle (a, b). :

Supposons le contraire. Soit donc f(#) une sclution mesura—
ble non bornée. D’aprés les résultats du Nr. 13, cette fonction
nest bornée dans aucun sous-intervalle. Dans tout souns-intervalle
il existe donc au moins un point & on [£(£)] > A, quel que soit le
nombre positif A, _,

Supposons toujours 0 =&, < ¢ < ... < & - Soit ¢ le milieu
de Pintervalle (a, b) et &, , b; les milieux des intervalles (a, ¢) (¢, b).
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Ftant donné un nembre positif A, il existe dans Vintervalle (a, , &)
un point ¢ ou

| g

"
:h:

Prenong max

0 1 o:-+1)=P<‘1 et soient A'=
=1, 8y ey H— £

4,

4,
. : i J(b—a) ’
:c,-‘=§ it %ur% (b—a), x; = &% i(—él-:.ﬂ_),s i=1,2,..,mn Les inter—

valles («}, ) sont alors mon empidtants et ne contiennent pas le
point £ Soit & um nombre compris entre %' et 2. En posant
di=E&+4 ah, le point x; est dans Pintervalle (ouvert) (), 2}) et

I'égalité :
' Z asf(xs)
fl=—"="———

@y

nous montre quil faut que lon ait | f(#;)|> A pour au moins
une valeur de i. Autrement linégalité (37) serait impossible. Les
points a; se correspondent par similitude dans les intervalles
(@, #;). Soit E, Pensemble des points de Lintervalle (a), @}
ott Pon a |:f(m) 1> A. Soit Iy Pensemble des points de (2, , }) oll
| £(e)| <A, | fla)| > A, les points 2, = étant deux points cor—
respondants dans (x, , &), (), , @2 et soit Ej I'ensemble de ces
points @, . 1’une maniére générale, soit 1% Iensemble des points
de () ,#)) ol | fla) | <A, | f(2) <A, ..., L) <A, | flad ] > A,
les points @q, #,, ..., x; étant des points correspondants dans les
intervalles (2], 2} ), (25, #3), « , (&, &) et soit E* Pensemble de
ces points ;. Tous ces ensembles sont mesurables, en vertu des
propriétés bien connues de la mesure et des fonctions mesurables.
En désignant par [E| la mesure de 'ensemble E, on a

By 1 1By | o 4 (| Ly — bl =)

puisque
E,+ E;4 - + E, = lintervalle ouvert (@, , &)
Mais, 1a mesure de Uensemble sur lequel on a | fx}] > A est au
moins | B, | + | E¥| + - + | E¥l. Or, 1EX =:;—£|Es| > | E,l,doncona
!

alb—

:,)_li_——_p) = nombre positif fixe,

L3

I flw)i > Al =

‘o) (b—a) b—a
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le premier membre désignant la mesure de I'ensemble des x pour
lesquels | f(@)| > A. Cette inégalité étant vraie quel que soit A,
la fonction ne peut étre mesurable, en vertu d'un théoréme de
M. E. Borec (5). Cette contradiction démontre le lemme énoncé.

Toute fonction mesurable et bornée est sommable, donc nous
avons, finalement, le théoréme suivant:

La solution mesurable générale de Uéquation (28), d’ordre k,
est un polynome quelconque de degré k—1. _

Cest la généralisation du théoreme de M. W, SiErPINSE!, (0§
a considéré Péquation (30) pour n =2 [12]. Nous avons de¢ja
donné cette proprieté pour Péquation (30) et n quelconque [10].
La démonstration précédente est d’ailleurs analogue a celle de
M. W. Sigrpinsgr (5).

17. — Nous avons supposé jusquici que la fonction fix)
coit définie dans un intervalle {(a, b). Pour la suite il v a intérét
3 considérer aussi un cas un peu plus général. Supposons la fonc-
tion définie sur un ensemble E, contenu dans {(a, b} et de mesure
b—a. Léquation (28) doit alors étre satisfaite pour toutes les
valeurs de x et % telles que » + o h, i=0, 1, .. , 2 appartiennent
a lensemble E. Supposons encore 0 =ag <oy <- - - < o, et fai-
sons sur la structure de Péquation (28) la remarque que si le
point x appartient 4 I'ensemble E, tous les points & + ok, i=1,
2, .. , n appartienunent aussi a E pour presque toutes les valeurs
de % vérifiant les égalités o <x +uh < b, i=1,2, .. , n La
démonstration est immédiate. Le nombre / varie dans Pintervalle
( x—a b—x

s ek Soit e; Pensemble des A pour lesquels a +a:h

nappartient pas a E. Les ensemble e; sont de mesure nulle, il en
est donc de méme pour leur somme et la propriéte en résulte. On
voit aussi que pour tout A (tel que |a | < b—a), les points
x4+ o;h, i=0, 1, ... , n appartiennent a I pour presque toutes les
valeurs de x vérifiant les inégalités @ < x4 ok < b, i=0,1,..,n

Nous avons maintenant les propriétés suivantes :

Toute fondtion, définie sur B, qui vérifie léquation (28) et
qui est nulle presque partout, est nulle identiquemnent sur E.

La démonstration est analogue a celle donnée dans le cas oit
E est un intervalle (Nr. 13).

(%) D'aprés ce théordme si f(x} est mesurable, A tout ¢ >0 correspond un nombre
A tel que I'on ait | f(#) > A | e [fl}<—A| <w i

{% En ce qui concerne I'équation de Cauchy, sinsi que la bibliographie de cette
question, voir les travaux de M, W. SIERPINSE1 dans le tome I des Fundamenta Mathematicae.
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Toute solution de DPéguation (28), sommable sur B, est un
polynome de degré k—1.

Considérons encore l'intégrale indéfinie g{x):S S (&) dx, qui
i

est une fonction continue de x dans lintervalle (@, 5). On voit
facilement que la fonction g{x) vérifie encore I'équation

173
2 a;[gle+{e; + 1) A)—glx+a; 2] =0
=0
dans lintervalle {@, &. Le reste de la démonstration se fait exac—
tement comme au Nr. 15. Tout ceci réussit & cause de la pro-
priété de pouvoir négliger les ensembles de mesure nulle dans
Pintégration au sens de M. Leeescus. '

Toute solution de Péquation (28), qui est bornée sur la partie de Kl
appartenant a un sous-intervalle de (a, b), si petit soit—il, est bor-
née sur B, -

La propriété se démontre en suivant la démonstration du
Nr. 13. Remarquons seulement que dans cette démonstration on ne

wrr e ot il s t que ex—
l}OuI‘la pas PI'BT]. re OIJ.]OIJ.I‘S\ 1= s car 1 1= peu que e
%

* !{l]‘ . ifa -
pression A;,‘)f(x) ne soit pas définie pour cet 2. Mais on
r

—x : .
et aussi prés que lon veut de
&

peut 'toujbulrs prendre />

O —=n

o o (a) oo,
pour lequel 4," f(a) est définie et nous avons encore

| f@) ] <M pour Ezr > §'—pd—b),.. ete

Toute solution mesurable de Péquation (28) est bornée sur E.

La démonstration de cette propriété se fait comme an Nr. 16.

Enfin, le théoréme final du Nr. précédent subsiste encore,

La solution mesurable générale de Péquation (28), sur len-—
semble B, est un polynome quelconque de degré L—1.

On le démontre exactement comme plus haut.

En résumé, toutes les propriétés étudiées pour le cas d’un in-
tervalle restent vraies si on exclut de cet intervalle un ensemble
de mesure nulle.

Cette extension a bien réussi &4 cause des propriétés bien
connues des ensembles de mesure nulle et surtout a cause de cette
propriété que tout soug—ensemble d’on ensemble de mesure nulle
est encore mesurable et de mesure nulle.

i
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CHAPITRE I
Sur lés péeddo-polynomes de deux ou de plusieurs variables

18. — Nous considérons des tonctions fi(w, , %3 , v , X, Féelles,
de m variables réelles xy, %, .. , %, uniformes et definies dans
un domaine borné et ouwvert D. Le point (x;, a3, ..., %) est
1‘ap-p0:|.‘[é 4 un systeme d’axes de coordonnées Oumyies o o Xpwy
que mous pouvons supposer rectangulaires. Soit Dy un hyper—
parallélipipéde complétement intérieur a D (donc tous les points
du domaine fermé D, appartiennent & D) et ayant ses faces paral-
léles aux hyperplans de coordonnées. A tout point P de D cor-
respond une suite de hyperparallélipipedes Dy, D, .., D, jouis—
sant des propriétés suivantes:

19, tous les D; ont leurs faces respectives paralléles et sont
complétement intérieurs a 1.

20, les domaines ouverts D;, D;; ont une partie commune,
i=1,2,..,s—1.

3¢9, le point P est a Pintérieur de D,. -

Nous désignons par R T'hyperparallélipipéde minimum conte—-
nant I) et ayant ses faces paralléles aux hyperplans des coordon-
nées. R est donc le domaine défini par les inégalités @ <(x: < by,
i=1, 2, .., m. Le plus souvent on peut d’ailleurs supposer que
D comcide avec R et on peut alors aussi supposer, sans grand
inconvéniant, que ce domaine soit fermé,

Les propriétés précédentes restent valables si mous prenohs
an lien des axes Ox,%,...%., un nouveau systéme d'axes
Ox',«',. . .x",, formant un véritable m-édre. Au chap. V nous
terons grand usage des changements d’axes.

Pour mieux comprendre les questions qui vont saivre nous
commencerons par les propriétés des pseudo-polynomes dé¢ deux
variables.

19. — Rappelons la définition des dif férences divisées partielles
de la fonction fix, ). Appelons, avec M. A, Marcuaup [8], un réseau
d’ordre (m, n) un systéme formé par m + 1 droites paralleles a
laxe Oy et n + 1 droites paralléles a Paxe Ox. Nous supposerons
que les droites formant le réseau sont distinctes, Toute droite du
réseau est caractérisée par son abscisse si elle est parallele a T'axe

Oy et par son ordonnée si elle est parallele a Faxe Ox Plus
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explicitement nous pouvons désigner un réseau d’ordre (m, 1) par

(38) (mﬂ) Ly v s By |.J/o:;Vu s )yu):
mettant en évidence les abscisses et les ordonnées des droites com-
posantes. Les droites qui forment le réseau (38) se coupent en
Ne=(m + 1)(n + 1) points qui sont les noeuds de ce réseau. Il va
sans dire que dans la snite il suffit de considérer seulement
les parties des droites composantes du réseau, comprises dans le
domaine D envisagé dans chaque probléme. En particulier nous
ne considérons que des réseaux dont les noeuds sont compris dans D,
Considérons le résean (38) et désignons par M;, M,, ... , My
les noeuds de ce résean, donc les points (x;, v, =0, 1, .. , m,
j=0, 1, .., n. Désignons par V,, ,(M,, M;, ... , M) le détermi-
nant d’ordre N dont la ligne générale est formée par les éléments
xiys, r=0, 1,..,m, s=0, 1, .., n et soit U, ,(M,, M,, ... , My; f)
le déterminant qu'on déduit du précédent en remplacant les élé-
ments x"y; par f{;,y,) respectivement, i=0,1, .., m,j=0,1, ..,
Par définition, la différence divisée partielle d’ordre (m, n) de la
fonction f(%, ) sur les points M, , M;, ... , My, ou sur le réseau
(38), est égale au quotient

m,n(Mi: MZ) see 2 MN)f)
mn(Mi) MZ) e s MN)

(89)

qui a bien un sens pnisque le dénominateur est 3= 0. Changeant
un pen notre notation antériewre [10], nous désignerons 'expres-
sion (39) par

[:80, Ty s e s xmlyl);.yl.3 g J.Jf"" ;fl'

On peut mettre cette différence divisée sous une forme qui per-
met de mieux voir sa structure. Soit $(x)=(x—x) {(x—2x,) .. {(¥—),
W) =(y—Yo) ¥y —¥1) . (y—Yu), noUs avons

1

(40) .[3‘03‘113"-)‘”!:1Iy(})yl)°")yn;_fl=22 f(w,j:g;}

=0 ;=0

Cette forme justifie complétement la dénomination de différence
divisée partielle car elle n’est qu'une superposition de différences
divisées prises succesivement par rapport aux variables x, y. Si
nous posons x + a7y et ¥ + B8; A, au lien de x; et y;, Fexpression
est, 4 un facteur indépendant de la fonction prés, de la torme (14)
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Hy, B

La diftérence d’ordre (m, ), 34 4 f (%, ) est, & un factéur Tu-
dépendant de la fonction prés, une différence divisée d’ordre (72, 1)

"""_1_% Ay ,I?: J@yn) =[x, e+ 1y, 24 mh’l U’: 'V‘l";?b ;J’+?3hzaf]
e résean correspondant est formé par des droites équidistantes.
Si nous faisons A =, = kb, la différence précédente devient
A" fx,y) done une différence d’ordre (mn, ) de premiére espece.
On peut dire que toute différence de seconde espéce contient une
différence de premiére espéce. De cette fagon, certaines des pro-
priétés que nous énoncerons plus loin pour les différences de pre-
miére espéce restent i fortiori vraies pour celles de seconde espéce.
Considérons le résean

(41) (0, %15 o ,ﬂ?mlU/o:.J’l:---;%.),

&'ordre (ny , 1)), 00 my = m, ny = 1, mytny > mtn. La forme (40)
de la diftérence divisée partielle, nous montre que:

Toute différence divisée partielle d’ordre (m,n), prise sur
(m41)(n4 1) points choisis parmi les noeuds di reseau (41, est
une moyenne arithmétique des différences divisées partielles

{@is @it s v 5 Biym | Yo Yot 5 s Yigas Sl
i=0,1,.., m—m, j=0,1, ... n—un

Les différences divisées partielles ont été définies par rapport
aux axes de coordonnées Oxy. Prenant un nouveau systéme d’axes
Ox’y' on définit de la méme maniére les réseaux et les différen—
ces divisées partielles par rapport a ces axes. On peut écrire im-
médiatement ces différences divisées, par exemple sous la forifie
(40), qui est particuliérement commode. R A

20. — Appelons, toujours d’aprés M. A. Marcaavn [B], pseudo-
polynome d’ordre (m, n, tonte expression de la forme

(42) D Ai()+ D) ¥ Bi(a),
=0 j=0 -

ot A;(y) sonit des fonctions de y senle et B;(x) des fonctions de

«x seule (de la forme indiquée au debut du Nr. 12). Nous les appe-
lerons les coefficients du pseudo- polynome. On convient d’appeler
pseudo-polynome d’ordre (—1,n) un polynome de degré n en y,
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pseudo-polynome dordre (1, —1) un polynome de degré m ent &
et pseudo-polynome d’ordre (—1, —1) la fonction identique-
ment nulle.

ML différence divisée partielle dordre (m, ny d’un psetdo—
polynome d'ordre (m—1, n—1) est nulle identiquement,

On en déduit immédiatement que :

Un psewdo-polynome d’ordre {(m, n) est complétement déter—
miné si on connatt ses valeurs sur un réseau d’ordre (m, 7).

Dans Pétude des pseudo-polynomes il suffit de Supposer que
le domaine D se réduit au rectangle R. Ceci résulte aussi d’une
sorte de propriété de prolongement qui est 4 peu pres éyidente.
Supposons que S, ) soit un pseudo-polynome d’ordre (m, 1) dang
chacun des rectangles D, s Da. Si ces domaines (ouverts) ont une
partie commune, il en résulte immédiatement que J@,y) est un
pseudo-polynome d’ordre (7, n) dans le domaine formé par la
reunion des rectangles Dy, D,. Pour le voir il suffit de prendre
un réseau d’ordre (i, 7) dont les noeuds appartiennent a la partie
commune de Dy, D,,

Nous avons aussi la propriéte réciproque :

T'oute; fonction fl=,y) dont la différence divisée partielle
d'ordre (m, n) est nulle identiquement est un Dsewdo—polynome
dordre (m—1, n— 1),

Certaines des propristés du pseudo—polynome se reflétent sur
ses coefficients. Ainsi :

8 le pseudo-polynome (42) est borné dans le rectangie R,
ses coefficients sont des Jonctions borndes dans les intervalles
tay sby) (ay s by) respectivement,

Supposons que pour le pseudo-polynome JS(x, ), dordre (m, ),
on ait |fix,y)| <M. Donnons 3 & m 41 valeurs distinctes
Yoy Xy e, &, et écrivons le systéme

(43) 2'”: A + 2.}”"]3;‘(‘”-*) = f®.,5), r=0,1,.,. , m.

On peut déterminer un nombre M’ to] que Von ait

f(xr,!y)—zyj B}v(.‘l:,-) < M’, o= 0) 1) e 71T,
=

quel que soit . Résolvant le systeme (43) par rapport aux coef-
ticients A;{y), on déduit la proprieté énoncée pour ces coefficients,

4
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On procede de la méme maniére pour |}1unt.1‘er. qu’e ‘ﬁles B, () sol'nt.
bornées. Cette propriété n'est pas vraie, ainsi. dailleurs que e‘:s
suivantes, pour les psendo—polynomes de p‘lus de deux j.rz}rmbles.
Nous verous un peu plus loin comment il faut les modifier. De

la relation
[3") X0 s By 5 ey Ei |.:V)J’/0 )J’(I J“'.B.J/-'#ifl =0

nous déduisons d’ailleurs qu’on peut écrire un pseudo-polynome
d’ordre (m, n) sous la forme suivante

o e S B e | M)
44)  fle, )= Z,: (o—a) $'(;) P A

(@—a: )y —y; )" (@) ¥y,

=0

m o n b(@) V() f (5 1)

oit ¢(x)=(@—up)@—x) .. @—Zm), ¥ ¥)= (= (y—y4) (¥ —52)-
Les coefficienls correspondants de deux pseudo—polynomgs iden-—
tiques ne différent que par des polynomes en a et ¥ La pro-
prieté préceédente résulte ainsi de la simple inspection de la for—
mule (44). On voil encore que: ¢ By
i wn psendo—polynome est continue ses coefficients sont des
Jornctions corntinues, n .
La réciprogue de cette propriété est ev1de:mmel_1t vraie,
Disons qu'une fonction est lindairement mesurable si elle est
mesurable par rapport a chacune des variables « et y separément.
Une {onction mesurable f{x, ) n’est pas, en général, linéairement
] 1 ) "l g
mesurable mais, d’aprés un théoreme de M. G. Fusma [6], toute
I 1 foncli surable } pour presqgue
fonction mesurable est une fonction mesurable de x Pm P G 11 .
tous les ¥ et une fonction mesurable de ¥ pour presque tous :es.
a. Considérons maintenant un psendo-polynome mesurable, Ce
) Tl . . ' \ s, ”
pseudo-polynome est mesurable sur m + 1 paralléles a laxe Oy
et sur n 4 1 paralltles & Taxe Ox et on en déduit que:
Les coefficients d'un pseudo-polynome mesurable sont des
Jonctions mesurables.
Reciproquement : .
O les coefficients d’un pseudo—~polynome sont mesurables ce
pseudo-polynome est mesurable, {ipy
En effet, si ¢(x) et y¥(y) sont des for.lqtmns mesu‘raEb]es, lewr
produit é{x) ¥(¥) est une fonction mesurable (superficiellement)
par rapport a x et y.

i
Mathematica; vol, X1V,
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Dlailleurs tout pseudo-polynome mesurable est lindairement
mesurable et réciproquement. Il est clair aussi que si un pseudo-
polynome est mesurable B ses coefficients sont mesurables B et
réciproquement,

21, — Les droites du réseau (41) se diviseni rationnellement
si les points ay, 21, ... , @, ainsi que les points Yo, ¥4, . , ¥u €
divisent rationnellement. Il est clair maintenant ce qu'il faut en-
tendre par un résean qui se divise rationnellement et qui est par—
tout dense dans le rectangle R. Les droites du réseau paralléles &
laxe Oy respectivement a axe Ox se divisent rationnellement et
ont des abscisses respectivement des ordonnées denses dans les
mtervalles (e, &), (@, b;). Bien entendu un tel réseau n’est pas
d’'un ordre déterminé. Cest un résean infini et plus exactement
un résean doublement infini. Nous avons alors la propriété sui-
vante :

81 une différence d’ordre (m,n\ de premiére espéce de la fonction
Slw, y) est nulle identiquement dans R, on peut construire un réseau
qui se divise rationnellement et qui est partout dense dans R tel
que toute différence divisde partielle d’ordre (m, n), prise sur
(m <+ 1)(n + 1) points choisis parmi les noeuds de ce réseau, soit
nulle.

On peut construire le réseau partout dense de la maniére
suivante. Les ahscisses des droites paralléles & Oy sont a,+4, ot A
est rationmel (> 0) et les ordonnées des droites paralleles 4 Ow
sont a; + A4, ot A’ est rationnel (> 0). Les nombres % et #' sont
choisis tels que lon ait a; + %4 <d;, a;+ &' < b,. La propriété
résulte dn fait que la fonction se réduit & un pseudo—polynome
d’ordre (m—1, n—1) sur tout ensemble formé par les noeuds
d’un réseau qui se divise rationnellement.

La forme générale d’'une différence de premiére espece est
en réalité

"

>, 2 0 (7 (e + iy o+ Juh)
i=0 = -

Nous avons supposs¢ a=1, ce qui ne restreint pas la généralité,
En effet, on revient & ce cas par une transformation simple (dila~
tation) falte sur la variable y.

On en déduit immédiatement que :

Si une différence dordre (m,n) de premiére espéce de la
Jonction continue f(x, y) est nulle identiquement, la différence
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divisée partielle d’ordre (m, n) est nulle identiqguement dans D. La
Jonction se réduit donc dans D & un pseudo-polynome d’ordre
(m—1, n—1).

Cette propriété résulte du fait qu'étant donné un réseau

d’ordre (m,r), on peut construire un autre réseau qui se divise

rationnellement tel que les moeuds correspondants de ces deux
réseaux soient aussi prés que l'on veut.

Considérons Péquation fonctionnelle de seconde espéce

(45) kl,/s f(x? }’) = 0

dans le domaine D, que nous pouvons supposer coincidant avec R.
Nous avons le théoréme suivant, di 4 M. A, Marcravp [8]:
Toute solution bornée de léquation (45) est un pseudo-poly—
nome d’ordre (n—1, n—1) dans R,
La démonstration est immédiate. Il suffit de démontrer que
si. f(x,y) est nulle sur un réseau d’ordre (m—1, n—1), elle est
nulle identiquement. Posant

8(@) = 2 1" (7) f@ y +jm

j=0

on a ﬁ?l g(w) =0, done g(x) est un polynome de degré m—I1
en x qui, étant nul pour m valeurs de x, est nul identiquement.
La relation g(x)=0 mnous montre que f(x,¥) est un polynome
de degré n—1 en y qui, étant nul pour n valeurs de y, est nul
identiquement.

L’énoncé précédent est, bien entendu, valable aussi pour le
domaine quelconque D.

22, — Les questions exposées plus haut peuvent étre éten
dues aux fonctions d’'un nombre quelconque de variables.

Un réseau d’ordre (7, 72, .. , 7,) est un systéme de -+ 1
hyperplans paralleles & hyperplan de coordonnées Ox; ... i1 2541 .. Xy
i=1,2, .., m Tout hyperplan du résean est caractérisé par
labscwse de son point d’intersection avec le 7™ axe de coordon-
nées. Mettant en évidence les abscisses des hyperplans constituants,
on peut désigner un réseau d'ordre (n,, 7, .. , 72,) par

(46) (xil’.i) TP xlm I Hog 4 Ty PR x2ﬂ. l ] I mm[)) @ral y vy a“nmm)G
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Les (it 1j(ngt+ 1) . (42,4 1) points (1 5 Z2i,y ooy Bty 1= 0y 1y oy iy,

=0, L, 0, 0 bu=0, 1, .., 12, sont les noeuds du réseau (46).
L différence divisée partielle dordre (1), ny, .., n,) sur

l& véseau (46) a une définition analogue que pour deux variables,

Nous désignerons cette différence divisée par

(47) [.‘.'Cjn, X141y ee L, |.’-"‘m, L2ty ey w&;‘l Ixmﬂ; Tt g aan g wm.-a_.,_,;j.j

el si nous posons $;(z) =(z—azj) (—1; ). (:c——-:;},—iz‘ ), la différence

divisée (47) peut aussi s'éerire

. y Tty My J'(m” ) -7-"2;' - a;””: }
asi eSS S AR

‘“‘ =0 (ﬁ;{xul) (bé(xgié) Al E=S qbf (‘Tmt'm)

3 k. i/
=0 i,=0 ix=

qui justifie complétement la - dénomination de différence divisée
partielle.

La différence d’ordre (r, ny,.., n,) est, & un facteur indé-
pendante de la fonetion prés, une différence divisée partielle
dordre (1, 1z, .. , 7,).

1 n
b T2y ey Mmoo —
hyy Bpy e, kmj(x] 2 &2y ey -Tm) =

" iz I,
bl o, VR Rt B

ol CT T T R N N Iy T s By )
ok By B+ Py s oy B F T P 1Al

Le résean correspondant est donc formé par d’hyperplans équi-
distants,

Toute différence d’ordre (ny, ny, ... , 7,) de k¥ espéce con-
tient une différence d'ordre (n, ny, .. , n,) de (k—1)me espece
donce, en particulier, une différence d’ordre (v Mgy v 5 7)) de
premicre espece. De cette fagon les propriélés signalées plus loin
pour les différences de premiere espéce seront vraie a fortiori
pour celles de 2ove, 3ome,  pime pgpice.

Nous avons encore la propriété :

LToute différence divisée partielle d’ordre (n,,mn,, .., T
prise sur (ng--1) (g +-1) .. (na+ 1) points choisis parmi les noeuds
dit réseau

(@10 #1150y Priy | @ony @21 5 o s Bap, | oo | By oy y ver Lont,,)
by 2y, ka2 y oy b 2 1t s Ry tlot o k> gt o+ 1
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est une moyenne arithmétique des différences divisées

[a:;,-l 3 Bl gy Dby | X2y y X4, 41 yoeey Bippen, [... |:Bnu;,,, Eti et vees Loiy tnry, s/

=0, 1, 0w by—ny, H=0,1, .., ky—1y, oy Ly=0, 1, ... s Ko — T

On peut définir les réseaux et les différences divisées par—
tielles par rapport 4 un systome d’axes quelconques Ox'y xy'... &', .
On peut écrire immédiatement ces différences Jdivisées par exem-
ple sous la forme (48).

2. — Un pseudo-polynome dordre (n,, Moy w5 M) est une
expression de la forme

m Ty

-5 L

j=1 i=0

ol les coefficients Ay sont des fonctions dépendant des variables
Niy Xoy ey Xidy Xjg1y oo, X seules,

8i dans Pordre (74, 7;, .. , #,) on a n;=—1 on convient
que les Ay, i=0, 1, .. , ;. sont tous nuls identiquement. En
particulier, le pseudo—polynome d’ordre (—1, —1, ... , —1) est la
fonction identiquement nulle.

Nous avons les propriétés suivantes :

La différence divisée partielle Lordre (i, 10y , v, 1) dun
psenedo—polynome d'ordre (ny—1, n,—1, ..., n,—1) est nulle iden—
tiguement,

Un psendo-polynome dordre (ny ,ny, .. , 1,) est cornpleé—
tement déterminé st on connait ses valeurs sur un réseaw dordre
770 /7S / T N

Dans I'étude des pseudo-polynomes nous pouvens supposer
que D coincide avec un hyperparallélipiptde R. L explication se
tait comme dans le cas de deux variables.

Toute fonction f(wy, @y, .. , a,) dont la dif férence divisée
partielle "d’ordre (1, ny , . , n,) est nulle identiquement, est un
pseudo-polynome d’ordre (ny—1, ny—1, ... , 1,—1).

Nous avons déji dit que les propriétés du Nr. 20 ne s'éten—
dent pas, sans modifications, aux pseudo—polynomes de plus de
deux vyariables, Considérons, par exemple, le psendo-polynome

S(&, y,2)=A(2,9) + B(y, z) + Ciz, a),

LR . o -
d’ordre (0, 0, 0), de Lrois variables x, ¥, 2. St f(x, ¥, 7) est bor-
nee les coeflicients A,"B, C ne sont pas nécessairement. bornés.
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Ceci résulte du fait que ces coefficients ne sont pas complétement
déterminés par le psendo-polynoms considéré. Plus exactement le
pseudo-polynome

[Al, 9) + ¢ @14+ By, 2 + [C& ©)—¢ @)},

ol lx) est une fonetion quelconque de &, est identique a f(a, ¥, 2>
Pour un pseudo—polynome Qordre (75 Fay = » Zw) TOUS
pouyons écrire

(49) [m” Lioy Lrpseers 33],51 I Xy XTags T2yseers xz"‘d | e | Ly Linitdy L1y xmum Jj l= 0

ol mj; sont des valeurs fixes el g, @25 w0 3 Xu les variables. De
cette relation mous pouvons tirer la valeur de [{mq, P2y s ok
Cette formule donne comme coellicients du pseudo—polynome des
expressions lindaives par rapport a des tonctions de 1, 2, .. , ou
m—1 variables qui sobtiennent en fixant, dans la fonction
F(@yy @2y s ), m—1, m—2, . ou 1 des variables. l.es coel-
ficients de deux pseudo-polynomes identiques different par des
pseudo—polynomes en m—1 des variables @, a4 s T Liorsque
m> 2 les coefficients dun pseudo—polynome sont déterminés a
des expressions prés qui contiennent des fonctions arbitraires. La
relation (49) nous montre toutefois qu’on a les propriétés sui-
vanies.

On peut écrire les coefficients d’un pseudo—polynone borné
de maniére que ces coefficients soient des fonctions bornées dans
leur domaine dextstence.

On peut écrire les coefficients dun pseudo—polynome conttinue
de maniére que ces coefficients soient des fonctions corniinies dars
leur domaine d’existence.

Disons quune fonction flag, @2y o s a, est linéairement
mesurable s elle est mesurable par rapport a chacune des variables
@y 5 Lpyery T PAT excemple, toute fonction mesurable B est liné-
airement mesurable B.

Pour ne pas compliquer s qutilement notre exposition consi—
dérons seulement des pseudo-polynomes linéairement mesurables.
Nous ayons alors la propriété suivante :

On peut écrire les coefficients d’un psez.tr?,o—polyrmme liné—
airement mesurable de maniére que ces coef ficients soient des
fonctions lindairement mesurables dans leur domaine d’existence.

Réciproquement :

Si les coefficients d’un pseudo—polynome sont linéairement
mesurables ce pseudo-polynome est linéairement mesurable.
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Si le pseudo—polynome est mesurable B, on peut écrire ses
coclficients de maniere quils soient des fonctions mesurables B
ef réciproquement.

24, — Les propriétés du Nr. 91 se généralisent immédiate—
ment. 1 sutfit ici d’énoncer ces propriétés.

Si une différence dordre (11,7 - n,) de premiére espéce
de la fonction Fl@q, Xy g o s @) est nulle identiquemnent dans R,
on peut construire un réseait qui se divise rationnellement et qui
est partout dense dans R tel que toute différence divisée partielle
dordre (1 y 1y oy Ty prise sur g+ 1) (e -1) - {12, 1) points
choisis parmi. les noeuds de ce réseau, soit nlle.

Si une différence dlordre (1 5 N2y -
de la ./'on.(:!.io.rz continue [(@y, @2, @) est nulle identiquement,
la différence divisée partielle dordre (ny , My ey M) €5t nulle
identiquement dans D. La fonction se réduit done dans D a un
psemlo—pulpuome dordre (n—1, m—1, . — 1)

Soit Péquation fonctionnelle de m espéce

n,) de premiére espéce

Ty, TE2a ser T
(5()) 6]!4: Rty s e i Hin f(m[ » x‘z! [ace ) w’-”) = 0?

Le théoreme de M. A. MaRCHAUD Pétend au cas de m vari-
ables,

Toute solution bornée de Péquation (5V) est utt pseudo-poly—
name dordre (my—1, 12— 1 5 sy Th—11) dans R.

Faisons la démonstration par induction compléte. Nous avons
vu que la proprieté est yraie pour m = 2. Démontrons que si elle
est yraie pour m—1 variables, elle sera vraie aussi pour vari-
ables. 11 suffit de démontrer que si Sl gy o s Tud gannule sur
un réseau d'ordre (ry—1, mp—1, s n,—1), elle est nulle iden-
tiquement. Posons

T

P “ .
grxl y By gy Lina1) = (__1)?1"‘ I }‘ (wl s Pay oo 3 X1y X + i)
I

=

Donnant a x,, et &, des valeurs fixes, on a

7y, My e s T o

akl, O g(xl s 2y s Fin-t) = 0.

Mais, g2, @,, ~ , &n-t) €St une fonction bornée et nulle sur un
réseau d’ordre (m—1, mp—1,. , 11— 1) done, par hypothese, est
nulle identiquement. Donnant maintenant A& &g, Xy o 9 Lt des
valeurs fixes la velation gy, @, - » Tnt) = (0 nous mentre que
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S, 22y o, @p) est un polynome de degré n,—1 en x,. Ce
polynome étant nul pour n, valeurs de x, est nul rdentique-
ment, c6 qui démontre la propriété.

25, — Pour pouvoir bien se rendre compte de la forme des
solutions des équations que nous étudierons dans le chap. suivant,
il faut encore préciser un peu la forme des psendo-polynomes,

Nous dirons qu'un polynome en y,, ¥y, .. , . est de degré
(S1y 525 -0 5 &) 8'il est de degré ¢, en y,, de degré s, en y,, ...
de degré s, en y,. ’

Considérons, dans le champ des fonctions & » variables a,,
gy vy ¥y, Un polynome P (g, 2, .., %) de degré (s, ,s,, ..., 8)
Nous dirons que P(z, , #», .. , ) est wun polynome gquelconque
er v variables si ses coefficients sont des fonctions arbitraires par
rapport aux variables restantes z.4{, ¥,42, « , ®m. Ce polynome
est donc de la forme

& &2

&
P(.T, 3 B2y, xr)= E E" . E O“I oy oo iy 9";:' .T;’ &0 &':r,

=0 =0 i;=0

ont G ;..; sont des fonctions arbitraires de w41, Trpzy e s T

Une fonction qui est une somme de polynomes quelconques
en r variables sera appelé un psendo—polynome quelcongue de rine
ef])éce- La structure d’'une telle fonction est telle que si elle con-
tient un terme de la forme

what ., ol A

A CARTRL NP T

)‘m

ou le coefficient A est une fonction arbitraire, elle contient aussi
toutes les termes de la forme

I
LR R I - . .
e A, TATYTNE

HhEh, L, Ll

avec des coefficients fonctions arbitraires,

De cette fagon, un pseudo-polynome quelconque de premiére
espece est un psendo-polynome quelconque aun sens ordinaire. Un
pseudo-polynome de mé espéce est un polynome quelconque en
X1, ys < 5 Ly ayant la structure indiquée, avec des coeflficients
arbitraires, : :
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Dans la suite nous préciserons encore en disant qu’il s’agit
de pseudo-polynomes linéairement mesurables quelconques de diver-
ses espéce. On sous-entend alors que les coefficients sont des
fonctions linéairement mesurables quelconques.

CHAPITRE IV

Sur quelques équations fonctionnelles a plusieurs
variables indépendantes

26. — Considérons maintenant 'équation a z variables (de
mime espéce)

61 AfE s ) £ 2y ey ) = O
Nous nous proposons de chercher les fonctions f(®y, @3, . , a%)
qui vérifient Péquation (51) pour toutes les valenrs oy, a5, .y %,
By B gy Ty telles que les points (o -+ ag, 2, Bz, 7y 5oy B+ Cins, i)
soient dans le domaine D. Pour simplifier, nous pouvons suppo-
ser que D soit un rectangle R, ce qui ne restreint pas d’ailleurs
la généralité des nos résultats.

Quand il ¢agit de I'équation genérale (51), nous faisons les
hypothéses signalées au Nr. 6 et, en particulier, nous supposons
que lon ait les imégalités (12). Nous supposons en général que
I’équation (51) soit d’ordre (&, k2, vy knl

Nous avons encore les propriétés suivantes :

Toutes fonction vérifiant Péquation (51), vérifie également
toute dquation conséquente.

En particulier :

Toute fonction vérifiant Uéquation (B1), vérifie également
une équation de la forme

(52) Sty v s ni) pip gy )

Toute fonction vérifiant une équation réductible, vérifie
dgalement une équation de la forme (50).

Le premier résultat démontré au Nr. 13 peut étre généralisé.
Nous dirons quune fonction véritie une propriété awtonr d’un
réseait (a0 | won | o | 2m) dordre (0, O, ... , 0), si elle vérifie cette
propriété dans le domaine formé par les bandes », < &, <7y, i=1,
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2, .. , m, contenant ce réseau (L), <ay b, oy Sxa o).
Nous avons alors la propriété :

Toute solution de Péquation (51) qui est bornée autour d'un
résean dordre (0, 0, ... , 0\, est bornée dans R.

11 suffit de donner la démonstration pour deux variables x
et y. Soit donc I'équation (51) avec m=2, ny=m, ng=n. On peut
supposser 0 = o < a1 < e gy O =ty <y < e < %2, €L quE
la solution f(x,y) soit bornée autour du rvéseaw (b, | b,), donc
| £z, )| <M si a est dans Pintervalle (b';, by) ou y dans linter—
valle (05, b;). La démonstration se fait exactement comme au
Nr. 18 dans le cas d’une geule variable. Nous pouvons encore
supposeer que dy == 0, antrement mous raisonnerions sur V'équa-
tion de la forme (52) & laquelle se réduit I'édquation f(51). Posant

e I
o & Zo' 27)‘ b
11 21 i=0j=
purm B e B S s <
O — 11 @z, — 22 by i

nous en déduisons
| (2, 9} < WM pour x> b\ —ep (b —b')) et > blo—p2 (ba—b'2).
Nous trouvons ensuite
1f(, << A2M pour x> b (1 +p. -1} (bi-b'y) et y > b'z—Pz(brf’fz)
|f(, 9)| < XM pour 33> bi=pibi=by) et y > ' \{(1p22-11(br-b'2)
Ces inégalités se déduisent tounjours en écrivant Péquation (31) pour

des valeurs convenables de x, ¥, f; et 7. De la méme maniere
on obtient

| fioe, 9) ) << A3M

pour x> by—[(1Fpp—11(bi—by) et > by—{(1 +pay—11(b2—b's)-

En répétant le procédé, on déduit que

| £z, )1 < A%~ IM
pour > by—[(1p p—1](B—b") et y > ba—{(1 +pr—1]1(b—b),
done
| Flay, )| < 2% M dans R

; h—ea by— s
4 (1 L 1 ! & 2
sl ( +Pl) > br‘"b'{ 1 (1+P¢) > bz_bfz' .

T.a démonstration ge fait exactement de la méme manere
pour m quelconque.
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Nous en déduisous la propriété suivante :

Si deur solutions de Péquation (51) coincident cutour d’un
résean dordre (0, 0, ..., O, elle cotncident partoul dans 1.

[in particulier :

Toute solution de U'équation (51) qui se réduit @ un pseudo—

palyn.mmr autour d’un réseau d’ordre (0, 0, ... , 0), est un pseudo-
polynome’ dans R.

27. — Occupons-nous maintenant de Péquation (52, supposée
dordre (1, 1y, o 5 )

Démontrons le théoréme suivant:

Toute solution lLinéairement mesurable de Uéquation (52) est
un pseudo-polynome dordre (m—1, r—1, oy 1u—1).

Now; démontrons ce théoréme par induction compléte. Il
cuffit évidemment de démontver que si cette solution s’annule sur
an résean d’ovdre (m,—1, m—1, .. , n,—1), elle est nulle iden-
tiuement. Posons

(a0} lon)  oloma)
g(x,): 8;&3 ‘)Ek.l 5;“““ f(:L‘1 g L2 g iae s .’I!m).

Nous avons Bgzmg(x,) — 0. Mais, les ap, @3, .. @my B2y i3y fm
étant donnés, g(x) est une fonetion mesurable de x,, donc elle
se réduil 4 un polynome de degré my—1 qui, étant nul pour 7y
valeurs de mx, , est nul identiquement. La fonction fi(#y, @y, 5 Tn)
vérifie donc 'équation

(agg) '(0'31') (a'ﬂs'} s
akfe Bk 6;’;,,: f(xi s L2y vavy Tig) = 0

pour toute valeur donnée de . Le théoréme étant sup-
posé vrai pour m—1 variables, il en résulte qu’il est aussi vrai
pour m variables.

Nous pouyons énoncer maintenant le théoréme suivant;

La solution lindairement mesurable générale de U'équation
(61) est la méme que sa solution geénérale dans le champ des
pseudo-polynomes linéairement inesurables.

En particulier :

La solution mesurable B générale de Péquation (51) est la
méme gue sa solution générale dans le champ des pseuda-poly-
nomes mesurables B.
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98, — [l reste & trouver maintenant la solution générale de
Péquation (51) dans le champ des pseudo-polynomes.

Supposons que I'équation (51)ait un ordre Pk Ky e K12,
(1 £r=m) et cherchons alors une solution de la forme

(H3) xh xi’ e & AQrpy, Tty on s X

avec A fonction arbitraire.

On trouve que lés conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’il en soit ainsi sont précisément les ¢galités (19) pour v, =0, 1,..., 7,
s=1, 2, .., r. Nous avons donc la propriété snivante:

Si Péguation (B1) a Pordre 1wt (ks K9y s Kilie, ., elle
est vérifide par un polynome quelconque de degré (', Ky .. K}
€rt 204y Lz oy Tps

En particulier:

Tout pseudo-polynome d'ordre (ly—1, lp—1, ..., kn—1) vé-
rifie Uéquation (51), supposée d’ordre (ki ;g 5 oo » Kin)

Pour trouver la solution générale dans le champ des pseudo-
polynomes linéairement mesurables il suffit de chercher les solu-
tiong de la forme

F1 ?ltg
(54) G(.I?] 3 xa 3 oave 3 xm')= E :‘ :I‘:: A}; (xi . wz 3 oser gy 9‘}’_] 1 :T}-I.] LIETEN ] xm)-
j=1 i=k
Nous savons qu’on peut sapposer les coefficients linéairement me-
surables. Nous avons

wetl, n et m b1
akz’, f&;, -oso 4 ';‘m CI{.’?’?I, TS xm)=
’
Ny | K R
o P 1 PR b T e, o |
i o Ahg, By s J , k“: Ay (@25 o0 s Zyn)
i=k1

H.’, + ‘[,H’g, + e #nt ]

ott A°"° est Popération de différence définie au

Nr. 6 et executée sur les variables x,, 5, ., 2, . Or, Popération
de différence et lopération (11) sont permutables. En écrivant que
F(xy, @z, - » @) verifie Uéquation, on trouve done

‘g (t3)] [T DT 8 DT o | :
 amtl Z' z' E LTI AR M. O C O PR A

9P a1z '=03

les termes non écrits lormant un polynome de degré n'y—hk—1
en .

R /P
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[l faut donc que Von ait

HA My M ; ’ +
N (k) w2t Lyt L,y | .
(591 i; Z _2_, Vip by oo i OOty Prys e s T ALy s %3500 Tm) =Y.
i,=0 ;=0 Lp="0

Cette équation est de la forme (51), en m—1 variables et, par
suite de la définition du nombre %, , ses coefficients ne sont pas
tous nuls. I en résulte bien que Ay est un pseudo—polynome.
Dans Gy, X2, . , Ly) NOUS pouvons faire rentrer le terme
27 Ay, dans les termes a-f-Aﬂ-,j) 1. La solution cherchée est
donc de la forme (54) olt les n'; sont, en général, changés mais 7'
est remplacé par n',—1. Répétant le procédé, on démontre que
les Ay sont tous des pseudo-polynomes. On démontre de la méme
maniére que les Ag, Ay, .. A,; sont tous des pseudo—polynomes.

[*inalement donc la solution linéairement mesurable générale
de équation (51) est de la forme

(56) G(xl:!xZa ey xm):Pl + Pz + o "+ P’" *

ot P, est un psendo—polynome quelcongue d’ordre (-1, k=15 &',,,—1)
et, en général, P, est une somme de fonctions de la forme (53)
contenant des fonctions arbitraires de m—r variables. En parti-
culier, P, est un polynome en ay, Xz, «  Tm-

99. .— Nous pouvens démontrer maintenant le théoréme
général sunivant :

La solution lindairement mesurable générale de Uéquation
(D1) est de la forme (58) ot P, est un pseudo—polynome quelcon—
giee de reme espece. Le pser.admpoﬁyrwme P, est une somme de
polynomes quelconques a r variables, a chaque ordre ri' corres-
pondant un tel polynome.

Tout d’abord le fait que P, est un pseado-polynome de r*
espéce ne résulte pas encore de ce qui précede. On démontre faci-
lement ce résultat par induction complete. En effet, en supposant
vraie la propriété pour m—1 variables, les resultats précédents
nous montrent, qu'elle est vraie aussi pour m variables. L’induc—
tion est compléte puisque la propriéte est évidemment vraie
pour m =1.

Tl faut observer que la démonstration du théoréme n’est pas
encore compléte, Fn effet, il faut encore démontrer que P, peut
effectivement se mettre sous la forme d’'une somme de {onctions
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de la f()rme

(57) f: x} h A( Birgr» Tjoag s oo %) (A fonction arbitraire)
qui sont des solutions de Péquation (51). Ce fait ne résulte pas
immédiatement de ce qui précéde a canse des équations (55) ou
Popération & a pour effet de trop éléver I'ordre des équations
auxquelles doivent satisfaire les fonctions Ay .

On démontre cette propriété de proche en proche pour P,
P,,.., et P, . La propriété est évidente pour P;, Il suffira d’indi-
quer la marche de la démonstration en la faisant pour P,. Le
terme P, peut se partager en deux, P, = P+ P; ou P, contient
les termes {57) (r=2) dans lesquels j, et j, sont 1 et 2 et P, les
autres termes de P, . Nous pouvons trouver des entiers 7y, 7y .., 7's
suffisamment grands tels que

r.,r;,.‘.,rm 2=a?‘3,?(,...,rm

YA R W 00 e e

Yas Ty v 3 T2 _ATar T e s T Taa T4 pes Tt ot
Aks, I ) ka(xi? X2y ey x’”)_‘aka, Kyy vy fom Pl+ aﬁa, By yoes smP

Popération & se rapportant aux variables o3, @y, v , % .
Il suffit maintenant d’écrire que

(a-ls'ja&f’--- ,Cl'.mj) \-"s) Fgs oo s Ym oy ) 1 5
Ak;, Bay v, flm by Bgs oo s lsmP 22y s By 2,)=0

est vérifiée identiquement en x,, 2, %, %,. Soit
(S,
(98) @) E2 Ay, 2y, oy Tn)

IPun des termes de plus haut degré en x, x, de Py, =4k,
Lz=k,. On en déduit que la fonction A(xs, %4, ... , 2w} doit vé-
rifier les équations

e

fv, , v ) T o o A ,
Iy 72 [ %) 4 v s T i
2 2 2 z|J U eMA [N TR A(xs R &n) 0

b=0 i4=0 in=0

Vl‘-'=k| 3 k1+1, ar Jl » ngkz, k2+1,. ) zz.

Si (58) n'est pas une solution de (51) I'une au moins de ces
équations a ces coefficients non tous nuls, done A(w, Xy, - y Fm)
est un pseudo-polynome. Dans ce cas le terme (58) de P, peut
étre mis dans 'un des P, 7> 2. En répétant ce procédé an noni-
bre suffisant de fois et en faisant la méme démonstration pour les
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autres termes de P, , on arrive a la démonstration de la propriété
pour Py. On démontre ensuite, de la méme maniére, la propriété
pour P3, Py, .. , P,.. Pour ce dernier on vérifie facilement que
tout polynome vérifiant I'équation est une somme de solutions de
la forme A xf x%... 'L”‘ A étant une constante arbitraire,

Le théoréme genel‘al a lieu, en particalier, en supposant la
solution mesurable B, Dans ce cas dans la solution générale on
peut supposer les fonctions arbitraires mesurables B.

830, — Mettons les résultats, précédents sous une forme plus
claire. Il résulte, en effet, de l'analyse précédente qu’on peut
énoncer notre résultat tondamental sous la forme suivante:

La solution linéairement mesurable géndrale de léquation
(D1) est de la forme

m

)
2: ér A (wIJst ey Biml sy Hipg o wm)

)_..1 =1}

Ay étant lo fonction lindairement mesurable la plus générale vé-
rifiant les dgquations

ny -1 = H_l Hm

(J()) 2 2 2 S:’ w141 imAﬁ(”" 7 +“"'_,. h-"; .‘;)20

(=0 5 OzH.i-O im=0
v=0,1,.., ny

par rapport aux variables ©y, %, .oy Fjgy Bjp1y e s Loy

Cherchons par exemple les conditions pour que dans la solu—
tion générale (56) les termes Py, P,, .. , P,_, disparessent.

Les définitions et les résultats du Nr. 7 nous montrent que:

La condition nécessaire et suffisante pour que la solution
linéairement mesurable génédrale de U'équation (51)ne contienne que
des fonctions arbitraires d’au plus r variables est que toutes les
(m—r-—2)me dquations dérivées soient d’ordre (0, 0, ..., 0).

En particulier, pour que la solution générale ne contienne
que des fonctions arbitraires d’une seule variable, il faut et il
suffit que toutes les (m—3/m équations dérivées soient d’ordre
(0, 0, 0).

De méme:

La condition nécessaire et suffissante pour que la solution
lindairement mesurable générale de Péquation (51) soit un poly-
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nome est que toutes les (tn—2pmes dquations dérivées soient d’ordre
(0, 0.

Par exemple si m=2, la condition nécessaire et suffissante
pour que la solution linéairement mesurable générale soit un poly-
nome est que I'équation soit d’ordre (0, 0). Nous avons déja éta~
bli partiellement ce résultat dans notre travail antérieur [11].

Nous voyons aussi que:

La condition nécessaire et suffisante pour que la solution
linéairement mesurable génédrale de Uéquation(51y d’ordre (ky Joy ey k),
soit un pseudo-polyrnome d’ordre (ky—1, ky—1, .., k,—1) est que
Véguation (ou Pexpression de son premier membre) n'ait aucun
ordre double, triple, ... , merte,

L’équation (52) jouit, en particulier, de cette propriété.

Considérons N= (7,4 1) (12, 1) .. (0 4+ 1) points M, (1; 5 202; yovey o)
i=1,2,.,N dans P’hyperespace. Nous pouvons former le déter-
minant V,, . . (M;, Mz, .. , My) & N lignes et colonnes dont

la ligne général mé § Y1g¥e oY

gne g : e est formée par les éléments SR )
1, ..., m,7j=1,2, ..., m Nous en déduisons le déterminant
U, s, M, M, ..., My;f), en remplacant les éléments

n, . Hg o, - . 3 C
art agt.. ale par f(xi;, a2, - » &m) respectivement. Le quotient

oo s iy

| W i T .
[M M e re M . g, = 13 13 400y m( .| L} 2 Lo N Lﬁ
1y Moy o s M5 L, e, - Vm,w,‘.,, ,,m(i\i“sz w5 My)

est la différence divisée d’ordre (n,, ny, .., n,) de la tonction
flay , az, . , am) sur les points M;. Cette définition n’a de sens,
bien entendu, que si le déterminant du dénominateur est = 0.
Pour m=2 nous avons donné déja cette définition [10,.

‘ Si nous posons au=uy+ wily, i=1,2, ..., N—I1, AN = &y
j=1,2, .., m Péquation ’

[Ml ] M2 (D MN 5,}0])3.,»3 g "m=0

est de la forme (5.1 ) Cette équation est, en général, d’ordre
(0, 0,...,0) et est vérifide par tout polynome de degré (2, , 723 ..y 720)
qui ne contient pas de terme en . aj:.. a™, Soit, en particulier,
Iéquation

[#1s @4 @10 By g oo s B oin, il a3t a1 By con g Bgtthopy Bz | o
v Eon s Bt Qo Py ooy Ft g, B 5 f]=0.

Cette équation est d'ordre (n,, n_, .. , 7,) et sa solution liné~

——

I
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airement mesurable générale est un polynome quelconque d’ordre
(m—1, np—1, .. , 1)

81, — Nous avons toujours fait 'hypothése que les fonctions
sont linéairement mesurables. Considérons, pour simplifier, le cas
de deux variables et soit I'equation

80) B3 %) fg y)=0,  (m=m, m=n)

Considérons maintenant une solution mesurable f(a,y) de
Péquation (60). Soit E, Iensemble, de mesure b—a,, des valeurs
x pour lesquelles fix,y) est une tonction mesurable de y et E,
Pensemble, de mesure b,—a, , des valeurs y pour lesquelles f(x, )
est une fonction mesurable de «. Soit P(x,y) le pseudo-polynome
d’ordre (m—1, n—1) qui prend les mémes valeurs que f(w, y) sur
le résean (g, X1y o 5 L1 Yo> Y1y o s Yot oW 2z =By 3 <k,
et posons fi(a, ¥)=f(xy)—Px,y). La fonction Sile, ) vérifie
Péquation, sannule sur le résean (g, %y 5 w5 Xm1 Y0515 Yotk
est mesurable par rapport a ¥ pour axcE, et est mesurable par

rapport & @ pour y <k, . 5i nous posons g(x)=8g2"{fl(x, I la fone—
tion g(a) est mesurable pour y 4 wxfpcE, et vérifie 'équation

Bgf“)g(m) = 0. Pour x<E, la fonction fijx,y) est mesurable par

rapport & y et vérifie P'équation Sg,fﬁ)ﬁ(x, y)=0 sur E,. fi(x,5)
est donc un polynome de degré n—1 en y qui, étant nul pour
y; < E,, est nul identiquement sar E, (Nr. 17). 1l en résulte que
filw, ¥)=0 si xcE,, ycE,, donc ,

Toute solution mesurable de Péquation (60) se réduit & un
pseudo-polynome, sauf peut étre sur un ensemble & formé par un
ensemble de mesure nulle de droites paralléles ¢ Vaxe Ox et par
un ensemble de mesure nulle de droites parailéles a Vaxe Oy.

On peut facilement construire un exemple qui montre que
le théoréme général énoncé plus haut (Nr. 29) ne peut éire étendu
aux fonctions simplement mesurables, Considérons le rectangle
R[—l<a<t 1, -1 <y <+ 1} Soit X(x) une solution discon—
tinue de Déquation de Cauchy flw+y)=f(@)+ fiy) On peut
choisii- cette solution de maniére que l'on ait X(0) =0 et X{x)=0
sur un ensemble partout dense [7]. Il suffit de prendre une solu—
tion telle que X(0) = 0, X(l) = 0, Considérons alors la fonection

Mathematica, vol. XIV, 7
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Sfla, y) délinie de la maniére suivante

Sl 0)=X(z) <o+ |
SO, )y=Xy) —l <y <+ 1
S, 7)=0; x50, ¥ 0.

Ceite fonction vérifie bien équation, de la forme (60,

‘3?:,’ y f(xay) mz 2, n>2,

mais ne se réduit pas 4 un pseudo—polynome (autrement la {onc—
tion devrait étre identiquement nulle).

Il y a cependant des cas ou Yon peut affirmer que fowute
solution mesurable de Uéquation (51) est un psendo-polynome.
Soit encore m= 2, n =m, m,=n. Supposons, par exemple, que dans
cette équation a@,,=0, i=1, 2, .., m, ay=0,7=1, 2, .. , n. Soil
S(x,y) une solution mesurable de cette équation et considérons
Pensemble & correspondant. Il existe un pseudo-polynome P(x,y)
tel que fix, y} = P(d3y) si le point (a, y) mappartient pas a &.
Mais, quels que sotent x et y en peut trouver un %, et un /A, tels
que les points (way ey, ytag ). i=1, 2, ., my j=1,2, .., n
n'appartiennent pas a & 1 en résulte 1mmed1atement que lon a
S, y)=P(x, ¥) partout. o

La réductibilité peut aussi souvent servir & reconnaiire si
une équation jouit de la propriété précédente.

82. — Comme dans le cas d’'une seule variable, on peut con-
sidérer des équations réductibles.

Toute solution bornée d’une équation réductible est un pseudo-
polynome.

En général on peut méme affirmer que la solution bornée
la plus générale d’'une équation réductible est la méme que sa
solution dans le champ des pseudo-polynomes. Il en est siirement
ainsi si les équations (55), (59) sont réductibles.

Ce cas arrive certainement pour I'équation

61) BiEhTalelndd Balp s, WA

que nous avons déja examiné pour m=2 [L1].
La solution bornée générale de Uéquation (61) est de la

Jorme (58), ou tous les coefficients fonctions arbitraires sont
des fonctions bornées quelcongues.

=
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Pour que la solution bornée générale de 'équation (81) soit
un polynome de degré n—1 en x,, de degré n,—1 en xp, ... »
de degré n,—1 en x,, il faut et il suffit que le polynome carac—
téristique de premier type soit de la forme

62y F*ay, #, o, 8)=Lc (1 — gV (m— @) ... (1 —2,)m,

(g o im
ot la sommation est étendue aux valeurs ; =0, 1, ..., r;, j=1, 2, ..., m,
les valeurs pour lesquelles on a 4 la fois &) <Cry, 7 <Ny sy L 1y,
étant exclues. Il faut, en outre, que les constantes ¢,00. 05 Cogo..0,

, Co0 .. 0n,, SOieNt toutes différentes de zéro. Des cas particuliers
simples sont

F'@y, @y oy @) = 2 (1~ )%
i=1
:F*(wh wZ?"‘! .‘r,,,)= 2(1 _xi)n‘(i +xl)n""(1 +x‘,__1)?3£—f(1 +xi+l)ni+t...(1+mm)m?

i=0

Pour que la solution bornée générale de I'équation (61) soit
un polynome quelconque de degré n—1 il faut et il suffit que le
polynome caractéristique de premier type soit de la forme (62},
ou la sommation est étendue aux valeurs i =0, 1,..,7, j =1,
2, .y m pour lesquelles 4, + i, + .. + £, = n 1 faut en outre que
toutes les constantes ¢4, , pour lesquelles iz, + 2 + ... + z,=n,
soient différentes de zéro. Des cas particuliers simples sont

F“(@y, 2, o, 2p)={m—a,—gg—+—2,)"

F*(x'l)x2 YiEEY xm)=(x|+x8+ +xm xﬂ‘H $ﬂ+2

H (331 1 &35 oy xm) = 2(1 _xl)“ (1 —-’5'2)" e (1 _xm)sm L

~—,,)" §1 71 est pair

On peut ausst voir facilement que si
(E o s, k) — 2(1—- )"ﬂ(i xja)"fl - (1 —mjr)”fr,

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons j,, ja, .. ,7,
r & r des nombres 1, 2, ..., m, la solution générale ne contient
que des fonctions arbitraires d’au plus r—1 variables,
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CHAPITRE V

Sur quelques propriétés fonctionnelles caractérisant
les polynomes de deux variables

83. — Considérons le pseudo-polynome d’ordre (m, n),
f0= D @A+ D y/B;(®)
=0 j=0

défini dans le domaine D.
Faisons le changement de variables
(63) | Wiy x=“xf+‘8‘yf y= }’xf_l_ a.j/',
la fonction f(xz, y) devient alors f(x', y').
Cherchons maintenant a déterminer les coefficients A, B du
pseudo—polynome de maniere que fi(a', ') soit encore un pseudo-—

polynome en &' et y. S'il en est ainsi, on peut trouver deux
entiers positifs m', n' tels que l'on ait

Api—an J1(',5)=0,

identiquement en a', y', - Compte tenant de (63) et en appli-

E i' . m 41 b J

quant Popération A «ph DAY Tapport a x, nous trouvons
-

K3

identiquement en a, y, 4. Il faut done, en particulier, que Pon ait

S’ n (— 1y 7' —r—s [T’)[?'J AR, [ 4 (r—s) ) = O
=0t=0

ou, apres de legéres modifications,
ar T B @)=0.

Si nous sommes dans le cas ol I'on peut affirmer que la
solution générale de cette équation est un polynome, nous voyons
que f{x, y) est de la forme

n—i

my
f(“‘a)’)=z A+ zny,-(:x;) (my=m+m'+n')
=0 j=0

> % Zn,‘ (Y4 (Y Ny 4 y=sad st B o+ (sl = O

j=0 rms0 5=0
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En répétant le procéde, on voit que

ap e ™t (=0

et, en général,

(64) A SutBa(@) = O Rerm Ol ez

sous Ihypothése que les solutions générales des équations pour
Bipi(@), Biyolw), ..., B.(x) sont des polynomes. Sous des hypothéses
analogues on trouve que

(65) A:ﬁt(m-—i{'i}(m’-l-nf}A‘{y):O’ i=0,1,... .

Pour simplifier le langage nous direns qu’une transformation
(63) deéfinit wne direction T. Cette transformation signifie qu’on
a pris un nouveau systéme d’axes Oz'y’. En particulier, le systéme
initial Oxy est la direction Ty. Nous pouvons supposer, sans res-
treindre la généralité, qu'on ne change jamais d’unité de longueur
et nous pouvons alors supposer, ce que nous ferons toujours, que
22 +92=2+3=1. De cette maniére le systéme Oz'y’ est comple-
tement déterminé par les coefficients «, 8, y, § de la transforma-—
tion (63) Nous dirons que deux directions T,, T, sont compléte—
ment distinctes si les droites portant les quatres axes sont dis-
tinctes. Pour que les directions T' et T, soient complétement dis—
tinctes il faut et il suffit que Lon ait

a0, B0, y+0, 50, od— Ly+O0.

Si nous remarquons que les équations (64), (65) sont réduc-
tibles, nous pouvons énoncer le théoreme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
bornée, ou pour qu'une fonction mesurable, soit un pseudo—poly-
nome dans deux directions complétement distinctes est que cette
Jonction se réduise & un polynome. '

La condition est évidemment suffisante. Nous avons démon-
tré quelle est aussi nécessaire pour T, et T' ce qui ne restreint
pas d’ailleurs la généralité. Nous avons tenu compte des propriétés
du chap. Ill. Le théoréme est vrai pour le domaine D. Dans la
démonstration les variables #, y, & varient de maniére qu'on ne
sorte pas du domaine D, Nous pouvons d’ailleurs raisonner de
proche en proche, en décomposant le domaine D en domaines
partiels convenables. Les conclusions sont parfaitement justifiées
a cause de la propriété de prolongement dont jouissent les pseundo-
polynomes (Nr. 20).
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On peut voir facilement que si les deux directions ne sont
pas complétement distinctes la propriété n’est plus vraie.

34. — Déterminons maintenant la forme générale des poly-
nomes qui sont des pseudo—polynomes d’ordre donné (m, n) dans
la direction initiale Ty et d’ordre donné (', n') dans la direction T.
Un tel polynome est évidemment une somme de polynemes ho-
mogenes jouissant de la méme propriété, done

[ (@&, 3)= @, 1)+ 1, 3) + oo

oll ¢u(z, ¥)=cob+ @t~y + ..+ cry® est un polynome homogéne de
degré k.

On trouve facilement que si &k < min (4742, m'4-n'42) le
polynome ¢4z, y) est complétement arbitraire. Dans le cas con-
traire il y a -

2k—m—n—m'—n'—4+|k—m—n—2|4|k—m'—n'—2|
_ 5 5

conditions pour déterminer les coefficients ¢y, ¢;, ..., G Ces con-
ditions sont

Cobl = Cup2 = o0 = Chom—| =40

[ ot - 4l AR

Cadl=Cnpp2= oo = Cpp1=

ol a4 By, y7 +3y)=coat +c 2ty + o by
On peut d’ailleurs écrire les hypothéses faites sur f{x,5)
sous la forme

grbniefmy) (0 . B\mHD B
06) Tt =0 (e trg) " (g +0

2 (= +1)
396”"“@375?1— du ]

De ces relations on déduit facilement que

grmtait m' ' :}/‘(-7'9‘)’)

T e 0, i=0,1,..,m+ntm'+n'4+3
.'Ll .l.'i L m -rn 0 R §

done

’Tout polynome qui est un psetdo-polynome d'ordre (m,n)
dans la direction Ty et un pseudo-polynome dordre (m',n') dans
la direction T, est aw plus de degré myntm'+n42,

Supposons m'=m, n'=n. De (66) on déduit facilement que
pour que f(r,y) soit un pseudo-polynome d’ordre (m, 1) dans toute
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dikection il faut et il suffit que

b2 :
Zw_ayni_ﬁg) =0, i=0,1,..,m+n+2
done,

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
bornée, ou pour qu’une fonction mesurable, soit un pseudo-poly-
nome d’ordre (m, n) dans toute direction est que cette fonction

soit un polynome quelconque de degré m+ n+1.

36, — Il peuvent exister des polynomes de degré >m+n+1
qui sont des pseudo—polynomes d’ordre (m, 7z) dans une infinité de
directions différentes. Nous dirons que la direction T est rectan-
gulaire si la transformation (63) est orthogonale, donc si les axes
Oux’y' sont rectangulaires (les axes primitifs Oxy le sont par hy—
pothése).

Pour que f(x,y) soit un pseudo-polynome d’ordre (,7) dans
toute direction rectangulaire, il faut et il suffit que P'on ait

n4-T L
;:)(—_1)’ (n-’t 1)[2@:) 3xm-?-1:.-_4:‘);ﬁﬂ)—s+2r =0

i 0,1, .., m4nt2, ({;J:O si p<q.
On en déduit immédiatement que

am+n-|-3 /-' @ .
WM;QE 0, I=0, 1, oy m+n+3,
donc que f(x,y) est au plus de degré m+n+2. Ce polynome est
donc de la forme P(x,¥)+ émyat2la, v), ou P(a,y) est un polynome
arbitraire de degré m +7n + 1. Pour déterminer le polynome
$mtnto, il est avantageux de Pécrire sous la forme ¢, pq2(,) =
m+4nr+2 Ll Sinn r il
= 2 ¢ z2t2t2 2/ ot z=w+iy avec i=}]—1 et « désigne le
j=0

nombre imaginaire conjugué de . On a bien entendu, ¢; =cp4p42-.
Ce polynome doit vérifier I'équation

(a ...ti](mw[a ta)(nm

92" gz 2 oz

7 g  Prterz=0
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quel que soit #, On trouve que

(67) c);’g(—l)’ (”’+ 1) ”?‘+1J 0, j=0,1,..,m+nt+2.
r=0

r \j—r
e coefficient ¢; est nul ou arbitraire suivant que le secc?ml fac—
teur de (67) est 0 ou =0. 1l peut arriver ([U.C",b,,,.+ﬂ+2 d)spalyesse
complétement. Dans le cas contraire, on voit, qu’il est tO}ll]C!Ul‘S
divisible par a2+4y?% Le tableau suivant nous montre les résultats
pour quelques valeurs de 7z et n

I i ¢m -|-n.+2
0 impair 0
Tl nvi I ik o]
0 pair Claz-ty2) °
T m + 3 différent d’un 0
carré parfait
o £k G
RIS p ST @+ %) * lezr + 7]
~ | impair, 3m+10 dif-
2| férent d'un carré 0
parfait
~ | pair, 3m + 10 dif- 4
2| férent d’'un carré 21 42 &
parfait C# 2
5 (p=1) (p—2) ...
2| impair, 3m-+10=p? (+y2) °  (czr+czr)
=t m+4 (p—1) (p—2) e
2| pair, 3m+10=p* IC@+y?) * +@*+y?) 2 (czt4c2)
= = —
"o— 1 2 Gj mn—;y:-—; [x%'-l-2 4 (___ 1 )J' J,2}+2]
j=0 -

Iei C,C,,... sont des constantes réelles et ¢ une constante
complexe arbitraires.

36. — Faisons quelques remarques sur les résultats précédents.
Le pseudo-polynome f(x, ¥) du Nr. 33 a été soumis en réalité a

’ I

la seule condition de vérifier les équations ’-‘*21,’51;‘ Silz', ¥ =0,
A';:’_'f;ﬁ fila'y ¥) = 0. Si, plus généralement, nous su'l‘)pomns (‘:lue
f,(.::c’, y) véritie une certaine équations de premiere ©8pece;
N;:" n'ﬁ (x', y") = 0, nous obtenons, en partie au moins, les mémes

résultats. La seule différence et que les équations vérifiées par les

— e —
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coclificients A, B sont d’une forme un peu plus générale que (64),
(85), mais sont, en tout cas, de la forme (28) (plus exactement de
la forme (297). Nous pouvons donc énoncer la proprieté sumivante :

La fonction linéairement mesurable la plus générale, dont
une différence de seconde espéce dans une direction Ty et une
différence de premiére espéce dans une direction 'I'y , complétement
distincte de Ty , sont nulles identiquement, est un polynome.

La forme de ce polynome est d’ailleurs, évidemment, celle
trouvée plus haut.

On peut supposer la fonction mesurable (superficiellement) et
le résultat subsiste encore. En effet, on démontre facilement que
la fonection est linéairement mesurable. Soit E, I'ensemble (de me—
sure b,—a,) des @ pour lesquelles f(x, ¥) est une fonction mesu-
rable de y. Soit a une valeur de @ et tenons compte du fait que
fi(a', ¥") vérifie Péquation A}’ " fi(a',y") = 0. Faisons varier o’
et y' de maniére que lon ait constamment x,=wx’'+8y'. Pour
tout couple de telles valeurs de «', 3, les nombres x4+ (o + B 2,
i +j> 0 appartiennent & E,, pour presque toutes les valeurs de
A. En particulier, il en est ainsi pour des valears aussi petites que
Pon veut de £, ce qui suffit pour conclure que f(r, y) est mesu—
rable de y pour tout w. On démontre de la méme maniere que
flx, ¥) est une fonction mesurable de x pour toute valeur de y.
Remarquons que, en réalité, la fonction f(x, ) vérifie un systéme
de deux équations de la forme (51). La seconde de ces équations
est justement de la forme indiqué & la fin du Nr. 31, qui assure
la linéaire mesurabilité.

On powrait encore généraliser le résultat précédent, en sup-
posant que dans la premiére direction seulement une différence
de premiére espéce est nulle identiquement. Bien entendu, on
suppose que la fonction vérifie encore certaines conditions, sous
lesquelles on peut affirmer qu’elle est un pseudo-polynome.

Désignons par f(M) la valeur de la fonction au point Mz, y) :
M. N. CGiorknrscu [3) a démontré que si la fonction vérifie I'équa~
lion fonctionnelle

(68) S M)+ M) = fM) + (M)

pour tout quadruple de points M, M,, M,, M; formant un rec—
tangle (M, M, sommets oposés’, elle se réduit a

Clatty ) + Czt+ Gy 4G5
M. N. Ciorkugscu suppose Vexistence des dérivées de deux pre=
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miers ordres de f(z, ¥). On voit que le résultat de M. N. Ciork~

nEscu subsiste sous des hypotheses beaucoup plus générales. Par
exemple, sous les hypotheéses suivantes:

10, fiz, y) est une fonction mesurable.

91, Véquation (68) subsiste si M, M,, M,, M; [orment un
rectangle a cotés paralleles aux axes Oxy.

39, I'équation (68) subsiste aussi st M, M,, M, , M; forment
un carré a cdtés paralléles aux axes d'une dircclion reclangulairve
T, complétement distinete de “T'o .

En etfet, f(z, y)doit étre de la forme Ca?4Ch2+ Cie+ Cyv4 Gy
et la condition 3¢ donne encore C=C"
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