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lntroduction

Le but de ce travail est de r-ésoudre l'équarion fonctionnelle

(1) f,a^¡,...i,,f(rt + qtûht ¡ x¿Iaz¡,hr,..,,2c* lao,¿^h_): O,

ou;f(z', ¡ r¿.t ... , t,) esL la fonction inconnue à m variables. On

Nous avons déjà ét-udié un cas parliculier de l'équation (I),
lorsqu'il y a deux variables indépendantes [ll] (.).

travail.
q') Les chiffres gras dans les crochets renvoient à la bibÌiographie placée à la fin clu



TIB. POPOVICI(I

Dans le cas d,une variable, lréquation peut s,écrire

(IÐ É",rr*{a.¡h)=ej:0

et est une généralisation de r'équation aux différences, bien connue,

(m) a'Å.f (x)= á erf-,(:,).f (* {ih): o.
i:0

,,¿".ir? 
le cas de nt' variables, l'équation aux différences peut

(lv),\';,,^,;;:...L,ii,fi*r¡ x2¡...tx,,)t

où t/. opère sur la variable r¡.
Remarquons que si la solut

tion (I), admet un nombre suftis
vérifier un certain système d,
homogènes et à coefficients con
équalions en faisant tend.re, ap
yet:s zero les /¿ dans le premier;

La solution générale de ce
partielles est une somme de fonc

(Y) ,j:¿; ';a(x,,+rtrj,I2,...,.rj*)
'ou les / sont des entiers non-négatifs et a esL une fo'ction arbi-traire de nt-r variables (on a ià 1¡.

Nous démontrons qLre lu s
est cJe la ntêtne ¡fornte, sous cles
rales. II en est ain
port à chacune u"."åtür:i:t"i
srrppose la fonction rnesur.able lì.

nans re chap. I nous étudio.r, 
o "ttn chapitre'

l'opération exprimée par. le pr
sont des propriétés algébricluãs
blème à la résolution d,une éq

So¿urloNs qBonNúEs D'i so¿urro',s \rESunABLEs 49

solution générale cle l'éqr.ration (I).
r,e problème de la r'ésolution cle l'éqrration (I) est rraité a*

cìrap. IV. Nous déterrr.inons complètemenl t-o.rtes les solutions de
la forme (v). En parr.iculier, nous établissons cles conilitio's néce.s-
saires et suffisantes pour que, sous les .hypothèses signalées, la so-
Iution générale de l'équatìon soit un polynome.

Dans le chap. v not¿s faisons lrne application cles r.ésultats
précétlents. Norrs clérnonl.rons qlre, .sous dles hypothèses tr:ès gér"ré-
t'ales, to*te fonction cle clenx variables, clui est nn pserrclo-poly-
ìlolne par rapport à cleux s)''sl.èrnes cl'¿txes cornplèternerrI clisl.inctes,
se réduil nécessailelneut à un. polynoure. Norrs posséclons également
la généralisation cle cette P'opriété Por-Lr le cas cle nz va'iables,
mais notre clérnonstlation est' basée sur la rhéolie cles équations
que nolrs appelons cle première espèce. Norrs avo[s seulement sig-
nalé ces écluations, leur ét.Lrde l'el'a l'objel. cl'rrn autre travail er,

nous donnelons alols aussi la généralisal.ion cles résultals chr chap. \r,

CHAPITR}] I

Notations et quelquee propriétés préliminaires

1. Etanl. donnée une fonction ./'(n), d'rrne variable Í) notrf{

tléfinissons l'opération lf') 1r.r la fonrtrle ,srri\,ânte i

(t)" urf),¡ @l: j oi.f(,c I a,¡it)

-¿-0

Une telle opér'ation est. dorlc cataclórisée par' cletrx srtite.s cle

conntantes : /¿s coeJficients (réels) do ) dt ) ... > a,, eL les pseudo-
périocles (réelles) do ,t et , ,,. I d,¡. f)ans les pr'oblèrtes, qüe lrous êxa-

ilIathcnetica, vol, XIV, 4
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ou la sontnetion est étendue à toutes les valeurs i¡ = O, !,
j : !, ?,..., n.

Avant d'aller plus loin, disons, une fois pour -toute, que nous
parlerons d'or.che, dã polynome caractéristique, äe réductibiliié, ... etc.

indiiféremment cle l'opération tft), a" l,expression ogt)-f (*), cle

l'équation rl!')f @l- 0,... etc. Le même langage commun sera
employé dans le cas de plusieurs variables.

2. Définissons maintenant Pordte de l'expression (1). Cet
ordre est égal au nombre ß pour lequel

n n n

*t 
,ã 

a¡* O l'expression est d'ord.re 0. Si ¿ == z I'expression

est d.'ord.re z et est nécessairernent de la forrne (3).
Attachons à I'expression (1) l,e polynome cara,ctéristique du

premíer type F*(a):f,o,*",. En général ce n'est pas un polyno-
i:0

me proprement dit, rirais un polynome etr frdi, L'ordre Ê est alors
garactéäsé par les relations

F'(1):pv11)= . . . :F*(Ã-1)(1):0, F*(¡)(1) + 0.

Par exemple, I'er(pression (5) est d'ordre ¿.
Deux expressions ayant pour polynornes caractéristiques F*(ø)

et F*(cr¡, ou p est un entier positi! sont équivalentes. Dans le cas
de l'oxpression (4) F*(ø) est effectivement un polynome. Bn parti-
culier, pour 121 nous ayons F'*iø¡: (*-l)",

Nous dirons qu'une expression de la forme (7) est une con-
úquente de (1) si son polynome caractéristique du premier type
est de la forme ó¡(ø)F*(¿r,l + #z@)F*(ør') * ... 

"o pt > p¿,... sont
des entiers positifs ör(s), 6zi;r),,., des polynomes en ø ou, plus
généraloment, des oombinaisons lirréaires de certaines puissances
de ø.

Nous introduisons anssí un polynome êaraÒtéristique du second
type, Nous,pouyons toujour:.s supposer, sans restreindre la généla-

åo fùi. paÞoitcttt

ô'(q¡)

ninerons da-rrs ce t.ravail, chacune cle ces suildÀ a uhì .caraitård
honlogèrie; seuls les lappolts rnutuels i]e leuls t.ei:mes inl-êrvien-

rlent cl'rrne façorì esseì1Lielle. Bie' e'[e.clLi,l,opérzi.tion nfol) niá. de
seins qrre si les coefficienis ri¿ ne soút. pas tcltrs nrús. D'ailleurs nous
srippcisercins, en génér:al, que Lon-s les ø,,-.sorit iliflférents de zé,-o
et que les z, sont <lisl-i rrcLs. ceci ótarrt., lc ¡lrorìrrit de derrx oPér'a-

tions o9') , ol,u') 
".1. "n"nr" urìo opéral-iorr ele rnême rrat.r-rre. Si

les êxpressions nli"'),f (r) ct. of,).f (*) co¡t-ierrrrcrr L nll eL tn{1
ter¡nes respectivernenl, l'expression proclrrit nft)o;"t).1'(r) contiet t
(tt, I l) (nt, I l) lermes en gé'éral, 

'rai.s cq ,r.r-1r."' per,t être
aussi plus petit. Ce qui est. essentiel es[. que:

_ I3 prod,.it de cleu,n o.përotiorts cr, tott¡ott,t.s t.rl seîui et cctte
mttltiplicatíot t est cotttntutatíve.

Bxaminons quelques cas parriculier-s cle lopération (l). I,tex-
pression .. 

I

(2) 
^,Åf 

(x):å -lï-,|,:lf@ * ih) ;

est une d,iJféretrce d.'orcJt'e t¿ de la I'onctio' ;f(ø), posors .þ(r):
=(ø-4)@-r-,) ..,(r-o_,) et supposons que o, : fr; l,opér.atibn

correspondante nous tlonne alors l,expression

Éj:0
drh)(x(3)

c'est un-e généralisation de la clifférence (z). cette expression a
été .étudiée, en particulier, par jM. A. Dnvox [51. Un'autre cas
particulier important est le cas oìr a¡= Li:0,1).,. ,n. Nous obte_
nons ltexpression

(4) rf)J'ro: É a¡J'þ; + ¿h)

i-o
oìr il est inutile de faire la restriction a¡þ0 pour tous les L

C'est le cas ou^les lappolts rnutuels d.es^ pseudo_périodes.a¡
sont rationnels. Enfini nous considérons a.ussi ã", 

"*pi"rsions 
dela f,orme

(õ) aÍ",)/(r):r(- 1)t,+ r, + ... +.,f 
[,c+(ísa]í2æ2] ,,,, Ii"u,,) h],
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[a] le plus grand entier compris dans ø. Soit

F¿ : F(.r:i , frL ,.., u',)-(an+r nn¡r t ar¡z ûp*¿* .,, * o,ø^) si rz est pair,

F¿ :F(øi , ti,.., -L)-(? æn* ao¡r ro¡t* ... * aoø,) ,i z est impair.

on voit alors que l'expression dont le polynorne caractéristique est

Fl I'2

F2 Irs

- Qy, n2 .,, :rrfY(7, frt , ï2 , ... ûr)fz,

F¿*r Fr+z Fro +t

est une conséquente cle (1). Ici C est urle constante (non-nuìle)

égale à a(r.1 .., crn orr ctuet ..."r-r?, suiyant que r¿ est pair orr

irnpair et V(da ,,02,,..., d¡) est le détermi'ant de 'Vanderrnonde 
cles

nombres 0tr 0zr... 0¡. L'expression clont le polynome caractéristi_
que est [V(1,ø¡ ttzr... rfr)l¿ est éqdvalente à la précéclente, do'c
es[ encole une conséquente cte (1). Cette dernière expression est
bien cle la fo'me (5). Bien entendu, les z- de ces deux expressions
( f ) et (5) correspondantes ne sont pas les rnêmes. [¡es a àe ì,ex_
pression obtenue sont a¡,¡ dz > .,. 1 e¡, at ü-¡ - dt ¡ j : 7, 2r,,,, i- !, i : l,
2r... ,, p, chacun pris deux fois.

4. - Nous dir.ons que I'expression (1) est réd,¿rctible si on
peut trouver unè conséquente de la forme (2) (ou une consécluente
équivalente o (2)).

L'expressíon (1) est, en générctl, réductible. Soit toujours
Þ'(n1 ,, u2r.., , tu) le polynome caractéristique (dr-r seconcl typ") cle
(1). On peut, en général, tr.ouver z polynomes A¿(a¡ , î.¿t..., îul,
i:1,2r..., ra tels que I'on ait

tr)+t

Fp1¡z

fL

) Or(r, ¡ff2 s .,. , ø,) lt(r¿r, rL, ... , ni,) : Þ(nr),
i:I

iÞ(.u¡) étant un polynome en ff, seul. Ceci signifie c1u'il existe une
'conséquénte de la forme

(7) ))a'¡J'(æ t iult)
qui çst 4ussi clo [a forrne (4) et a pour: polynome caractéristique

6ù iü| poþo+¡tbtU

lité; que dans (1) orl a 2.0-0. Appelons alors etpressi'git AssÍtci'ëè lI
(1) toule expression de la forrne

(01 Lb.f(r * ß,h)

ou á sont les coefficients et les p¿ sont. de la forme rßt * rzø.;+...
...* r.,a,, les 17 étant des entiers positits ou nuls. Nous clirons

alors que le polynorne à. n, variables >brit øtr' . .. rT est le poly=
rÌome caractéristique, du second t5npe, de l'expression (6). De cette
façon, le polynorne caractéristique du second type est cléfini pour.
toutes les expressions associées à-11)- Bn particulier, l?expression (1)
elle-mêrne a pour polynome caractéristique F(x1 , ø2, . . . , tn) --
a¡ta¡t1+. . .la,ûn, Der-¡x expressions ayant poul polynomes
caractéristiques l.'(r, ,t frz, ... , ø,,), F(rt, sl¿ ¡ .,., al) où p est un en-
tiel positifs, sont équivalentes. 'I'oute expression (6) dont le polv-
nome caractéristique est de Ia flor.me

ó¡F(rf', *l',... , ec|') + ç2Fþ1,, .r1,,..., frl) + ... ,,

oir p, ¡ pzt,..sont des entiers positifs et ór > {2, ... des pol5rnonres
en fit ¡ &z ¡ ... t frn , est une conséqu,ente d,e (1).

Dans l'expression (1) ø et h jouent le rôle de variables. Il en

cette notion cl'exl2ression ér¡uivalente est bien clail.e. r)eux
expressions équivalentes à .une 'troisième sont équivalentes entre
etrles. 'I,'oute expression équivalente à une conséqiLente cte (l) est
encore une conséquente ile (1).

La considération des polynomes caractéristiques facilite cgnr
sidérablement notre étude,

.Pa1 exemple, l'expression (b), associée à (1), a pour polynome
caractéristique (1 -nù (I --.uz) . ., (l _ø,).

8. : Nous allorrs démontrer rnaintenant que:
'I'ot¿te exprression (l) a une conséqttente d.e la forne 16),

Posotts p - t+]r €rr désignant, comme d'habitude, par



SO¿U?'ÌO¡VS BORNEES ET SO¿UI,/O¡VS ÙIESURABLES 55

par induition complète. T1" fait que le polynome @(ø¡) est nulidentiq.emenf signifie que le systèüe r--jr---'^-v x\4

(10) T(ni, rL,. . ., nL):O, i-1,,2,, . .,ttl
a uRe solution en Ø2 ,t n? ¡ ,.. ¡
qu'il en soit ainsi il suffit 'é
vraie poúr Lrne infìnité cle vale
existe alors certainement une so
tout ø¡, d'après la forme même
que nous sRpposons toujours ai+O. i: O, 1,...rn,

2 (et aussi pour n: 1) puis-
ul identiquement. Supposons
et dérnontrons-la pour z, Le

un intervalle (c, d,) er d", fbo"ìir:,Tt"*r'J'')rä5;:1ï¿î:i:
..¡¡ t,:.r*(.n^) de 11, continues et dérivabl"r-ù;;q";,r¡ est dans
(c'_d') et qui vérifie le système pour c 1, r 1ct, Substituant cesvaleurs dans le système (10) "i ¿lé"iurrrt pàr ,rppo"t à â.1, or¡
trouve

n

) øirctn'i-- 0, j:0, 7, .,, ,t /L--I 1n,r-I¡.i-r
Ce système cloit être compatible êr fr,2rfr,Jr...rfrtn et on en déduit
gue Y(rrr ez¡ ,.. t_.tu) = 0 pour c{r1qd,, II faut donc que,
pour *ne infinité de valeurs d.e t' I deux au moins des yariables
ß4 ¡ frz ,t ... ¡ rn soient égales. On voit qu,ainsi notre problème estréduit au rnême problème ou r¿ est prus petit. si on_ lr"ive au casn:2,, lonc F(r¡ , æz):as* a'1rc1 I a,2-r2 il faut que e,r: O¡qo*a'z = 0 qui sont exaclement Ies conditions (g) eitg). ti ru"í

à lrune des variabl ss ft2 r ts r,,t ít.n

le nouveau système (10) soit
ndant at - O. On voit alors que
er il reste à établir l'égalité (g),

!r, qette égalité peut être obtenu très simplement, et indépen-
damment des corrsidérations précédentes, "r, remarquant que le
sysl ènre

It(Ort2, xL, ... ,:ri,): O, i:Ir 2, ,.. ¡ n
-a une solution en fr2 1fr3 1 .,,, fra. On trouve imnrédiatemen.t qud
l'un au moins des nornbrçs fr2) ü3¡.,. rnt coustituaut une solLl--
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du premier type Õ(ø¡). Il est óvident qu'une expression est réduc-
tible si elle a une conséquente réductible. Au Nr. suivant nous
démontrerons que les expressions (4) sont réductibles, notre pro-
priété énoncée est donc démontrée.

On sait, de la théorie de l'élimination, qu'on peut trouver
les polynomes A¡ tels que Õ(ør) soit de degré z ! . L'ordre de I'ex-
pression (7) est 0 en général, maie si l'expression (1) est d,ordre
> O, (7) est au moins d'ordre z, ce qui résulte immédiatement du
fait que les coefficiertfs a,'¡ ne clépendent pas cles nombrês d¿. On
peut d'aille'::s voir facilement que si l'expression (1) est d,ordre
) 0, le polynome Õ(r¡) est de la forme C(ø-1)"', C étant une
consta est donc démontrée. Dans des cas par_
ticulie donner un polynome Õ(ø,) de dàgré
1nl, e C(x-l),, si (1) est d'ordre ) 0, -ãi,ce polynome est au moins de degré z, à moins qu'il ne soit nul
identiquement. ces remarques ne s'appliquent pas aux expressions
(1) d'ordre 0.

tt

(8) )Or(",,t n2¡.;._,t r)F(nfi, rïi,.:., rlì)=polynome
F-t non identiquement nul en .T¡ seul,

mais il résulte de ce qui va euivre que cette égalité n'est pas pos-
sible si O(r¡) est nul identiqùement.

, On peut bien reconnaltre si nous sommes dans ce cas excep-
tionnel par la propriété suivante:

La cond,itíon ruicessaire et suffisante pour que Ie polynome
!(rr) soit nul id'entiquement est qu'on puisse trouver d,eux égølités
d,e la, forme
(9) ao* Øtrt* oþz* . , . *.oþ;=.O,
(9) atl d,t* aur*. . . + ori = O, 

. .

o11 i=1,i=-t et les þt¡ltzr...rp;e,t1:yzu.,,,rì sont tbus
d,istincts et choisis parmi les nombres 2, B, . , . , n.

on voit facilement que la co'dition est suffisante. Montrons
gu'elle est aussi nécessaire. Nous allons d.émontrer cette propriété
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tion, doit être égale à 1. On procède ensuite par induction. ta
propriété est complètement démontrée.

Si Õ(ø¡) est nul identirluement on peut rechercher l'éliminant
en l'une des autres variables frz ¡ r¡,t ... ) )',. De plus, on peut
prendre comme premier coefficient øe I'un quelconque des autres
coefficients ø¿. Il peLrt, bien entendu, arriver que tous les élimi-
nants ainsi obtenus soient nuls identirluement. Enfin, dans certains
cas particuliers, on peuf démontrer la récluctibilité de l'expression
(1) en cherchant un éliminan[ en 21 3r...¡ tt-l variables. Nous
n'insistons pas sur ces cas.

Pour r¿ - 3 l'expression (1) est toujours rédLrctible, sauf si
lcs coefficients sonl proportionnels aux nombres 7, l, -l) -1.Poar n - 4 l'expression eSt réductible, saufl si ses coetficients sont
proportionnels aux nornbres 2, 1,, -I, - 1 , -1. Pour t¿:5 Ie
problènre est déjà plus compliqué. T'oute expression 1) est récluc-
tible dans ce cas, sauf si les coefficients sont propoltionnels aux
nornbles de l'un cles groupes strivants
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Ici F*(r) est le polynome caractéristique du premier type de

l'expression (4). Ce polynome est de la fonne F-(r): [T (r: - ø¡)øi ,
i':l

otì o1 , e¿ ¡ .., ¡ o,,r soflt z' nombres distincts (réels ou complexes)
nt

et différenlsde I et Z O,: n. Supposons cl'abord lo;l : l, i:7)
i:l

o¿ no soient pas des racines de l'unité' Si o" et os rle sont pas

tous les denx racines de l'unité on ne peut avoir P0,-: d" (mod2æ)

qu'aLr plus pour une valeur du p(> 1)' Si o¡, os sont tous les

deux des racines de I'unité on a p0,:l:0" (mod 2æ) si p 9st un
multiple de h g¿... q¡. Le lemme en résulte dans ce cas' Il reste

à examiner le car or1 l"r o; sont quelconque # 1' Ce cas résulte

ilu précédent puisque si I o"l, I o"l ne sont pas tous les deux égaux

à 1, on a srì.(ement of *o" pourp suffisamment grand''

Considérons maintenant Ie cas d.'un ordre quelconque '0' On

peut écrire F*(æ):(æ-1|'Ff (ø), ou trf(l) * 0. On peut donc trou-
ver rn entier p tel que Ff(ø), Ff(nr) soient premiers entre euxt

donc aussi deux polynomes ,þ(r), r/,(æ) tels que

ó(tr) Fi @) I t (") Ff (rn): 1.

Nous en iléduisons immédiaternent qu'il existe deux polyno-
rnes {¡(r), ,y'¡(r). tels que

ór(.r) F*(,r) * ,þr(u)F*(øa¡ : (ao-7)L

et nous pouvons énoncer la propriété suivante:

Toute erpression, (4\, cl'orch'e k, a u,ne conséqu'ente de la for-
me tff@), diãrdre k et de ta forme (2).

La réduction précédente à la forme (5) nous montre que si

parmi les nombres ø¿ il y a au moins l+lquiontleursrapports
rnutuels rationnels, l'expression (1) est réductible. Il en est toujours
ainsi si n :2, donc 'toute expression r 1) à trois [elmes est réduc-
tible.

0. - Nous pouyons étendre les résullats précédents au cas

de plusieurs variables. Etant donnée une fonction f (.r, ¡ fiz t'.. , î*)

1

3

t

I
1

t)
l,

-l)
-7,

7)

7,

-7,
À,

À,

À,

-1) -1) 
,-l

-7, -7) -1
-À, 1 r À, -1-ÀÀ, 1-À, -1-À

À, -1-À, -1-À
À étant tLn nomble quelconclue. On vérifie que, poLll n.:3, 41 5, loute
expression d'ordre z est réductitile. Donc, pão" ìt, = 3r 4r5, nous savons
que l'expression (3) est réductible. Il en est ainsi, tr'òs probable-
rnent, pour n, clr.relconqr-re. Nous croyons cl'ailleurs qu'il existe,
pour tout n, rtt't nornbre N(rÐ< rz tel que toute expression (1)
cl'ordre ) N(z) est stìrernent réductible. l,a déterniination de ce

nornbre N(rz) est mr problème algébrique dont la résolution paraît
présenter certaines clificultés.

5. - il reste à tlémontrel que l'expression (4) est réductible.
Nous avons déjà démontré celte propriété dans notre travail an-
térieur I l ]. Nous allons préciser ici nos résulta.ts.

Démontrons d'abord le lemme suivant:
St F.(1) + 0, il existe une infiníté d;'entiers positifs þ tet

que F*(u), F*(ør¡ soient premiers entre eux.
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(12)

de ¡r¿ variables ¿, t t2t.,..r r,,,, l,opération olït,,rui,r,.r.,...,.ì,,1,,,ù u I,
sens suivant

(t1) ofÏ,tti,i:.'.:,';;,,',o"')fl*r¡n2¡...,t,,):t*øi,a...;*"f1....,u;,ra¡i,lr¡,...),

oir la somrnation )* est étendue aux valeurs it - O, !, .,. , flt,ir--O, 1r.., rhr.., i,,,: O, !r..., n,,. pour abréger lrécrituìe, ro.,r'po'a'serons souvent .f(..., Ë¡r...) au Iieu cle /(fr , Êrr..., Ëo,). ùrr"
lgllp opération est caractérisée par la ..,ite 

'¡multìptu; 'a", 
coef-

ficients (réel$ aìti¿... i,,,.et_par zn suites de preodo_på"iáao-1r¿"if*l
at¡o1d¡rt...., t di12, j: 1r 2r ... , ffi, Chacune de ce. suites présentánn caractère d'homogenéité. Les ø¡ ¡ tn ¡ ... , r,n et les h, , ir, ... , h,,sont des variables, ce qui précise fåquivalence de a",',. ápáátiå;;.Il est encore avantageux dì considéÅr une opération comme ayantun sens se.lement si res coèfficients ne sont pas tous nuls. (in aalors la propriété:

Le produít d,e clet¿r opérations a tottjours un sens) est encore
tt'ne o¡tération d,e la méme nøt¿re et cette multipricatián est cont-
ntu,tøtive.

. cette propriété a d'ailleurs lieu non seulement þour res opé-
rations. qui opèrent snr toutes les variables mais ,orlri fo.." ""11",qui opèrent sur certaines de ces variables.

Quand nous considérons l,expression générale 111) nous pou_
VOnS Su.pPoser que d,to: a¿20:,,,: d^6 êt que ør."* a¡, r#s, j - l,2, ... , rn. \n ce qui concerne t". 

"oãffi"i"ïtr, ioor'"ioouu,,, .r.pJ
poser que l'on ait

nl

jr:0

ni_l tr¡{'t

ij+t:o 2 t",,...i-t ij í¡¡r ...irnl * 0,
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, Posons þ¡(n) - (x-- uñ(:r_ t-¡t)... (a.-rr.,1)r nolrs a\¡ons l,expression

* f t.'. , r¡ * a¡i¡ h¡ t :,.)(14)

ij : O, l, .., , rt¡ , j __ t, 2, ... , trt.

lfxarninons quelques cas particuliers. L,expression

(1 3) A';',',';:,,'.'.'.','íil;f'(r, ,¡ rz ,¡ ... , tn¡:
' : ¡*1- 1 ,¡'¿r 

f ¿, t"'t nn' - 7,-i,-"'-,^ (?r:)(r::) (,i::)¡, 1 r¡ r i¡ h¡ 
' 

.,..)

e^st tute clíJfërence d.'o_rd,re (n1 , tr¿t...¡D,,) de la f.onction l.( .,.,ti,..,.),On obtient un cas plus général en considérant des oiéìations de

l¿r fonne nf"ù oG,",) ... olï;:"), oi¿ a',i!,) opèr, su. la yari atote r¡,

0=i, = flt ¡... ¡ O= i¡-t=ni-:, 0=i¡+tÉn¡¡r, ..., 0 É i*= 7¡-.

ri ¡ :rir¡ ." t ri,) fti,+t, .., ) :Tio,) jt { j21.., < jr)i"+t 1.j,¡z 1,.. 1j^.
To"r, ^emp-loyerons 

des séparations anarogues dans ra suite, pour
simplifier l'écritu'e posons n'o pour n" etl'" pour i;.Introduisonsalors les notations suivantes (r) 'e

^,('r+, , vr*2 ; .', , ,^ ,\ 

-o 
'*t n''*2 

'' *{ii!il.!I' ' ' '^' :, 
,ì:o ,,"}u. )y,n '^,"ii}l ,,,,+t "'¡i\i,, ,+,... oii ,,* .

(t) Poul r:0 nous ayons les norub¡es 1(vt , v2,.,. ,vrr)

ó't(q,,) "'Ó'^(a,,¡,\
clui est de cette fo''e. r-I.e aut'e cxpression cle cct.r,e fbr-rne, que
nous r¡tiliscrons plus loin, esL

(15) õ',:"",:,r:,..:." ,,i:Ì ,/,(.,.t; x.2 ¡... ¡ r.,,) -
: ,l:,") a(;';) . . . u',ï;'\ 

"f(r, , it2., .,. , r.,,\,

?: ^{;/) 
est l'opération (b), opérant sur la var.iable r¡(h= h¡,n-- n¡).

IJnfin, si rt-¡¡:i, i: O, 1, .,. , tL¡: i : l, 2, ... , ¡r,) rroo, ,von, I'ex-
pression

(1 6) a ,î;:'i,,,, '.:.:. ,,i;,) 
f.(no , rz ¡ ... t r^)

où il est maintenant inutile cle faire les restr.ictions (12).

7. - Définissons et précisons mainteriant lrordre d,une expres-
sion (11). Cet ord.re est (k1, k2,..,,k,,) oí k¡ est le minimum des
oldres des expressions

2 o,,... íi, i^,Þ(rt a¡¡h)
i¡a

tAi¡-r--0
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Le 
'ombre ß1 de l'ordre est arôrs caractérisé par les relations

,'í)r, i-:0, v=o,, 1r,.. , kr-_!, o=i¡ = n¡, j:2rBr... rttt

solürlo¡vs Ëonwnns nt soiüzìró¡rrs ùiilsun¡bi,it-q 6i,

Réciproclurernerrf si les expressio's (1g)sont d,'rt'.é (k1 , ..;:5 l;¡_r ;h¡yt : ...., á,,),l'expression (11) est cl,ordre 1*y, f;,..., ijr'". kl < h;.
Nous l)ouvons définir., en général, les o'd'es")r,." d' ì*''

pression (ll).Le symbole [k,,, h,rr-..., k,"ir,2,...," représ".itu..o ,";;"
7wnt. (relaLif aux variables r, s fiz ; ... , r,) si : '

. l0.Aucundessyruboles[,{,r r..rkto._trk'"¡rr... ,L,,|t,...,s_t,sft,...,r:
" = 1, 2, .,, , r' n'est un ordre (r.- l)vt' åt, pi,.. ;;"'¿""iil;;;;¿..r.rcun des symbol"t f!.,¡, h,r,.r...rk,rJit,.t,_.,d" n^rest uî ordre s,,pr..En particulier donc 4," > ß"

2ù. On a

(19) n('tr'r).")v", - 0r vu:0r Ir..,rk,o, s : X, Zr...rt\'rrl1 tr*Z"''"'o= 
í¡4n¡, j:r+r, r{2r...rm

il¡*7 tt¡IZ ÌLn¿

' 'ã ' ål''t )rl'l!i"':'i'o':'+"'""'n") l* 0' s = !' 2'"' 
' 
r'

,¡+t:0 ir|2:0 int

-une partie des égalités (rg) est c|ailleurs une conséquence de
l'existence des ordles simples, doubles, ... , (r_l)ur:r".

On détermine elcore très simplement les ordres ¡rtples. Sup_.
posons qrte [å'¡ , k'? , ... , k',-t]t,",...,,-., ne soit l)as un ordle (r.-t¡;'nrn.
Consiclérons alors ler 

"*p"er.iori. 
'

(2or å 5 ä í;,,,,:i;...;;;,,-,).f(Ë,,Ë"¡t,...,Ê.,)
i¡=01¡*t:0 ir¿:O

Yt:ktrkrllr..r/c'¡rvr:kr, hz|lr,,,rk'zr.,.t yr-t:k,_t¡kr,tIlr,,.rki,_t.,
chacune a un ordre simpre par rappo.t à ¡", Le minimum de ðtB
ord'es est le nombre k'". Bien entenãu, nous considérons-seulement
les expressions (20) qui n'ont pas tous leurs coefficients nuls, Il
se peut_, en effet, par suite cle l,existence d,ordres doubles,, ... , (r_l),aro,
que certaines des expressions.120,¡ n,aient pas du ,"rrr,

On voit encorer de proôhe en pro"hd; que:
La conclition 

_ 
nécessaire et sttJfisante portr qúe ltesþtessioit,

(71), cl,'ord,r'e (kr t h, r.,., ß^.), rlait fas cJ'otã,res äoubles, triples
..,t l4toteo est qtle les erpressíotrc r r , .

n'| n'¡I| )L' ,t(2t) >
t r:U t.¡11:0

soíent toutes dtotdres (b¡, , l¡i., ,,. ,, b¡"_r), :

n2 tL¡lls4Zt¿:O ¡s:0 ;,ã,1 
,l:'/, ,,1* o

fl¡¡¿

ces relations définissent do'c l'ordre simple rkr-|rr. N'us allonsnraintenant introcluire d,autres ,lortbi"i, tripites, . . . m¿tlti_ples qui caractéris w' uYUvù'

' Nous dirons
variabres írq,:t2) d _;$:,ïlg?j:ja$r a'x

(17) ,l'r1.i.1,,,=0,v¡: orIr..rk,1r.t2:orIr..rk,2ro=i.¡=nrrj:.¿Jr4r...rrn

å å ä,t rr!',1*'l:.t',t 
I 
* 0,,å å ä ^l 

rr:';, !';,),,¡, + o.
j¡:0 jl:Q i-J O'

Il est inutile de considérerle cas h,, {h, ou le cas k,z(-kz, puisclue

t'i:! ,,. : 
þor*l), 

..,,:-?*: 
ä,r,r,, 

.,,,,o1,;,

et legalite (t7) est alors une conséquence cle ra cléfinitio' del'ordre.
on détermine res ordres dr¡u'res de la manière suiv¿rnte,soit l''¡ ( ) r,¡ donné et considéro* r". expressions

ä2,;:o ¿r:o
n?ì
' zz¿s .' ;,,,,f(Êrr'Ês, ... , t,o\, Yr=ht, kr+1r...rk,,,

fzp

iu":O

en conyenant de poser., ici et d
curle de ies ex¡lressions a un
port ù æ2. Le minimum du
voi't, en effet, que la définition
définition (17'. On en déduit au

'Lct' conclition nécessctíl'e e.t str/J'isønie .poztr clue texpressiori(ll), dlorclr"e (hrkr, ... , k,,),,.'oit jo, a:ordrn, ,torbl", est que lesexpressíons

. nt .ni_l ni+L thn
(18) >\--l 

1 ".^4 ^ ¿¿';' L tir,..ii-ti¡+t...i,,f(|r,',. rË¡-t, ê¡1r,...,ê,,),r:U t¡_t =O i¡¡1:O i^_:O

soient cloord,re (k, ,..., k¡_r, k¡+r r.,.o k*), i _ !, 2r.,,tï:,

l

l
I

l

I

I

i
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Nous appelons l'expr.êssiÒn

n'¡*l il'rI2 ti'nl

t22¡ ; I \-1 ,(9,0, .,., ô)
... aJ . .z-¿ tt. y' t i',lt i',12 ,,, i',,,.f(€i,¡t , "' , Êi*)
Í'¡¡¡=O i'¡+z-O i'oiJO

Lute r^q erpression clérivée de (1 1). cette expression existe seule-
ment si hj,:O, ki":Or... , kj,-O.

Nous avons la pr:opriété suivante, que nous utiliserons plus
loin:

Si tor,tes J¿s y"èn"" erpressiotzs clérirées sont dlord,re (O, Or... , 0I
I'expressíon (l!) elle-mêà,e et tou,tes lss sènres 

"*pr"rriori, d,ér,irées,

?ye: sÉt, 2r..,rr-1, sont aussi diord,re (g 0, -.,01.

8. - La notion de porynome caractéristique peut être éten
due atr cas d.e m variables. Nous avons te'poty'åomà'caractëristiqre
du prernier type

F*(rl , tz t ... , û^):Z*a¡r;r... io, nlti, *Tr".., l?t*,
qui clans_le cas de l'expression (16) est '' polynome proprement
dit. L'ordre (h , kr, ... , &-) est alors caract¿ris¿ p"r lå, relations

l?viE* I -Lãl-= , 
= o' vi:o' r' "' ' ki - t' [#J-* ,=i= 

o
t ^) - j - r, 2, ,,. ,,tr,,

l'identité ou la non-identité étant toujours par rapport aux varia-
bles restantes.

Par exemple, d,ans le cas de l,expression (1b)_, nous avons

ltB. popavrötti

Fn(ør I frz, .,, ¡ to,\ - ,l-r!i\

(vn-r)

,0t:"-1
F*(r, , ø.2, ,,, 1rp),

solûr¡o¡vs ¡ìon.¡vÉ¿s nt soLrÌrtoñs iøitßunABLDS ¿is

' o' en clédrrit fäcile'renr. qrre pour l,existe'ce cl,u'orclri
i;uptò, fk't ; li'2; .;; ; h'r],,2,.- , "., it est n8cessaire que l,on ait

I avr*vz*...*y"[i*l
r__l_______.1___ -l _u| ò,n!t ¿¡uz. . .a.rl,_|..,:..,r:...:.1.,:1

v.,:0r 7, ,,,, kror $: Ir2r,.., t,.

considérons encore l'expression (15). Le polynome caracté-
ristigue de I'exp.es.sion (22) est alors (à un fu."i"oi constant près)

rn njn

II IItt -*|!"') er on voit donc qtre :

s:¡ i:l
L'ei-tptv.s,sion (15) n'a pas cl,ord,t.es d,ou,bles, triples, ,,, rnuph" ,o' en tléduit encore facilernent que dans .i., o"a"" r,p!"s

fh'r, þ'r,..., t':[r,r,...,", il faut que I'on-ait k,"(n".

, .9. _ A¡lef"ns encore expression associée à (I), toute ex_
pression de la forme

(23) >bf (.,, ;:g I p;¿ h¡, ...)

ciiL ' les ó son[ les coefficients et les þ¡, sont de la formerrre1lr[)42*...*rt!,q,¡t lss 7.ú) df¿ìlt des entier* poritif ou nuls.
Nous clirons alors qie le polynome, à. nr! nz*... * 2,,, yariables,

,u,11', *,1!, ... *iïl *;,,,,. ti:ì... ..*, ... *,#^,
est le polynenæ cara'ctér"ístique cru second, type d,e iexpression 12ß).En particulier, l,expression 111¡ elle_m1-" " pJ.," potyrà*g
caractéristique du second type

2ror: r, . . , lnrfr1¡, rzir.., frìt¡m (rrc: rzo- ,,.: fr,no: l),
r'e poiynome caractéristique de l'expr.ession associée (15) estìn n¡

[J}J (-r,)
i-l í:l

on définit encorer cornrne lans le cae cl'n4e seule variabre,
les expressions conséquenres à ['¿ri re des p"r;";;;;; Ju.'.äé"i.riq.r"*
(du premier et du second t.y¡re).

Démont'ons maintenant la générarisation de la propriété du
No, 3:

Toute expression (I1) o u.trc conséquente cle lø forme (15),

et cette expression est_, par conséquent, drordfe Qtt , rl¿, ,,. , tt^),Le pol¡rnome caractéristique de l,"xp"erriào 
- 
aériv¿e fzLlsrobtierrt de F\.r¡ .t.x.tz,t ... t ,n^)it y faisant fi),:.ti,=-.,. - s;1 :L

r-re polynome caractéristique de l'expresriãn 1áó; s,obtient en
faisant Øt - 7.2- ¡r¡ - frr-1 : 1 dans

*,#)" @h)"''. . ,(*,-, a
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ll+suffTt cncore'de taire la démons'tration poÛÍ 1n-2' Soit

a¡i xi Ir le polynome caractéristique d-u premier ty-

x, f): (7-x)t çt -y)Ytrf(+ I),
ni par 1 -y. L'ordre de

du Nr. 5 nous montrent
polynomes þ(x,I), *(x, I)

pe del'expression (1'6). On a, en général, F*(

ãti n¡ s,y) n'est divisible ni Par t-x
Itexpression (16) est (k,k')'Les résultats

qu'on peut trouver un entier p et deux

tels que l'on ait

þ(n; v)FT(", Ðt*@, Y)Fi4¿P,r): 8(r),

g'I) erant un pol¡rnome (non identiquement nul) en y' Puisque,

[ar hypothèse, Ff (f,J') n'est pas identiquement nul, on en con-

clut l'existence d'un p pour lequel Ff @,y)rEi{.*o, y) sont pre-
miers entre eux (pár rapport à r) pour une infinité de valeurs

ile y (plus exacterneìt sauf peut être pour un ngrntle fini de

v"lälrri d. y), Ceci suffit pour l'établissement de la formule. Ce

polynome þ(y¡ ,tt, en génér:al, de tra {orme g(y):yt(1-y)t' gtj),
*n,Ol* O, ã,itl.f 0. Finalemen! on voit donc qu'on peut déter-
ilin"" deui entiers p: g et les polynornes þ{xrylr M*'y)r'6slx'l),
þq(x,I) tels que I'on ait

þ,(r,t)F.,*,![^I!î;p.ä;(:;,;{)hr,y4i;y;!?r!*,,

ce qui démontre la ProPriété.
La d-émonstratiãn est analogue dans le cas d''un no¡nbre quel-

conque de variables.

11. - Dans la il.éfinition de l'expression (11) nous avons

supposé que les h, , h,,. . ., h^ sottt des variables indépendantes,

on-peut au contraine supposer qrre les h¡ ne soient pas linéaire-
ment indépendantes. Supposons que

(24,, hi -.fflh'1 * t¡¡zhazt . . '{'y¡*h'r1 i:1, 2, . , t ffis

ou les nombres T/ì sont donnés, la matrice (p) est de rang ß et

les h'1, htr r. . ., h't sont des variables indéperrdantes, Nous désig-

nons alors l'opération correspondante par nltri,'oî',':'.'.': ;+).Nous di-
rons qurune telle opératiorr est d,e kè^. espèce, Ile cette façon la

notation 
^f,t:l::',.:,';;o"t) 

signifie une opération de m1ñn espëce'

llfathematica¡ vol, XfV, 6
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Pour ne pas complicluel inulilerrent, il suffîra de donnel la
clénronstration dans le cas de deux variables (m:2). Posons alore

t¿¡:7¡7, tL¿= 77; le polynorne caractéristique peut s'écrire

F(ø,r, rrz r,., ¡ ,.tnrl rzt'¡ l2z ¡,.., îz,r): 
ä Ëjor, 

*r) *rr'

Soue cette forme ce pol5rnome est de la forrne F(,u r , t2 e '.' , rn)

du Nr. à. L", coefficient-ä"ofizi, i= O, 1,..' 'rn Íre sont pas

j:o
identiquement nuls. En appliquant la méthode du Nr. 3-, on voit
que l'àplession (11) a utte conséquente ayant un polynomq çarflcj
téristique d.e la forme

G(.r'rt r t'22).,. , rz,)lY\1, ûy t fitz).., ,/íi,p)12.

On peut dans le polynome G(t , , trzz ) ... ) rzu) aeeimiler cþaque

terme ni¡,{;.- nl" à, urne variable !Í2¡ et on peut en faire autant
pour [Viï, irt, æt¿r..., nyi)f¿. Bn d'autree mots, l'expreesion ob*
i"r.rr" 

- 
est associée à une certaine expression qui est elle-même

associée à (11) et a un polynome car4ctéristique de la forme

tll\
l)1 ø'¡xzil(1-rrr) (l-ær.) ..'(l-æy) (tzr: l),
l-t
\-'-i /
l-r

ou on peut supposer les constantes cr,'¡#O. Appliquant encÒre une

fois la méthode d'élimination clu Nr. 3, on trouYe la propriété
cherchée.

On démontre exaotement de la même manière la propriété
pour nL quelconque,

Bien entendu, l'expression de la forme (15) obtenue n'a pa$
les mêmes a que (11). On peut préoiser la forme de cette expres:
sion, mais il est inutile de le fairc ici,

10. - Nous porlvoils dire encore qüe l'explession 111) est
rérluctil¡l,e si elle à une corrséquerrte de la forme (13) (ou une
conséquente équivalente a (13). On peut chercher comme dans le
cas d'tine scule variable, des cortditiorls sous ìesqúelles trne expresÈ
sion (11) est réductible, mais norls n'insistorls pas sur ce point,

Démontrons seulement la pfopriété suivante :

' T'ou.te expressíon de la fornre (76) est tëductil¡he,.
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Si nous avons les relations (24)r Ie prernier memirei de 11i; s'éc-

;ra L'ili,"Åi"';','..",'1,,þJf (x\ t x¿ t ... , x,,,) eL nous avons ur¿e d,ifférence

cl'ordt"e (tt1 , n,, ... , fl,) ¡Js þène espèce.

Nous porterons notre attention tout particulièrement sur les

opérations ou sur les expressions de première espèce, les seules

que nous étudierons avec plus ile détails. Une telle expression per.t[

s'écrire sous la forme

Soiurlorys BonNÉEs Ef so¿Urlorvs aÈsüntbnns è1

I)ans les expressions de la forme (27) il faut supposer

7n

)I"¡tlf 0 Pour i: 7, 2,. . ',ru'
i:o Nous étudierons les équations de première espèce dans un

autre travail. Les ctiFférencãs de clivelses espèces interviendlont

égalernent dans les problèmes traités au chap' Y'

(25) o(;t;' w 
' 
"''' o''i)¡çt:1, 

J',t ...¡ 1,,,,): Ë .,¡'c.. , rj *. æ¡; lr, ...).
i:0

CHAPITRB II

Sur une classe d'équations fonctionnelles
à une variable

12, - Nous suppose ons toujours qdil s'agit de fonctiont .f(x)'
,éetter,-de Ia variq.bi,i réelle x, uniformes et définies dans un in-
tervalle borné et ouvert (ø, b), a 1b'

Danscechapitrenousnorrsproposonsd,étudierl,équation
fonctionnelle

(2E) af')¡1r¡ : o'

Nous chercherons les fonctions /(r) qui vérifient l'équation (28)

pour toutes les valeurs de ø et h telles que a<xlaihlb'
í:Or7r...rfl.

En général, nous stlpposerons flue les nombres ø; sont dis--

tincts, -uí, I esi parfois avantageux de ne pas fail-g cette restric-

tion' Ñous prenott' 
"toojours 

øs : Q' Quan{ il.s'agit de l'éqrration géné-

rale (28) on peut supposer a¿#O, i:O',7r' ' ', n'

' Nous pouYons laisser de côté Ie cas n: l, quand-la solutiorr

générale dJ l,équation est une constante arbitraire ou Ia fonction

identiqoement 
-nulle, 

suivant que Ïon a e,t * a¡: O ou # 0'

I-iéquation (28) est linéaire et homogène ; ses- solutions jou-

issent ctonc de qrrelqrr"s propriétés immédiates simples 'telles que:

Ia sommÞ de deux solrrtions est encore rrne solrrtionr üne solutiorr

muttipliéeparuneconstantequeloonqueestaussiunesolrttionetc.
la notion d'ordre résulte, tout'd'abord, de

la qú'on démt ntre facilement :

d,es polynomes, la solution gérlërale de lié-

qw kt i* "u' poiyno*n Et'elconque d'e degrë

þ-L,

.[ci nous pouvons supposer a¡*0, i:O, 1r... ¡ft¡ u.1s : q,2s = . .

NL

"-d¿0:Q et )ro;"-o lf 0 si r$s
j:1

IJne expression associée à (25¡ sera de la lbrme

(26) Z bf (... t e'¡ * p¡ih,...\

ou les Ê7i sont. cle la forme 11 a1 ) r2æ¡z*... * r,a¡n, Les entiers
positifs ou nuls Ttt tz)...tTn,eta,nt les méntes pour p¡,þ¿¡¡...¡þn,¡.

Le polynome caractét'istique de (26) est alors \b*i,.ry. . . rtn .

En particulier, le polynome caractéristique de (25) est

Fçxr, x2r ..., xn) : a,¡lørx¡+. . . I anrn.

On voit c1u'il y a une parfaite analogie avec le cas d'une
seule variable et que le polynome caracLéristique joue exacternent
le même rôle que le polynome caractéristique du second type des
expressions à ,une variable, I-¡a seule différence est qu'il y a cor-
respondance simultanée entre les termes du polynome caractéris-
tique et les valeurs des variables nt¡ x2¡ ,.. t nn. Les propriétés
établies plus haut s'appliquent donc ici avec , cette dernière pré-
caution. Bn particulier,

'fou,t9 expression d,e premier espèce (25) a u.ne conséquente
d,e lø forme

(27) àfu; t a;z : "' t únti) 
¡1*t t xz ; ,.. s ü^) -

- X(- l¡d, + i'-r'-' - . + ¿" fl. . . . t x.i ! Q1 a¡r ¡ i2ø¡z +,,. + i,, a¡,) h¡ ., . )

où la. somma,tion est étend,ue à toil,tes les raleu.rs i"= 0, l,
tr: t, 2¡ .,. t n,
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un polynonre- de degré k-r est *ne expressiorr cle la f'orme
csxk-l * crrr'-z +. . .t"o_., où c; sont des constantes, le prernier
c0 pouvant lui aussi être nul. Pour Ia syrnétrie nous clir.onr qo"'lu.
fonction iclentiquement nulle est un poiyro-" de degré _1, ì

On voit immécliatement que:
T'oute fonction rériJ-iant léqLntiott, (zg), vérifie tlgalement

totr,te éc1uatiort conséq¿¿ente.
On en déduit, en particulier, clue :

Tor'te J'onctio, verifiart I'eqtmtiort 'r2B¡ reri,fie également
tøte érlu,cttior¿ d,e la J'otttte

(2e) ali') ¡ç*, : s.

T'oute Jbrrction rérifiant ture équ,atiott. 12\ c¡t.ri est red,u,ctibre,
rerifie également tute t)guation cle kr fornte

(3o) 
^i f@): o.

13. - Examinons dl¿bord quelques pr-opriétés générares des
solutions de l'équation 128). Supposons toojorrrr^O : no I o, { dz { ...
...1ao et que l-fpc)l (M dans (b,, bj, En prenant rc * arh: b,,

b'-xcronc n et r f q,h <ó, nous trouvons
A1

| "f(x)t <).M pour x) b,_p(b-lr,),
n

)tatl
:_1

oir ),:'-' et ? - - 't... . Nous en déduisonsfacilernentqrrelaol ' er,-dt
I f(*)t< À2M pour x ) b,' -,p(b-b,,) : b,-f\l t p), _ll(b_b!)
, 

Il-j 
,.: 

I'y. .r:"" 
0c > b"' - p(b - b,,,¡ = b, -f(7 *:p)s - tl (b -:b,)

I f(n) t< N; p.* 
' |, i,-.¡r'ri,,; -, iri-'rr,

On a posé succesivem ent b, t - b' 
-?çb -b, ), b,,, = b, r 

- ¡¡rb_.b,,¡ r..,
Si s est le phas perit entier positif rel que tl * p)") i=¡ or a

| "f@)l <À"M dans (a, b)

eL nous pouvons donc értoncer la propriété suivanLe i

Tou'te solution de l'équation (28) bornée d,a.ns un íntewalle
pcu'tielt øussí petit 'qu,e 

llon.'veùt, est tornée d,ans I'intervaile çarl),

SO¿UTIONS BORNúES DT SO¿U?IONS MESURABLES 69

Dans la démonstration nous ayons supposé que la f'onction
soit bolnée dans I'intervalle (b!, b), ce qui ne restroint pas la
généralité.

On voit que:
Toute solution cle lieqtntion (28\, Çui est nulle id,entiquement

dans ¿tn sotts-intervalle, si petit soit-il, est nulle id,entiqwement
clans (a, b\.

On peut énoncer cette propriété aussi sous la forme suivante :

Si d,eux solutions d,e liéquation (28) coincid,ent clans un solts-
irttervalle, si petit soit -il, elles coincíclent pørtout dans (ø, b).

En particulier:
Toute solu,tion d'e liéquation (28\ quí se réduit à ttn poly-

r¿ome d,ans un sou,s-interralle, si petit soit-il, est un polynome cle

degré k-7 clans '&, b).

Démontrons encore le lemme suivant:
Toute sohttion cle lléquation (28) qui est nu.lle presque par-

tout, est ru¿lle id,er¿tiqu,ement ilans liínterralle (o, b).

Supposons qu'il existe un ¡roint 16 oir;f(re) $ 0. Faisons varier

h enÍe les limites ,b-"1 , L -þ oir p: max f-gul < t, alors' &n ' d,, ' ¡:t,i,..,-i_t , o;+t | -

le point x¿: no+ dih ilécrit I'intervalle (x',, ìj\ et ces intervalles
sont non empiétant et ne contiennent pas le point rn (2). A tout
point r¡ de (x'r, rcr') correspond, de la manière précédente, les

points nit i) 1 dans les intervalles (rl, rjl) respectivement. A tout
ensenible E1 de points de (ri , ri ) corr:espond un ensemble B; de

(r',, xi) qui s'obtient de E¡ par une similitude. Soit E¡ l'ensemble,

de mesure *i -*i, des points de (ri , øi') sur lequel la fonction

est nulle. La relation Ë o,rr*,r== 0 nous montre qu'à tout zéro
i:0

x¡ de f(x) correspond au moins l)rt ff¡, I ) I où la fonction n'est
pas nulle. Soit, en gépéral; Erl Ie sous-ensemble de B¡ sur lequel

f@) : f(*r):r . . : f(x¡-r) : O, f(x¿)ç0. On a

(81) E,:EÍ')+EÍ')+. ..+E(íù.

Mais l'ensemble ,EP corresponilant à E{' est de mesure nulle, il en

est donó de même pour B{'). La f'ormule (31) est donc absurde.
f,e lemme énoncé esl donc complètement démonlré.

(2) Ces conclitions ne sont ¡ras rltaiÌleurs indispensabìes pour la dénrorstration,
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,1,!., :.Les propriétés de l,équation (80 sont bien connues etont déjà été obtenues presque [oures (r). Nous "ìir;';;perer cespropriétés.

Toute solutíon continue de l,équation (BO) est un polynomede d,egré n-1. L

Le quotient
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De la formule {82) résulte que f(ø) se réduit à un polynome
de degré n-! st,u^ I'ensemble a"r pJi.rt, qui divisent raiionneile-
ment l'intervalle (o, b). La solution étur.i supposée continue, la
propriété énoncée en 

_résuÌte. cette propriété Ài un cas particulierd'un théorème de M. L' B. J. Bnouwnn [2]. une démänstration
directe en a été donné par M. Th. Ar.¡csniuìzr [1].' 

Démontrons maintËnant que:
Toute solution bornée de r'équation (80) esú continue crans

liinterralle (a, b).

_ _ 
Soit, en effet, m ) 7 un nombre entier positif choisi conve_

nablement. On peut écrire

lq, n* h, x * mh, ø I Zmh,,,. ) n * (n_ I)rnh)"fl - O

l*0, *r, ,,. ¡ fin;.fl : U fiot xt ¡xn
(xo, *t, ,. : x,r)

esL la d'iffirence dírisée dlord,re n d.e rafonction ;f(r) sur res pointsxot ßt ¡ ... t n,, supposés toujours distincts. Ici U(r.ì ,, ùt r,.., x*if)est le déterminant qu'on déáuit du détermin*rrt 'á"'vurrde"morrde
V(ø0, üt t .,. , xn) err remplaçant les élément 

"j , x,l , .,. , rci parf@ù' fr*r), .,' , f(*,) "erie"iive-",rt. La differånce' ã,o"d"u n)¿Íf@) est, à un facteur indépendant de ra fonction près, une dif-férence divisée,

##:lx,x * h,.,., x * r¿lt iff.
Si la fonction f(æ) vérifie l,équation (80r, on a aussi

(32) fn * r¡h, r * rt h, ,,. t r I ru h;-fl: 0,

ro't t\r "', rn étant des nombres rationnels. cette fbrmule résurted'ailleurs d'une reration plus générare [10]. considérons une suitede points .r01.ût <. : . <ão(k) n). ioute cliffér.ence divisée
1,1;,, xt,, ,,. , æ;o)fl prise ,o" 

'o-+ í ¿" 
- 

"", iirri"""" de laforme

(ss) fn¡r¡ u¡,2,,, e r¿n;f l:\ o,tr¡r t:¡+t t,,.t rit,)f l,
i:0

A¿10, i- O, !,.,., k-p,\ 
^r: 

r,
l:0

et, en développan!

(34) f(n)-f(ntþ:

(l) On peut il'ailleurs
I'on ait

"f(r+h) +

( t+
n-l

i:l

n-7 fr * imk)
)i Lrn_

les A; étant indépendants
rence divisée l,\n 5 ít¡ : ... :
des différences divisées [r;.

(3) Pour l'óquation (80) se

de la 
-fonction f (.e. Donc., toute diffé_

r;,) -fl est une rnoyennq arithmétique

' fi¡+t t .,. s .Ti*n j.ff, i= O, 7, .,. , h-n.

La fonction étant supposée bornée, on peut trouver ün m s,,rfí-
samment grand pour que la valeur absolue du second membre soit( e, et ceci quel que soit e ) 0. On peut ensuite trouver un
ngmbre positif '7 tel que l,on ait ct <n + (n-l)mh1ó pour
lhl <n.La formule (34) est alors effectivement appliguabtã ot
nous donne

t f(ø)-f(u * /r) t <e pour thl 1rt,
ce qui prouve la continuité (1).

Nous avons le théorème suivant:
T'on'te solution borntje cle liëquøtiott (Bo) est ur, polynome d,e

degrë n-7.
ce théorème est .un cas particulier d'un théorème plus géné-

ral de M. A. MrncHrun [8], q;i généralise celui de ú. L. E. J.
Bnouwen.

choisir convenablernent les nombres m eL r¡ de manière rlue

pas été encorç résqlrrs mnis d6rr¡

posent encore d.'autres problèmes ìntéressants qui nront
nous 4e nous occupe¡ons pas ilans ce travail, lÍ'6')-l'þ+ h)l<lhlA pour ¡nl1,t,

¡\ étant unç Çon$ta4te inilépendante ilo å,
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Nous avons dono aussi Ie théorèrne suivant:
Lø solution bornée genórøIe dlune éqwøtíon réducúible rlor-

d¡re h est un polynor,rle quelcongu,e d'e degré l¿-1,
Les diverses propriétés que nors avons établi ont été étudi-

éès, pour l'équation L'zh,f(û\: 0r par Dlnnoux [4, 91. Dlnsoux s'oc-
cupe de l'équation de Cauchy f(* + y) : f(n) + f(y) dans l'inter-
valle (- æ, * oo). Pour d.émontrer l'équivalence des deux pro-
blèmes il faut cl'abord prouverr ce qui n'est pas tout à fait éviclent,

clne touf.e solution cle l'équation tflf1u¡:O clans (ø,b)estconstituée
par les valeurs dans (ø, å) d'une solution de cette mênre équation
considérée dans lintervalle (-oo, * æ ). Nous pouvons srPPoser

f intervalle (a, b),fermé et soit alors ø un poinl extérieur à (a, b)

et ø6 un point de (o, b) qui divise rationnellement l'intervalle
lø, ø). Nous définissons la valeur de la fonction áu point a; par
l'égalité Ío, *, , n ) fl:O. De cette laqon f (r) est cornplèternent.
déierminée. On vérifie sans peine que la fonction ainsi défirrie

vérifie l'équation

(35) nl,fçu) - O' dans (-oo, * oo ).

Cette propriété nous dit aussi que toute solurtion de l'écluation (35)

est cornplètement déterminée dès qu'on connait ses valeurs dans

un intervalle, si petit soit-il. On voit irnméiliatemenl q'Lre si ;f("u)
est une solution de l'équation (35), la fonction ,f(t)-"ff0) vérifie
l'éc$ration cle Cauchy. Dlnsoux a aussi démontré qu'il 'suffit que la
fonction soit bornée supérieuremen! (ou inférieurement) pour tirer
la conclusion qu'elle se réduit à un polynorne. Cette propriété
n'est plus vraie pour n) 2.

15. - L'étude de I'équation générale (28) revient à l'étucle

des équations de la forme (29). De cette dennière équation nous

déduisons

t å, . .2 r',:''¡[n * (i,ut * izqz * . . . ]- i,,x*)hf:a,
i1:0 í2:Q in:O

ce qu'dn peut aussi écrire

(36) a(i;"') ¡çø¡ - o,

oÌt r, , 12 2 ... 2 t"a sont des entiers positifs. Toute solution cle l'é-
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quatìon (29) vérifie d'ailleurs touie équation (36,¡ oii r"¡ ¡ rz s ... , ru
sont des nombres rationnels, positifs ou ;négatifs.

Considérons . maintenant une solution ,corúin¿te de l'équation
(29). On peut toújours choisir des nombr:es rationnels r¡, t¿,..,rr,
tels que t1d.¡, t',d"¿ )..., .t'¡tz¡. soient aussi prþs.que I'on veut de 1.

De la continuité résulte alor's que:
'fou,te sohctior¿ cor¿tintt'e de I'equation 129) vérifie aussi fé-

r¡uøtion (29) d,øns,taqtrclle on sltlryose d¡: 1, i: L, 2, ,...,.rt, clorìc

l'équøtion (3O).

Nous pouvons donc énoncer le théorèrne suivant:
Toute solu,tion continue de lécluatiort' (28) est u'n polynome

cle clegre h-[.
Nous pour.ons démontrer facilement que ce résultat subsiste

encore si on suppose Ia fonction sommable dans l'intervalle (ø, bl,
Soit /(ø) une solulion sommable de l'équation (28). On sait

e
que l'intégrale indéfinie g(r):\ f(ø)d'r est une tonction continue

et 'dérivable 
presque partout.' De plus on a g'(ø):f(ø) presque

partout. On voit facilement que si f(n) vérifie l'équation (28), ta
ftrnction g(ø) vérifie l'équation

n

2 "'ls@ * (o'+ 1)h)-s@ * n'h)l- o
j=0

cl'ordre k+1. ll en résulte que g(ø) est un polynorne cle d,egré lc,

d-onc que ;Ê(ø) coihcide presqlre partout avec un polynorne P (ø)

de degré k-1. La différence f (c):P (ø) vérifie l'équation (28) et
est nulle presque partout, donc on peut énoncer, en vertu du
le-mme du Nr. 13, le théorème suivant :

T'oute solution sontmable de liéqu,ation (28) est un pol'ynome
d,e d,egré k-1.

16. - Dérr'rontrons maintenant }e lemme suivant:
Toute solution meurable d,e lléquation (28) est hornée dans

I'intervctlle (ø, b).

Supposons le contraire. Soit d.onc f (a) une solution mesura-
ble non bornée. D'après les résuhats du Nr. tr 3, cette fonction
n'est bornée dans aücrn sous-intervalle. Dans tor.Ll sous-intervalle
iI existe clonc au moins un point $ oìr l/(€) I ) A, quel que soit le
nombre positif A.

StLpposons toujours 0: cro 1a, 1,., {un. Soit c le milieu
de I'intervalle (a,b) et a* br les milieux des intervalles (ø, c) (crb).
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Etant donné un nQmbre positif A, iI existe dans I'intervalle (ø¡ , úr)

un point { ou

(37) l,f(6) I > t"'t + lq')J "' +tl""t 
^

et soient o,:(ul:) , h,,:b 43

, , i - I, 2, "' ' rL' Les inter-

valles (ni , ail sont alors non empiétants et ne contiennent pas le

noint f."Såit h un nombre compris entre h' et h"' Bn posant
';:: 

Ê I o,h, le point r¡ ost dans l'intervalle (ouverb) (n',' r",¡ et

l'égalité

2 ",,f(,,)i:7
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le premier nembre clésignan t la 
-m9su1e 

de I'ensemble des 'r pour

i;d;;i. l/(r) I ) A. Cetie inégalité étant vlaie quel que soit A,

la íonction ne peut êt"e -"'ortble, en vertu d'un théorème de

ill.p.Bonpllr,¡.C"tt"contradictiondérnontrelelemmeénoncé'
Toute fonction mesurable et bornée est sommable, donc nous

avons, finalement, le théorème suivant:

Lo' solution mestt'rable générale d'e l'équatiort' (28)' d"ord're k'

est u.n polynome quelconqtrc d'e degré k-1'
Ciest la généralisatiãn du théorème de M. W. Smnpn'¡swr llui

a considéré iéquation (30) pour n:2 tlzl' Nous- aYons déià

donné cette propriété pour i'équation (30) et n quelconque [10]'

La démonstraiion précédente "tl 
d'ailleurs analogue a celle de

M. W. Smnenisrr (o).

1?. - Nous aYons supposé iusqdici que la fonction ft*)
soit définie dans un i.rtetvrlle (", Ul.Pour la suite il y a intérêt

à considérer aussi un cas un peu plus général' Supposons la fonc-

tion cléfinie sur un ensemble E, contenu dans (ø, ó) et ile mesure

;-". L'équation (28) doit alors être satisfaite pour toutes leò

valeurs de ì et h telles que tr * u¿h' i:0, 7¡ "' ¡ fl appartiennent

à l'ensemble E. Suppo.otì "t"ot" O : c{o '-at 1 ' ' <
sons sur Ia structure de l'équ
point ø appartient à l'ensemble
2, ,.. , n appartiennent aussi à E
de å vérifiant les égalités ø

démonstration est i--édi"t". Le nombre /¿ varie dans l'intervalle

lE, l* lE¿l * "' + lE,, l:*'i-r'r:qlb-a\=
puisque' 

Er * Ez* "' + B, -- ïir¿tervq'lle ou'vert (r', , n'i)'

Mais, la mesure de I'ensernble sur lequel on a lf(r) | > A est au

moins lEr l+ lEil+ "'+ lEil. ot, lE,rl : ä'u'l> lE'l'doncona

"f(6) ag

a,t.b-q') 17 P) : nombre positif fixe'

(-f=".b-*1. Soit e¿ l'ensemble des h poar lesquels x\a¡h
1 d'n ' dn ) ' 

; ; "" .;;";;r" ", 
ue, ir enn'appartient pas à E. Les ensemble e; sont de mesure nu

est'áonc de même pour leur somme et la propriété en résulte' On

voit aussi que porr" tout h (.tel. qLre I q.,,hl 1b-o), les points

x I a¡h, i=O, 7, ... , n appartienr"ttf à E pour pr:sqleloutes les

valeurs ile r vérifiuát ler^inégalités ø 1 x* o,h<b, í:Or7r "' rn'
Nous avons maintenant les propriét
'Ioute fonction', d,éfinie .sttr E' qui tion (28) et

qui est rullä presqu.i partotlt, est nttlTe I su'r E'

La dérnonstral-ion est analogue à celle donnée clans le cas ou
E es[ un intervalle (Nr. 13).

1l) D'après ce théorème si /(e;) est rnesurable, à tout e ) 0 corresponil un nomb¡e

À tel clue l)on aiL I"f(")> À | {e, lf@ <-Ä | (a
(d) En ce q¡i concerne ltéquation de Cauch¡ ainsi c¡re la bibliographie ile cette

question, voir les travaw ile M. W. SnnprNgK¡ dans le tome Ides Funclatneruta Mathematicae,Ir ,fØ) t> A l> an



qur

est une fonction continrLe cle r clans I'intervalle (o' Ir), On voit
fäcilement clue la foncLion g(r) vérifie encore l'équalion

Considérons encore I'intégrale indéfinie S(r):\

76 TIB, POPOVICITJ

Toute solutiott, cle l'éc¡uatiorr, (28\, somnt'ctbla sur E, est ztrt,

polynome de d,egré k-1.

soiur¡o¡vs B}RNÊES I]T so¿ur]¡oNS MESÛRABLES ?7

CI-IAPI'fJìlii llt

sur iês pðetido-polynomes de deux ou de plusieurs variables

18, - Nous considérons cles lotrctions ;f(r, > lcz ,t ... , x^¡ réelle.s,

d,e rn vøriables réelles xt ¡ x¿ ) ... ) ß¡n, u,nifornt'es et défìnies dans

un donraine bortte eI o,urert D. Le poin[ (*t, *r) ', ) r-) es1.

lèles aux hyperplans ile coordonnées. A tout point P de D cor-
lesponcl une stLite de hyperparallélipipècles I)' , Dz, ..' , l)" jotris-

sant des propriétés sr-rivantes :

10. ious les D¿ ont leurs faces respeclives parallèies et sont

cornplèlemenL intèrier-trs à l).
2r¡. les domaines ouverts D,, D,+, orl[ utne parLie commuire-,

i: l, 2, ... , s-1.
30. le point P est à I'intérieur de I)".
i\ous désigrons par R I'hyperparallélipipède minimum conte-

trant D et ayant ses fäces palallèles aux hyper:plans des coord.on*
nées. R est donc le clomaine défini par les inégalités a¿{x¿(b¡,
i: I, 2, ... , m, Le plus souvent on peut d'ailleurs supposel que

D coincide avec R et on peut alors aussi supPoser, sans grand
inconvéniant, que ce domaine soit fermé.

Les propriétés précédentes restent valables si nous pr:enoiis

au lieu des axes Ox I rc¿ . , . scrL , tLtt nouyeau système d''axes

Ox'¡rc'2. . ,ff'n,, formant Lrn véritable r¿-èdre. Au chap, V nous

I-erons grand usage cles changemenls d'axes.
Pour- mietrx comprendre les queslions qui vont -suivre nous

commencerons par les propriétés des pseudo-polynomes de deux
variables,

19. Rappelons la définition des cl'iJferences èlivisëes ¡tartielles
de la fonction fçx,y). Appelons, avec M. A. Nhncs¡,uo [8], nn réseaw
cl,'orcJre (m, rù un système formé par rn + 7 droites parallèles à
I'axe Oy eL r¿ | 1 droites parallèles à I'axe Or. Nous supposerotts
que les droites formant le réseatt sont distinctes. Toute droite du
réseau est, caractérisée par son abscisse si elle esl parallèle à l'aNe
Oy 

"E 
par son ordonnée si elle est parallèle à llaxe Or' Plus

f(x) clx

IL

), ",fS@+@¡-l 
r)h)-g(nta; /z)l : 1¡

-l:0
clans I'intervalle (ø, ót. Le reste de la démonstration se fait exao-
Lement comme au Nr. 15. ToLrt ceci réussit à cause de la pro-
priété de pouvoir négliger les ensembles de mesure nulle dans

I'intégration am sens ile M. Lennscun.

'Ioute solu.tion de li équ,ation (28) , qui est borntie a.t,r lø partie dell
a1t¡tartenant à ¿tr¿ sou,s-interralle cJe (n, lr), si petit soit-il, est bor-
nëe su,r E.

La propriété se démontre en suivant la démonstration du
Nr. 13. Remarquons seulement que clans cette démonstration on ne

porüra pas prendre toujours h:b':*, car il se peut que l'ex-
' ø"r

pression o(f')f(*) ne soit pas iléfinie pour cet /t. Mais orr

peut torrjours prenilre hlU-;J * aussi près que l'on veut de

'= lrorLl lecluel ali''\f (r) est cléÊinie et nous avons encore
d.| r !

lf@l <).M pour E=,r) b'-pb-b').,...e1o.
'I'oute solu'tior¿ nzesttrable cle I'ec1tt'ation' t28) est bornée su'r E,
La démonslralion de cette propriété se faitcommeauNr. 16.

Enfin' le théorème final dLr Nr. précédent subsiste encoret
Lc¿ solu,tion ntesttable gërtérale cle l'éc¡uatiort' (28), ut'r llen-

sernble E, est u'rt. polynotne c¡uelcottc¡tte de clegre þ-1.
On le dérnontre exactemenl- colnme plus ltaut.
En r'ésun'té, totutes les propriétes etttdiees pot.t,t' le ccts d'u'n in-

tervalle t'estent rraies si ort excht,t cle cet ínterralle u,n ensemble

cle tnesLtre nu,lle.

Cette extension a bierr r-éuLssi à cause cles propriétés bien

connues des ensembles de mesure ntLlle et surlout à cause de cette

proprióté qr-Le l-ouL souts-ensenrble d'r-¡n enselnble cle rlresure nulle
esl encore mesulable et cle mesure nulle,
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' La diflérence cl'ordre (tnrn), \'ti,íi,f(xry) est',, à un factèul iìr-
dépendant de la fonction près, une différence clivisée d'ordre (nt', rt')

-:*aî,' ln,,[(*,y)= lr, ri ht,..., n* mh.r ly,,y + hz,..,l *ntu¿;"]'].
nLlnlnln2

[,e réseau correspondanl est fbrmé par des droites éqr"ridislantes.

Si nous faisons ht : h¿: ht Ia différence précédente devient

i!i"'f(xry) donc une différence d'ordre (nt',n) de première;espèce.
On peut dire que toLrte clifférence de seconde espèce conlient une

différence de première espèce. De cette façon, certaines cles pto-
priétés que nous énoncerons plus loin pour les différences de pre-
mière espèce restent à fortiori vraies pqq{ celles de seconde espèce.

Considérons le réseau

(41) (ø0, rt , ... , fint I I, ,It , ... , /n,),

cl'ordre ltnl ,rtr)roit mrZm, rt,sZtt, tn'rJnr)> tn'!rt,' Lalbrme(40)
cle la différence divisée parlielle, nous montre que :

Toute clifferertce cl,ivisee pat'tielle d'orclre (tn, n), prise sut'

(tnll)(ru+t) poirtts choisis parnti les noeu,ds du' rëseau (41\, est

u,ne ntoyenne an'itltmétir1u'e cles d,ifféren'ces divisees partielles ..

Ln,, ø,+t s ... ., fri¡,, I li, Ii+t ., .i, ,I¡+"r.f l,
i:Or 7, ,,. j nt'1-tll, j=0r 1, ... ' rù\-tt!.

Les différences divisées partielles ont été définies par rapport
aux axes de coordonnées Orcy. Prenan[ un nouveau système d'axes

Ox'y' on ctéfinit de la même manièr,e les réseaux et les différen-
ces divisées pa-rtielles par rapporl à ces axes. On peut écrire im-
médiatement ces différences divisées, par exemPle sous la fotrille

(40), qui est particulièremenl commodle.

20. - Appelons, boujours d'après IVI. A. Mrncurur l8l, ¡tseu,do'
polynontè d,'orclre (nt', n\, toute expression. de la forme '

(42) 2*,a,Ø+iyiB¡(Q1j:o j:o
oir A;(Ju) sont des fonctions de y seule et Bi(r) des 'fonctions de

ø seule (de la forme incliquée audebut du Nr. 12). Nous lesappe-
lerons les coefficients da pseudo- polynorne. On convient d'appeler
pseud.o-polynome d'ordre (- 1rn) un polynome de degré n' err /t
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explicitement nous pouvons désigner un réseau d.'orclre (nt, n) pai

(38) (øo,nts.,. ;n¡¿lyr,ytr... r/u\,
metLant en évidence les abscisses et les ordonnées des droites corn-
posa-ntes. Les droites qui forment le réseau (38) se coupent en
N-(zz * t)(tt.f 1) points qui sont les t¿oeuds de ce réseau. Il va
sans dire que dans la suite il suffit de considérer seulemenl
les parties des droites composantes du réseau, comprises dans le
domaine D envisagé dans chaque problème. Bn particulier nous
ne considérons que des réseaux dont les noeuds sonl compris dans D.

Considérons le réseau (38) et désignons par M¡ , Mr, ,.. , Mt
les noeuds de ce réseau, donc les points (x¡ry¡), i:O, tr.,.,t th,t

j:O, l, ... ¡ tt,Désignons par V-,,(M,, Mz, ,.. , M*) le détermi-
nant d'orclre N dont la ligne générale est formée pal les éléments

riy"¡ , r'=0, 7r... , lrtr, s=O, t, ... , n et soit IJ,,,,, (Mr, Mz, ... , MN;,f)
le tléterminant qu'on déduit du précédenl en remplaçant les élé-
ments xiy'j par f(*t,yt) respectivemet:rI, i:O, l, ..., ttt,j :0, 7r..., rt,
Pør deJ'inition,Ia différence divisée partielle cl'ordre (nt,n) de Ia
fonction f(+I) sur les points M', Mr, .'. , MN, ou sr.rr le réseau

(38), est égale au quotient

(Be) 9:r"04'"'-U-';.- s+¡0
V-,, (Mr , M.2, ... , MN)

qui a bien ún sens puisque le dénominateur' est f 0. Changearrt
un peu notre notation antérieure [0], nous désignerons I'expres-
sion 1119,¡ par:

Lrr, c,, e .,. e fial y, , y, , .,. , I" )f l-

On peut mettre cette différence divisée sous rlne forme qLri per-.
met de mieux voir sa structure. Soit {(r) :(r-rs) \tc-x) ..,(r-x,n),
tU):( y -to) ( y -yt¡ ... 1y -/"\ nous avons

(40) Lro, *n ;... snal y0,y,s..., /utl'l: I * Iq+,fil-,' 
?__o e ç'@i)þ'(yi)

Cette forme justifie complèternent Ia dénomination de différence
divisée partielle car elle n'est qu'une superposition de différences
divisées prises succesivement par rappor[ aux variables x, y, Si

nous posons s + ø¡h1 eI y -f ßih2 at lieu de xi eI yi, l'expression
est, à un facteur indépendant de-Ia fonction près, de la forme (14),

(
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pseudo-prlyrìorne c['o'c''e (:n, --r) '' polynome cre iegré tn ett il
:j";i:Sräpolynome 

ct,orctre (__t, _t) "tr, f.onction- iclenrique_

l,a tielle cl,orclre Qtt, rt) cl,urt, pseuclo_polynotne est nulle ;aenì;,qinJJrrt.
On

, 
fr t r ltseuclo-.po ry ttorue. ¿' or¿r' çTT," rr¡ es t co nqt rèt entent d.et e r-tnine si o,, cottt¿aí! 

-ses 
raletrs ,ur'r* t,esetr¿ d,,orclt' (ttt, tt).Dans l'étucle des 

.pseuclo_poly'ornes il suffit d" ,i¡rpo."r, quele domaine n se réduii uo re"'tuigi" n ceci résurte aussi c'.ne

pseudo-polynone cl,ordle (ntr rt)
réunion des rectangles D, rtn.r,'trn réseau cl'orclre (mrn) clontles
commune de I)¡, I),.

é réciproque:
t la clifJ'órence clirísée partielle
tetnent est un pseu,d,o_polynonte

certaines des propriétés du pseudo-polynome se refrètent surses coefficien,ts. Ainsi , '
aib

ses _coe¡ffic ,fi),,^'u!,?;i:,o ::,*,::"i,yr"r,ki;(a, ,ltr) (a¿ ,
Supposons qr"- q:or 1" 

pseudo-polynome 
-f (*, y)rd,orclre (nr, n),on ait l"f@,y)l <M. Do-nnon, L *, u, ¡ I valeurs distinctesxo ¡ xt , ,,, ) x,, et écrivons le système

tnr"
(43) )"1 Ã¡(y) + > yiB¡(ø,) -.f(n",y), r=o,!,... ,,1.i-o ¡ã
On peut déternriner un nombre M, tel que lron ait

i ,r 
I

lf {*", t)-)r, B¡(r") 
I a t ,, r : os r, ... , rtt,tr:, I

1u3l que soít y' Résolvant le système (B) par rappor.t aux ooef-ticients A¿(l), on décluit la propriété é.oí"å" p"..,i';;;;;i"i;;r,

sr-iL¡rrroN,s RonNti)ns Ii1i, sot,uTroN,c n,rnsuntbr,ns Bl

on pl.cècle cle [¿L r''eÌ1re nr¿urrele ]roLrr rìrontrer: qtLe les B7(ør sont
bornée.s. Clette pro¡r'.iété n'esl- pas v'erie, .irrsi cl'aille'rs q ue les
sr-rivantes, porLr les pser-rdo-polynonres cle plurs de deLLx variables.
lrlc¡us verous rn pe. plus loin comrnenl- il {àLrf- les rnoclifier. ]Je
la lelal-ion

L*, *0, frt, ,,. , $,n I !, J/o : J/r 2... 2 )/,,;J'l : 0

nous déduisons cl'ailleurs c1u'on peut éo:ire rLn pseuclo-polynome
d'ordre (nt, n) sous la f'orme .srLivante
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nL 1¿

ó r)"f (u¡,y)
(n-r) þ'(n¿)

(44) J'@, Ð: 2 +> 'l'(i') J @' Y¡¡
(y-y¡)þ'(y¡) +

t:0 j:0

+ ô(r) þ(y) Í'(r¡ , y.¡)
(ø - r ¡ ) (J, -y ¡) þ' (æ;) þ' ( y ¡,

otì 4,1ø¡: (æ-rs)(r-r) ... (r-r,,), þ,y):(y-yo) 0_y^) ...(y_y,).
Les coefficients co':espondanl-s cle cleux pse'do-poly'onìes iclen-
tic¡ues ne diflërent que par cles polynones en u eL y. La plo-
priété pr'écéclenl,e résr-Llte ainsi cle la simple inspecl-ion cle ia f'or-
mule (44). On voiL encore qrre:

si ttr¿ psert'dct-polyt'totne est cot¿tir¿u,e ses coe.fficiet¿ts sc¡t¿t cles

Jotrctions cor¿tinues,
J-a réciproclue de cette propliété est évidemmenl- vraie.
Disons qu'une fonclion est lhtéait.entenI nzestu'ct[¡le.si elle est

rrresnrable par rappor:t à chactLne des vari¿rbles ø et y séparelnent,
Une loncl-ion meslrrable f(n,y) n'est pas, en générai, linéaireme't
mestLr¿rl¡le rnais, cl'a¡rr-ès un t.héoròne cle M. G. Fuernr [G], tolte
fonction nresurable est une fonct-ion mesrLrable cle r pour: presc¡re
lours les y eL rne foncl-io' nesrLrable de y porLr presqrre torLs Ìes
t). Considerons maint.enanL lLn psenclo-¡tolynome rnesul:able. Ce
psendo-polynome est mesurable sur nt I I parallòles à l,axe Oy
e[ sur rt ! 7 parallèles à l'axe O.r eL on erÌ déclr-rit c¡ue:

Les coefficiet¿ts cl'u'n .pserclo-polj,tutrtt.. ntesu,'ctl¡le sor¿t cres

fonc tio ns mesurall le s.

Réciproquemenl:
rJi les coeJficients cl'ut¿ ltseuclo-polj/rtonte sor¿t ntesti,rnbres ce

psetrclo-pct lyrt orn,e es t mes t t,rable.
En effet, si d(r) et þ(y) sonL ctes fonctions mesruables, lerLr,

procluit +(r)þ(y) est- une {bnct.ion mcstn'able (sLLper:ficieilernen[)
pal rapport à n et j,.
Matltematica5 vol, XIV, 6
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D'ailleurs tor-rL pseuclo-polynome rnesurable est linéairement
mesurable et réciproquement. Il est cÌair aussi que si rLn pseud.o-
polynome 'est mesurable B ses coefficients sont mesurables B et
réciproquement.

2I. - Les droite., du réreå.. (4t) se d,ivisetzt rationnellentent
si les points rot frt¡... ,t fi^ ainsi que les points yot [tr;., 1/n la
divisent rationnellement. II est clair maintenant ce qu'il faut en-
lendre par un réseau qui se divise rationnellement et qui est par-
'[out dense dans le rectangle R. Les droites clu réseau parallèles à
I'axe Oy respectivement à I'axe Oø se divisent rationnellement et
ont des abscisses respectivement des ordonnées denses dans les
intervalles (o, , br), (or,, br). Bien entendu un tel réseau n'est pas
d'un ordre déterminé. C'es't un résequ infirui et plus exactement
un réseau doublement infini. Nous avons alors la propriété sui-
vante:

Si une dffierence c|ordre(m,n\d,eprentière espèce d,e lafonctíott.
f (*, y) est nulle id,entiquement dans R, ort peut construire un réseau
qti se cJirise rationnellentent et qui est partout d,ense d,ans R tel
qtte toute d,iffirence d,irisée partíelle cl'orclre (m, n), prise sur
(m * l) (" * 1) points choisis pørmi les noeud,s d,e ce resectu, soit
nulle. 'è

On peut construire le réseau partout dense de la manière
suivante. Les abscisses des droites parallèles ì, Oy sont a1*h, oir h
est rationnel ( > 0) et les ordonnées des droites parallèles à Or
sonf a2|h', où h' est rationnel (>0).Les nombres h et h,t sont
choisis tels que l'on ait a1*h{bt, ø2I h'1bz.La propriété
résulte du fait que la fonction se réduit à un pseudo-polynome
d'ordre (*-7, n_ 1) sur tout ensemble formé par les noeuds
d-'un réseau qui se divise rationnellement.

La forme générale d'une différence cle première espèce est
en réalité

nn

i-O j-O
Nous avons suppossé a:1, ce qui ne restreint pas la généralité.
En effet, on revient à ce cas par une transformation simple (ilila-
tation) faife sur la vañabIe y.

On en déiluit immédiatemen't que:
,Sl une différence cllorclre (m, n) cle première espèce cle lø

fonctiotr contínue .f(a, y) est nulle íclentiqueiment, lø cliffirence

Soiur¡ots Èoaru¡¿s Ìir somùrors r/És¿r,RAbLES gg

d,ivisée partielle d,'ordre (m, n) est nulle id,entiqu,ement do,r,s D. La
fonction se reduit clonc dans D à un pseuclo-pory,ome diord,re
(*-1, ru-t).

Cette propriété résulte du fait qu,étant donné un réseau
d'ordre (*r r), on peut construire un autre réseau qui se divise
rationnellement tel que les noeuds correspondants de ces deux
réseaux soient aussi près que l'on veut.

Considérons l'équøtion fonctionnelle cJe seconcle espèce

(45) ni;,i,,f{*, !) : o,

dans le domaine D, que nous pouvons supposer coihcidant avec R.
Nous ayons le théorème suivant, dû à M. A. Mmcunul [8] :

Toute soh^¿tion ltornée d,e l'éguøtiott. (455 est un pseuclo-poly-
nome d,'ord,re (*-7, n-l) dans R.

La démonstration est immédiate. Il suffit de clémontrer que
si f(n,y) est nulle sur un réseau d.'ordre (^- 1, n-l), elle est
nulle identiquemeht. Posant

n

s(r):)
j:o

on a AT'S@):0¡ donc g(ø) est un pol¡rnome de degré m-l
en ø c1ui, étant nul por;r nTt, valeurs de r, esl nul identiquement,
La relation g(r):0 nous montre que f(n,y) est un polynome
de degré n-l en I 1v| étant nul poùr n valeurs d. y, est nul
identiquement.

L'énoncé précédent est, bien entendu, valable aussi pour le
domaine quelconque D.

22. - Les questions exposées plus haut peuvent être éten
dues aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.

IJn réseau d'ordre (nr, o,t ... , n-) est un système d.e n;*l
hyperplans parallèles à l'hyperplan de coordonnées Or¡ ... fr¿,t cr,¿+t ... rco,,

i - 7, 2, .,, , m. Tout hyperplan du réseau est caractérisé pai
l'abscisse de son point d'intersection avec le nLè*" axe de coordon*
nées. Mettant en évidence les abscisses des hy¡rerplans constituants,
on peut désigner un réseau d.'ordre (n, , nr, .,. , n^) par

(46) (urct ru 7,..7 fi1a,ln2ç, n21 2.,.2 t2,r1 ,,, I ø^o, frnt, ,,.t fr,,,r),

ç-ry-'b1)f@, y + iho)
ù
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h'i'hl'... il,?'
A'lrtr',7r'r', ,'.. ',';;rJ'('l , frz ¡ ',' , {,r.) =

lrr,.., ,q I n¡h4 ln2,12 | h2,..., tz* nzhzl ...
I fr,,, fr-. * h^, .,., 0* * n*h,,, ;ff.

Le réseau corresponilant est donc for'ré par cl'hyperplans éc1tri-
clis tan l-s,

pour celles dg !ò.c, 3u''", .,. ) trtè¡¡te espèce.
Nous avons encore la propriété :

ll'oute d,iffirence clivisée portielle cl'ortlre lnt, nz , ... , tt,,)t
ltrise srr,r (nr+1)(rrz+1),.. (r2,,,!t) poirrts ch,oisis ¡tcu.nti les noetrcIs
rht, réseau

(uy¡ , utt , ,,' t ütt tl fr2¡¡ , n21 ) ,,, , fizþzl ,,. I r,no ¡ trtl t ,,. , tr,brr)

h12n,t, h¿2ïLz ¡ ,,, ,lr,,Þtù,,, hr*kz| .,, *k,,) nt*n2l ...-f itnt

SO¿U?IONS .BORNÍIES ET SO¿UrTO¡\¡S IUD.SUNÀB¿ES

est rt,ne nl,oyeute aritltnrëtirlue cle,s clí.f'ferertces cliv isëcs
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Intrr, nt,r+t r..t frrír+, rl rzr, , urrr+t t..,¡ frzir*,,r1 ,.,I fr,,¡,, s rntí,,,*7 ,,.,, fr,,i,,,1,,,,,).f I

û:0, 1r,.., ka-tlt t iz:O, 1 r..., li.¿-n2 t ..., i,n:O, 1 r,.., lt,,-n,,.
o' per"rt ctéfinir les réseaux et les clifférences clivisées par-

tielles par rapport à un systènre cl'axes cluelconclues Or,¡ :l.2,.,.x,,,.
on peut écrire immécliatement ces clifférences lclivisées par exem-
ple sous la fbrrne (48),

23. - Un pseuclo-¡tolynonte cl'orclre (n¡, rt2, ... , r1,,,) est une
expression de la forme

ui A¡;(rt, nz, ... , îj-l , nj+t , ... , n,,)

oit" les coeJficr'ertts Ari .sont iles I'onctions clépenclant cles variables
1'1¡ fiz; ,,. .: Xj,t,¡ Xi+t t ,,. , ï,n. seules.

Si clans l'<lrcltle (tt1 , tt¿, ... , tt,,,\ ot-r ¿r tL¡ : 
- 

L on convient
cluLe les N¡,, i: (),, 1., ... , tL¡, sor:rL tolrs nr¡ls identiquement. En
lrarticulier', [e ¡;serLdo-pol¡rne¡,"" cl'olch-e ''(- 1, - 7, ... , - I) est la
frr rrcl-ion iclen liq LLenrent n rrlle.

N<lrLs avons les plopr:iétés sLLivanl_es :

I'a cl|/féret¿cr: clivisée partielle cl'orclt'e (rt¡ , rt,¿ , .,. , tt,,\ clltu¿
p.sett,clct-¡xtlyt¿onrc cl'r¡rclt.e (n1-7¡ tL¿--1, ... , t1,,,-1) est t¿ulle íd,etr
tic¡ttentent.

Un, psetr,ckt-polytLotne cl'c¡rclre (rr1 , t.t2 ¡ ,,. , /Lu,) est cornplè-
'tetnetut cJétennù¿é si ot¿ cc¡tutait ses valetø's s,* Lu¿ réseou, cl'olrclre
(n1 , n2 ,t ,,, , tu,,).

Dans l'étr-rde cles pse nous polrvons supposer
que D coihcide avec un rècìe R. T,,explication se
fàit comme dans le cas cle

J'(r, y, z) : '\(r, y) r B (y, z) { C (2, r),
d'or-dre (0, 0, 0), cle Llois var-iables N, I, z. Si f(r, y, z) est bor-
llée les coefÎicier[s A, lJ, C lre soit pas néåessaireuent. bol.nés,

itri. nopotìtctii

Les (re¡ 1 l)ht,2* 11 ... (rt,,,! 1) ltoints (rti, r rzirt... t fr,,i,,)1 i= Or'ir... r ri1,
it - O, 1, ,., , rt¿ 1 ... ; i,,.:0, 1, ... , t1,,, sortt le.s r¿oer.¿cls clLr r'éseaLr (46;.

I'rt cli¡f'.f'ërertce clivisee pcn'tielle cl'ordre (rur, tt.2, ... , /r.,,,) sLu'

le r'éseau (a6) a Lure définition analogrre que pour denx r'¿rr-iables.
fi-oLrs désigneroì'ìs cette clifférence clivisée par

(47) lrrc, rt,,,., rt,tlrzo,frzt,,.., fr2,,r1 ,.. 1r^0, c',,1 ,,,,, ct,,,,,,)J')

el- si nor-rs posons 4.¡(r) : (r-n¡o) @;--r¡t) ,.. (e -rjnj), la diflér'ence
clivisée (47) PeuL aussi s'écrire

r4E) 5l j' <1 "' , n,,i,,,)

.a 2.J... 2 ó',,,(c',,,in,)i¡:O i"-O i¡¡¡:O

clui jrLstifie complètement la clénornination de différ'ence clivisér:
paltielle.

l-a clifférence cl'ordre (n1 , tt2 , ... ,, n,,) est, à tLn facteur indé-
pendanLe de la fonction pr:òs, une difTér-ence clivisée parl-ielle
cl'olche (rt1 , rz2, ... , n,),

nL tli

j:t i:0

I
u,! n2l. ... rt,,,l

- ffit, rt *
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Cecirésrrlteclrrlâitquece$coeÊficientsneson|llasconplètement
déterminés par le pse'otlo-pnlyrome consicléré' Plus exact'ement le

pseuclo-Polynome

lÃ@, y) + 15 (ø)l *B(v,z) + [C (z' $-þ(æ)]'

oìi ./,(ø) esL une f'oncl-ion c¡r-relconclue .cle 
t' est identique à 'f (rty'' z)'

Potu Lrn p'";å;-Ptiynome cl'ordre (rt'¡ 
' 

n2 '' "" ' 
n"'\ nous

ooot"tò, 
pe,t écrire les coe.fl.icient.s cI,tt,rt ,,tset.rclo.-polvrrcnre borné

cle ntantière qu, ""r""oi¡¡;riii:ts 
soien,t cles fotrctiot¿s borr¿ées ilarts

leur dontain'e cltexts.ten'ce' t -,.,"""' 
ölrlr""irrrrt é"rirn les coefficiertts. dltut psettclo-.polyt¿r¡nt'e cott'tt'tt'tte

cle nranière qun io, ""*¡niií"ts 
soient clis fonctictr¿s cort'tintt'es clar¿s
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Si Ie pseuclo-polynome -est 
mesurable B' on peul écrire ses

coel.ficients cle "tttiËtu 
qr"r'ils soient des fonctions mesurables B

et réciProqrrement'

24. - Les propriétés clu Nr' 21 se généralisent immédiate-
riétés'
rL2 1 "' , tL") de Prent'ière esPèce

ì''lltu id'erttic¡trcrttertt dart; R'

e clivise rationnellent'ertt et c¡tt'i

totñe cli.fferetrce divisee pctrtielle

' (rt¡*1")"(n211) "'(r¿-* 1) poirt'ts

"'in 
"ll"' 

" 

" 
nlrt:i:; 

\'

(50) L';,:"';,i" ..."7:,:,:,, f(n,, n2 s "' ' û',): o'

Le théorème de M' A' \'Ilncn¡ul s'étend att cas de nt' vari-

ables."'-'" 
"l'r,,,[" 

,solt¿liott' bornëe cle l'
t¿c¡tne cl'orclre (rt1-1, tz2-7 , "' '

F'aisons la démonstral-ion Pa

vÙ ç[u
est vl lle sera vraie aussi pour /7¿ valrr-

ables. si f(nt, fr?.' "' .l *") ,s'anrturle 
sur

r'Ln ré " 
"'''"'- I)' elle est nulle iden-

tiquement. Posons

g(r1, n2;...> n,,,t):2(-r¡"''-'("i').fr*,, t2' "' ¡t'u-.t ¡n"'-l ih"')'

j:0

I)onnant à ct,,, el h,," des I'aleurs fixes' on a

L'ír'r','lr'r', .,"','i,'i,',-\ g(r' 
' 

frz ¡ "' ' 
fr''-t): o'

Nfais, g(rr , fr¿,¡ "''t r,, t) est une fonction bornée et nr-Llle sur un

résearL cl'orclre fir-;r';r'r- 7¡ "' ¡fl,.,-1-1) clonc' par Ìrypothèse' est

nulle iden'tiqr-LemánL. Donnan[ nainienant L 14' 12'' "' ' r"4 des

valeurs fixes Ia relation g(nt, tz¡ "' ¡ fr¡'-1) -:0 nous montre qlLe
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f(*t , frz ¡ ,', > fi*\ e.st Lur poì¡r16-" de degré ft,,,-I
polynorne étant nul pour 21,,, yaleurs de tr,,, est nul
ment, ce qui clémonl.re la propriété.

21. - Pour pouvoir bien se rendre compte de la forme cles

solutions cles écluations qrla nous étuclierons dans le chap. suivant,
il fatLt encore préciser un peLr 1a J.orme des pseudo-polynomes.

Nous dirons qu)un polynome eî lt t I¿, ... t )/, ØsI cle degré
(sr, sz, ... r s¡) s'il est cle clegré .sr er.yt ¡ cle clegré s2 Eyr /2t... 

1cle degré st. en y".
Consiclérons, dans le champ cles fonctio ns à nt, variables ït ,t

(I'¿t ... ) ü*) tJrr polynome P(q rfrzr...rø") cle clegré (sr ,s¿r..., s").
Nous dirons que P(ø¡ , frt ¡ .,. , t,) est Lut, poly¡¿s¡ps c¡u,elcoruc¡ue
ert r variables sí ses coefficients sonb cles fonc[ions arbitrailes par:
rapport aux variables restanles Xr1.rt rr*2¡ ... ¡ 1,,n. Ce polynone
est clonc de la forme

P (*, , n2 ¡ .'. tr" ): å å i ",, 
i,... ¡,.ntr, *i, ... ,i:,

it:o iz:O i¡: 0

oir C¿, ¿ ,.. ¿;. sont des fonctions arbitraires de lr,r1¡t ¡ rtl2 ,¡ .., ) rnr .

Une fonction clui est une somÌne de polynornes qrrelconques
en r variables sera appelé tn pseu,clo-polyr¿onte (luelconqtrc ¡fs yènc

espòce. La structure d.'une telle fonction est telle qu.e si elle con-
tient un 'terme de la forme

.j:.k *r¡,, 

^@i,*, 
, n¡,¡2, ... , r¡,u\

oir Ie coefficient A est uLne fonction arbitraire, elle contient aussi
toutes les termes de Ia forme

,rj,,, ,rj,, ... *ti", .L{*r,¡t , n¡,¡2, ... , n¡,,)

l't {lÚ l,rllr, ..., I,{ 1,,

avec des coefficients fonctions arbitraires.
De cette façon, un pseudo-polynome quelconque cle première

espèce est un pseudo-polynome cluelconque a' sens ordinaire. IJn
pseudo-pol)rnome ls ¡17ène espèce est un polynome quelconque en
frt ¡ .nÞ ,¡ ... ) r,, ayant la structul:e indiquée, ayec des coefficients
a rbiLra ires,
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Dans la suite nous préciserons encore en disant qu'il s'agit
de pseudo-polynomes linéairement mesurables cluelconques de diver-
ses espèce. On sous-entend alors que les coefTiciertts sont des

fonctions linéairement mesr"rables quelconques.

CIJAPT'IRI] IV

Sur quelques équat¡ons fonctionnelles à plusieurs
variables indépendantes

28. - Considérons maintenanl l'écluat.ion à" m variables (de

mè,'" espëce)

(51) 
^t:,tt,',o:',' 

:.:""Ï:') fl*t ¡ n2 ¡ ... , t*) - o.

Nous nous proposons de chercher les fonctions ;f(r¡ t îz,t... , J)^)
qui vérifient l'équation (51) poul toutes les valeur$ ri r lriz)... ) i',,t,
ht , h_ r..., h^ lelles queles points (lr1-l qt¿,h1 , fr¿!æ26hz ,,.., fr,,Ie,ni,,,h,,)
soient dans le domaine D. Pour simplifier, nous pouvons suppo-
ser que D soit un rectangle R, ce clui ne restreint pas d'ailleurs
la généralité cles nos résultats.

Quancl iI s'agit de l'équation générale (51), nous faisons les

hypothèses signalées au Nr. 0 et, en particulier, nous supposons
que l'on ait les inégalités (tZ). Nous supposons en général que
l'écluation (51) soit d'ordre (k t , k, , ... , h,,\.

Nous avons encore les propriétés suivantes :

Tou,tes fonction rerifiant lléquation (51), rériJ'ie égalemertt
toute équation co,nséquente,

En particulier :

Tou,te fortctíort. rérifiartt liétluation, (51), vérífie également
ttne ëqtrction, de la fornte

(52) uf,':¡?: '..:"',hy',i) f (nt ¡ n2 , .,. , n^)= o.

Tot¿te Jbnction rérifiant Lr.rle ëqu,ation rëòluctible, rerifie
égaleruent une équ,ation, de lø fornte (5O).

Le premier résultat démontré ar-t Nr. 13 peut être généralisé.
Nous dirons qu'une fonction vérifie une plopr:iéfé atttou,r d'un
réseau (rnl rzol... I r^o\ d'ordre (0, 0, ,.. , 0), si elle vérifie ce'tte

propriété dans le domaine formé par les bandes iru{n;ln'),, i:1,

Ceen
iclenticlu

îm,

e-
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2, ... , t?L, cotrLetrîLt..rt ce réseau (a¡1r'¿tt1r')oll',, fr',o<r¡o!ù¡o).

Nous avons alors la ProPriété :

' Toute sohúion de l'ëqtmtion (57) c¡tti est bornée ttu,tour cl'tt,tt,

rëseau cl'orclre (0, 0, ... , 01, est l¡orrt'ée clans R'
Il sLrffit c1e clonner la clémonstration pour deux variables ø

supposser que ooo * 0, autrement notrs raisonnerions sur l'éq'r-ra-

tion de la fo.me (b2) à laquelle se réd.uit l'équation [(51). Posant
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Nous en déclurisons la propriété suivante :

Si clet¿r solu,tior¿s cle l'éqtr,atic¡rt (6!) cct'irt'ciclett't c¿tt'lotff d'un'

t'ë,secttt, cl'orclre (0, 0, ... , 0,, elle cr¡'ir¿ciclert't Ttartott't clct'n's R'

2?. - Occr-rponi-nous maintenanl cle l'éclualion (521, supposée

rl'orclre (n1 , ru2 ,¡ ..' ,¡ tL,,),

J)émont-rons le théorème suit'ant :

7'ot.tte solu,tiol, lh¿éctiretnettt ntesttral¡le cle l'ëc1u'ation' (52) est

tt,tr, psettclo-polyrrctne cl'orclre Q4-1¡ rL¿-1, "' , rt"'-1)'
Nott; démonlrons ce théorème par induction complète' Il

sLrll il éviclemment cle c'|.émontrer qLre si celte solution s'annule suLl'

nn réseau d'ordre (n't-1¡ ft2-lr," t tt',,,- l), elle est nulle iden-

ticlrLemenb. Posons

s@):uf:ù ,';,') ... ulÏ:") f (*t ¡ nz ¡ ,.. ¡ n,).

vérifie clonc l'équal"ion

u';,ù u';:) ... ,l::') J'@1 ¡ n2', ..' , x'u,):(r

porrr toute valeur donnée de û1 ' Le théorème étant stlp-

]2osé vrai pour m-! variables' il en résulte qu'il est aussi vrai

En particulier :

Lasoltrtionmestt'rableBgénérclledel'equatiort'(57)estla
méme qr'e sa soltttiott gerterale clìítrc lo chant¡t cl'r''s P'setrclrt-Poly-
tLottl,cs nt,es t.t'crliles B,

T1B. POPOVICIU

NL

cltl
¡ r &1,,r-&ll'

d"z1

¡ ' q2u 
-xzr'

22,",,
. i:0i:0 IL: 

-'- 

-')I cr¡o I

nous en décluisons

lf(*, y)l < lM pour ø ) b't-¡t(t'r-D'r) et ylb'z-?z(bz-b'')'
Nor-rs trouvons ensuite

lJ'(r, y)l < ).2M potLr ø) b',-|1 lùz-Li(brb'ù eL ylb'z-?¿(hz-b'z)

| "f 
(n, y)l < IzM po ur ø ) h' 7 p (b ¡_,b' v) et v Þ b',-l(1r I p)' - 7 | (bz-lt' z)'

Ces inégalités se déiluisent toujotus en écrivanI I'éqrration (51) pour'

des valeurs convenable* .le r, y, h1 et h2 ' T)e la même manière

on obtient
lf'(r, y) l< rsM

poLrr n) b'r-[(l* Pt)2-11(ör-b'r) et v]b'z_.I(|r +?ù"-If(b'-b'')'

En répétant le procéilé, on décluit que

lf (r, y) ¡ q 1zs-t¡4

poúr n) h',-[(1*p,]-1 l(bt-b') eL v ] It'r_.l]! *'p)"-ll(b'-b'z)'
donc

lf(n, y) | 4 trz.-1M dans R

si (1*p,)") ffi, (1 *Pz)") Fæ,
I,a clémonstration se faiL exactement de la même rnanièr'e

porr rn guelconclue.
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28. - II reste à troutver maintenant la solution générale de

l'équation (51) dans le charnp cles pseuclo-polynomes'

Supposons quel'équal.ion (5 1)ait un orclre 
'"pt"lk'1rk'rr"'rk','1t,2,..,,

(I <r 1nt) et cherchons alors une solrttion de la f'orme

153) 'l'*',; 
.., nt', Ã7r,¡1¡ n"*2, "' , fr,u)

avec A fonction arbitraire.
on trouve qrLe les conditions nécessaires et suffìsantes pour

qu'il en soit ainsi sont précisément les égalités ( 1 9) pour v" : 0r 'I ,", l" ,

": t, 2r..., r' NorLs avons donc la propriété suivante:

Si lieqtmtion' (5!) a liordre ,upt" llt't, k'r, ".', k'"ft,r,." , " elle

est vërifiéi par LttL polytx'tnte rlr'elcon'que cle d'egré (lc'1,k'2, "' ,lc'")

€fl' fi1 1 'tZ s ." ¡ I".
En particulier:
T'otit psetìlo-polynome d'r'¡rd,re (lc1-1, lc2-7, "' , It^-l) vé-

rifie I'eqtmtiort' (57\, stt'pposée cl'ordre (lc, , k2 1 ''' , lc,,)'

Pour tror-rver la solution générale clans le champ des pseuclo-

polynomer linéairement mesurables il suffit de chercher les soltL-

tions de la forme
n¿ jr'i

(54) G(r¡ ¡ frz ¡ ... , fr*):> >j:l i:k¡

Nous savous qu'on peut s[pposer les coefficients linéairernent me-

surables. Nous avons

^n'"i l, n'"11,....rr'r, | | 
G(1,¡1, frzr.,.r rr,)6h2, 14,.,,,1h,, 

,,, , t a

i:Jct

où L'f,j,')|,",/t.* ,!","'í ''rt est l'opération de difTérence iléfinie au

Nr. 6 
'et 

àxecu[ée snr les variab]es ,T'¿ ¡ fr3'¡ ,,, ) t,, ' Or', I'opéraLion

de ilifférence eL I'opération (1 1) sont permr-Ltables. þln écrivan[ qrte

E"(q,, 12, ... , t,,) vérifie l'écluation, on trottve clonc

*'i"-o'f 2 i r\ii,...,,,,^';':,r;,':":.!,''i,;;'"'u'*tÃt;,(n?t n's "' ' 
n')*

i¿:0iu:O irr:O 
*. .:0,

les t.elrnes lrOtr écl'ils I'or'ma1lt un polyDorne cle degr:é rt'1-k¡-1

en ãit.

tt fauL cìor.rc que l'on ait
(,

lL! lLts4
lr nt

(À,)
fi¿i" ,,,, o'i,,',*,!u"," .t],t'ir';,'"' ^ | r\"/r(" s frg s"': t'^): o

(551 s
Z¿
ir:o

>
iro--ott:

Oetfe équation esb de la forme (51), en ttt'-| variables et' par

suite cle la d.éfinition d.u nombre &, , ses coefficients ne sont pas

Lous nuls. Il en léstilte bien flue Ar,', est un pseudo-polynone'

I)ans G(r, , ï22 '.. 2 !xp) nous poLlvons faire rentrer le terme

u,!', Lto,, dans les termes t'i L¡t , j > I. La sol-rtion cherchée est

áàn" d" la forme(54¡ oir lós n'¡ iont, en général, changés mais ,'¡
est r:emplacé par r/r- 1' Répétant le procédé, on démontre que

les A1; sont táus ile* pselriln-:polytto-et' On dérnontre de la même

-ooiÁr" que les Az,, ]\t, ' "' ' A,,¡ sont tous des pseud'o,-polynomes'

l¡'inalement clonc la solution linéairement mesurable générale

cle l'équation (51) est de Ia for:me

(561 G(nr, nz ¡ ... > n,): Pr -Ì' Pz + ' ' * lP'' ,

oiL P, est tLn pseudo-polynorne quelconqr're cl'oldre (kr-7 , kr-1 '"'' k* 
-\)et, Àr, génèral, P"- est une somme cle lbnctions cle Ia lbr:me 1531

contenant cles fonctions arbitraires de nl-r variables. Bn parti-
ctrlier, .P,,, est rtn polynome en frt : ûz 2 ,., 1 rn '

29.._Notrspol.lvonsclémontrermain.tenantletlréorème
général suivant:

La st¡lu,tion lir¿éairerne,.t tnesurable gértérct'le de liec¡.tatiort'

1i'r1) esl cle lo' fornte (56) ot)t' P, est ttn pseu'clo-polynont'e c1u'elcort-

,1,,i ¡Jp ¡'ònrc irpèce. Le ltseuclo-polyn'otn'e P, est trne sont'nt'e de
-polyrrcme, 

,1rril"orqr,,r.c à r variables', à chaque ot'dre t""pt" cot't'es-

ponclarú ut¿ tel polynont'e.

'l'orLt d,aboril le fait que P" est un pseudo-polynome çls vènte

espèce ne résulle pas encore de ce clui précécle. -O^n dérnontre faci-
lement ce résultat par induction complete' En ef'fet, en supposant

vraie la propriété pnu¡r ,rr-7 variables, les résultats précédents

norrs monbrent, qtrielle est vr¿rie aussi poL'r nL variables. L'induc-
tion esf complèie pr-risclue la propriété est évidemment vraie

pour m:1.
Il fhut observer que la clérn<-rnslration du théorème n'est pas

enoore complète. fln effet, il faut encore clémontrer que P. peut

efïectivement se metlre sous la l'orme cl'utre somme cle lbnctions
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autres termes cle P2 , on aruive à la démonstraLion cle la propriété
pour P2. On clémontre ensuite, cle la nême maniòre, la propriété
pour P3 , Pn, ... , P,,,. Pour ce clernier on vérifie fäcilement que
tout polynome vérifìant l'équation est une somme cle solrtions de

la Í-orme 
^ 

uli rlt... *'ü, A étant une constante arbitraire.
Le théorème général a lierr, en particulier, en supposant la

soluLtion mesr-Lrable B. Dans ce cas dans la solution générale on
per-r[ strpposer les fonctions arbitraires rnesurables B,

30. - Mettons les résultats. précéclents sous une I'orme plus
claire. Il résulte, en effet, de l'analyse précéilente qu'on peut
énoncer notre résrLltat lbnclamental sor-rs la forme suivante :

Lø sohttion, linéc¿irenzen,t ntesurctble genero.le cle I'equ,ation

þ7) est cle la fonne

øiLit(U , tz t... ¡ frj-t, fi¡¡1 1 ... ,, ün,)

A¡i étant la fonction linéctirement ntesurøble la phts g¡enét-a.le ve-
rifiønt les ecluations

1I I )tJ-l nl+l ttm

(5e) > >i1:0 i¡-r:O i¡+l:O i,"--0

v:0, 7,,,,, nj

pc¿t" t"ctpport an¿x rarictltles frt ¡ frz , ,,, , frj_l ,t fij+t t .,, , fim .

Oherchons par exemple les conditions pour que dans la solu-
tion générale (56) Ies terrnes Pl , Pz , ... , P"_t clisparessent.

Les définitions el les résulta'ts drL Nr. 7 nous montrent que:
La condition nécessctire et ulffisante pour qu,e la solution

linëairement ntesurable genérale d,e lléqtmtíoru (57) ne contienr¿e (llrc
cles fonctions arbitraires cl'ant, plu,s r rariables est qu,e totttes les
(nz-r-2)è,,"" éclttations clérívées soier¿t cJ'orclre (0, 0, .,. , 0).

En particulier, pour que la solution générale ne conlienne
clue des fonc'tions arbitraires d'une seule variable, il faut et il
suffi¡ que torrtes les (m-3,ènes équations dérivées soient d?ordre
(0, 0, 0).

De même:
La conclition nécessait.e et su,ffissante potrr cpte lø solutiott,

linéøíremetzt ryùesu.t'a.ble génerale cle l'ér1,tmtiott, (5t) sait un poly-

nL ,'i

j:l i:0

94 tii. poþoitðtü

¿s l¿ f'orme

\57) ,ti,4.,, ,t;,.ù{r,"*1, î¡,¡2, ..., r¡,,) (A fonction arbitraire)

cltti sont cles solthiotzs cle l'écluation (5t). Ce fait ne résulte pas

immédiatement de ce qui précèile à cause cles équations (55) oir
I'opération A a pour effet de trop éléver l'ordre des équations
auxquelles doiven[ satisfaire les fonctions A7i 

'

On démonlre cette propriété de proche en proche pour Pr,
P" r-., et P,,, . La propriété est évidente pour P1 , Il suffira d'indi-
quer la rnarche de la démonstration en la faisant pour P2. Le
terme P, peut se partager en deux, Pz: P'z* P'z ou P2 contient
les termes 157¡ (r:2) ilans lesquels jt et jz sont 1 eI 2 et P'i les

autres termes de P2. Nous pouvons lrouver des entiers ï3sr'4y..1 t',n

suffisamment grands tels que

o3,',7n', '... ', îî,, Pz : all,',11n', '..'. ', ii,P'"

A',lr',',în', '.:.:. ', i::,G (q , fr2 ¡ ... , r*): Ãllr', în', .'.'. ', i::p r+ al:"',',lr',:.:..',iî:p',

I'opération A se rapportant arLx variables tz ¡ frt ¡ ,., s fi-.
Il suffit maintenant d'écrire que

^rï,':'n::' 
:.;' , h3à nî:,', i1,',':;. 'r"nP

"(r,
fr.¿ t ,', ¡ /rrìr: O

. Soitest vérifiée identicluement en ï,t ,t fr2,, lt', , h¿

(58) ,'r'*?L(ns, æa, ... , n*)

l'un cles termes de plus haul degré êt.' frt: rz de P'2, lr=hr,
lr=kr. On en déduit que la fonction Ã(ns, $4t ... 1r,n) doit vé-
rifier les équations

nð lll tt n

lo:0 j¿:0 i'':O

vr-kr, l\*tr.,., lr, vz=kzrkz+ 1r..., lr.

Si 158,¡ n'est pas une solution cle (51) l'une au moins de ces

équations a ces coefficients non tous nuls, donc A(¡s, fra1 .', 7 fi^)
est un pseudo-polyÌlome. Dans ce cas le terme (58) de P2 peut
être mis dans l'un des P., r) 2. En répétant ce procédé un nom-
bre suffisan[ de fois et en faisanb la même démonstratiorr pour les

t-
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airement mesurdble générale est ufl polynome quelcorique d'ordré
(ilt-|, nz-|, ... , n,,-7).

31. - Nous avons toujours fait l'hypothèse que les fonctions

sont linéairement mesurables. Considérons, pour simplifier, le cás

de deux variables et soit l'éþation

(60) ,li':¡åù ¡'tn,r):o, (ftt:/n, ne:rù).

Considérons maintenant une solution mesurable f(t, y) de

l'équation (60). Soit E" I'ensemble, de mesure bt-ry, d'es valeurs

, poo" lesquelles "f(r, y) est une fonction mesurable d" y et E,
I'ensemble, de mesure b"-ez, des valeurs / pour lesquelles f(*ry)
est une fonction mesurable ile r. Soit P(n, y) le pseudo-pol¡rnome

d'ordre (rn-|, n-7) qui prend les mêmes valeurs q.ue f(nry) sur

le réseau (no,'-ct¡ '.. t frnt-rtyo, yt, "' , y,-t), où æ¿cF.,, it¡ cE,
et posons f(nry):.f(rry)-P(trY). La fonction .f{*,y) vérifie
l'équation, s'annule sur le réseau (norur¡... t frm-tlyorIt> "' tyo-t)t
est mesurable par rapport à y pour $.8, et est mesurable par

rapport à ø pour I.Er. Si nous posons S@)=¿r?)rt@.ry)rlafonc-
tion g(ø) "rt -erll"uble pour y*az¿hzcE, et vérifie l'équation

a!idg1r.) : O. Pour # c E" la fonction rt\r, y) est mesurable par

rapport èry et vérifie l'équation ¿lîùrtm,y):O sur E"' .fi@,y)

"r[-don" un polynome de degré n-7 en I 1vi, étant nul pour

Ii =8y., est nul identiquement sur E, (Nr. t7). Il en résulte que

rt@, y): 0 si t=8,, y cF,, dsnc
Toute solution mesura,ble de I'equation (6O) se reduit à un

pseud,o-polynome, sauf peut étre sur un ensemble E formé par un
'eqsembli 

d'" *""ur" nulle d,e d,roites parallèles à I'o'xe Ox et par"

un eniemble d,e mesure nulle de droites parallèles à liaxe oy,

on peut facilement constrüire un exemple qrri montre que

le théorème général énoncé plrrs haut (Nr. 29) ne peut être étendu

aux f,onctionl sùnplement mesura,bles, Consid'érons le rectangle

R[-f qæ (* l; -1 <y <f 1]. Soit X(ø) une solution discon-

tinue de-Iéquation de Cauchy î(n*Ð:f(n)+ftÐ' On peut

choisir cette solution cle manière que I'on ait X(0) : 0 et X("u) : 0

sur un ensenible partout dense t?]. n suffit ¿le prendre une solu-

tiontelleque XiO):0,X(t) :0' Considérons alors la fonction

Møthamotíca¡ vol, XfV, 7
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r¿orne est cpt,e tou,tes les (nt-21è^." ëqucttic¡1,s clérit,ées soient cJ'orclt.e
(0, o).

Par exemple si nt - 2, la condition nécessaire et sr-rffissante
pour llue la solution linéairement mesurable générale soit un poly-
nome est qr"re l'équation soil d'orclre (0, 0). Nous avons déjà éta-
bli partiellement ce résultat dans notre travail antérieur [11].

Nous voyons aussi qrLe :

Lø conditiotz nécessqire et su,ffisønte potu" clue la solu,tion
linéøirement mesu,rctble génërale d,e l'ëqu,atiort.(51) d'ord,re (k1 ,k2,...,1c*),
soit u,n psettd,o-polynome dlorcJre (lq-l, kz-|,..., h,n- t) est que
l'éqtuttiott. (ou liexpression de son premier mem,bre) n'ait auaut
ord,re dou,ble, triple, ... ,¡ trlupte.

L'écluation 152) jouit_, en particulier, de cette propriété.
Considérons N:(z¡ { l) lr,+ 7) ... (r^1 1)points M¿ (rt¡ ¡ rzi t...t x,,ù

i : 1r 2,..., N clans l'hyperespace. Nous porrìon, former' le déter-
minant \,,,o",...,,^(Mr, Mrr '... , M¡r) à N lignes et colonnes dont
la ligne générale est formée par les éléments iii 

"',; 
.,*,#, rj: 0,

l, ... ) tU) j:1r 2,, .., ) tll. Nous en déduisons le déterminant
Unr, ,r,...,,_ (Mr ) M2 , . . . , M¡r ;,f), en remplaçant les éIéments

,i"itif '..nff par f(rut uL'zi,... : (t^¿) respectivement. Le quotient

U nr, n",.,.r rr-(M¡ , M2 
2[Mr , Mz, ... , M" )f fo,,,,,..., n*: ::¿-!4*;"f)

,"',MN)
est lø différence 'dírisée cl'ordre (n, rt¿t...t nn") de la fonction
f (cc, , t'2 t ... , r'-) sur les points M¿. Oette définition n'a de sens,
bien entendu, que si le déterminant du dénominateru est f 0.
Polur m:2 nous avons donné déjà cette cléfinition [101.

Si nous po'sons r¡i:-r'¡ * o.¡;h¡, i:7, 2) . .'. , N-1, (LrN: u,j,
j : 7, 2, ,.. , m, l'é,quatíon

[Mr, Mr, ... , M^ ì.f ],,,n,,,.., ,,*:O
est tle la forme (51). Cette équation est, en général, d,ordre
(0, 0r,.., ,0) et est vérifiée par tout polynome de degré (rt¡ rrt2t...¡tlo,)
qui ne contient pas de terme err "Lft *t,..,*i:, Soit, en particulier,
l'équation

lh ¡ ut* ar ht t,,. t fittdtnrhtl uz, n2* oczr hz r .,,, ø2!a2,, h21.,,
,,, ll* t fr**q^h*¡ .,, t frrr*&*i*h^;fl:O,

Cette équation est d'ordle (n, , tt.. ,t .., t t¿^) et sa solution liné-

nl ) n2 r,"t nn ,

('
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f (r',, y) délinie de la manière suivante

f(r; O):X,1s7 -1 < n <+ I

f10, y¡:Kgr¡ -r {y < + t
J'@ry)=O¡ n*O,y+O,

Cette fonction vérifie bien ijéquation, cìe la forme (60 ,

^i::,'j,,f 
(r, v) : o, m2 2, n22,

mais ne se réduit pas à r-Ln pseudo-polynome (autremenl Ia {onc-
[ion devrait êlre idepliquernent nulle).

Il y a cependant des cas oir l'on perLt affirme'- que lottle
,solu,tion ntesurable cle I'ecluation çl>7) est tr.rt pset"rclo-polyrrcnut.
SoiI encore nt:2, r¿t:m) fl,2:7¿. Sr,rpposons, par exemple, que clans
cette équatiorr ø¡¡:O, i:7r 2, ... ) tn) aoj:Q, j: lr 2, ... , tt. Soil-

f(rry) lune solution mesurable de cett.e équal-ion et considér'ons
I'ensemble 6 corresponclant. II existe un pseudo-polynome P(rry)
tel qte ft.æry) -P(dW) si le point (t'ry) n'apparlient pas à 6.
iMais, quels que soient u eI y en peut trouvel un h1 et un h, tels
qne les points (n*at¡hr, ylot¡hz).i:1r 2, ... , m, j:7r 2, ... , rt
n'appartiennent pas à 6. Il en r:ésulte immédiatement que l'on a

f(æ, y):P(r, y) parLout. -)

La réductibilité peut aussi soirvent servir à r-econnaître si
une équation jouit de la propriété précédente.

32. - Comme dans le cas d'une seule lariable, on peut con-
siclérer des équations réductibles.

Tot¿te solution bornée cJ'une érluation réc]trctible est t,z pseu.clo-
polynome.

En général gn peut même affirmer que la solution bornée
Ia plus générale d'une équation réductible est Ia rnême que sa
solution dans le champ des pseudo-polynomes, Il en est sûrèment
ainsi si les équations (55), (59) sont récluctibles,

Ce cas arrive certainement pour l'équation

(61) t1i,",7,:,, 

"". " 

i,i) .f(rt t nz t ,.. t r^): o

que nous ayons déjà examiné pour nl:z III],
Lct. solution bornée générale d,e I'equation (61) est cle la

forme (56), où tous les coefficients fonctions arbitraires sont
eles fonctions bornëes quelconq.ues.

I'
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Pour cpre Ia solution bornée générale de I'équation (61) soit
trn polynome de degré nt-l sî frt, de degré n2-'I ar frz¡ .,. t

de degré n,n-l s1r rn, il faut et il suffit que Ie polynome aarac-
téristique de premier type soil cle la forme

(62) F*(ø,, t2 r,.., û,o):Lc¿, i2.,, i,,(l - øt)it (n- nr)¿, .,. (! -n^)i*,
ou la sommation est étendue aux valeurs i¡:O,7,... ,rt¡, j-7r2,,.,.,m,
les valeurs pour lesquelles on a à la fois Ir q h, iz 1nzr...ri,,1 r¿,,

étant exclues. II faut, en outre, que les constantes cnr00..01c0r40'.01

...r c00.,.0ro- soi€nt toutes différentes de zéro. Des cas particuliers
simples sont

ì:7

TL

F*(ør , tz,t ,,, ; fi,n) : ) it -n¡)i

'.b-*(ne 
u2r..., r,¡: )(-ø¡)i(l + ø,t)l...(t $ ø¡-l)ni-t(! * n¿+tYi+r...(7* u,,,)"*

J

i:0

Pour que la solution bornée générale de l'équation (61) soit
un polynome quelconque de degré n-7 il faut et il suffit que le
polynome caractéristique de premier type soit de la forme (62)'
ou-la sommation est étendue aux valeurs ij = O, 1,,.., rn¡, j : 7,

2r.,rm pour lesqrLelles l, *iz* ... t i,,2n. Il faut en outre que
toutes les constantes c,i ir-i,,,> poùr lescluelles 11 * i¿ * ... { i,,:rt',
soient différentes d.e zéro, Des cas particuliers simples sont

F" (nt, frzt ,,, ,t ø^):(m -tr-g, ','-û,,|'
F*(q, fr2 r.., fr ,n) : (n 1 ! ø2* f *,+-*i¡r- *;+r- ". - 5,,)" si rz est pair

F* (ut, ez t .., ,t fr,n) - ! (1 
-rr)tr 

(I - r)i, .., (! 
-øo,)i"'... 

etc.

On peut aussi voir facilement que si

'F*(* 
r, frz ¡ ..., G n) : 2 (7 

- 
ø¡,))t(7 

- 
æt,)Ilit .,, (7 

- 
ø¡,)"i ",

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons jtrjzr...rj"
r à r cles nombres 1r 2r.,. , ntt., Ia solution générale ne cc¡ntient
c1r-Le des fbncLions arbitraires cl'au plus r-1 variablcs,
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CHAPITRE Y

Sur quelques propriétés fonctionnelles caractérisant
les polynomes de deux variables

33. - Considérons le pseudo-polynome d'ordre (rn, n\,

f(r,y) >i:o j:o
défini dans le domaine I).

Faisons le changement de variables
i r1l(63) fr:an'qßy'y:¡n'!õXrt,

la fonction f(rry) devient alors f¡(a'ry').
Cherchons ma.intena't à cléterminer les coefficients A, B clu

pser-rilo-polynome de manière qu.e f¡(r'ry') soiL encore un pseudo-
polynome en rt et y'. S'il en esl ainsi, on peut. trouver deux
entiers positifs m', n' tels que l'on ait

n[n',!"nfr(u',y'):o,
identiquement en x)', l', h. CompLe tenant cle (63) et en appli-
quant I'opération tifrt par rapport à ø, nous lrouvons

SOLATIONS BORNIJES ET,SO¿U?IONS IUIDSUIìABLES

En répétant le procédé, on voit que

t0t

identiquement en r, L h. Il faut donc, en particulier, que l,on ait
n' n'

¡:0 s:0

ou, après de legères modifications,

om'f,n'lmtt B,,ç*¡--o.

Si nous sommes dans le cas ou l'on peut affirmer que la
solution générale de cette équation est un polynome, nous voyons
qr;.e f(n, y) est de la forme

mt n-[
f(*,Ð:2 uiL¡(y)+ )f Bi(u;) (nt1:7¡7¡*'*n').

i:0 j=o

et, en générar, 
orn'f,n'tnt'{'8"-'1t¡:o

(64) o*fid'-)#)(n/\n')u.@)-_o, j:o,,7,t..,sn
sous I'hypothèse que les solutions générales des équations pour
B¡+\(*), B¡+r(n)r. . . ,8,(r) sont des polynomes. Sous des lrypotlìèses
analogues on trouve que

(65) on!(n-il1)(*'*"')¡.¡y¡:0, i:O,I,...,m.
Pour simplifier le langage nous dirons qu'une'transformation

163¡ définit une clirection T. Ce'tte transformation signifie qu,on
a pris un nouyeau système d'axes Or'y'. En particulier, le système
initial ory esL la direction To . No.s pouvons supposer, sans res-
treindre Ia généralité, qu'on ne change jamais d,unité de longueur
et nous pouyons alors stLpposer, ce que nous ferons toujours, que
z2 +f2: pz¡¿z:7. De cette manière Ie système O*,y, est complè_
tenrent déterminé par les coefficients d¡ þt f¡ ô cle Ia transforma-
tion (63), Nous dirons que deux directions T' T2 sont cctmplète-
ment d,istinctes si les droites portant les quatres axes sont dis-
tinctes. Pour que les directions T' et 'rs soient complètement dis-
tinctes il faut et il suffit que I'on ait

d#0, Ê*0, 7$0, à$0, øð-P7*0.
Si nous remarçluons que les équations (64), (65) sont réduc-

tibles, nous pouvons énoncer le théorème suivant:
La cor¿dition nécessaire et suffisante pour ç¡u'une fonctiort

bornée, ou pour qu,'une fonction mesurable, soit un pseuclo-poly-
r¿orne dans deu,x cJirections complètement cJistinctes est qu,e cette
fonctíon se réd,uise à u.n polynome.

La condition est évidemment suffisante. Nous avons démon-
tré qu'elle est aussi nécessaire pour Ts et T' ce qui ne restreint
pas d'ailleurs la généralité. Nous avons tenu compte des propriétés
du chap. III. Le théoròme est vrai pour le domaine D. Dans la
démonstration les variables r, /, h varient de manière qu'on ne
sorte pas du domaine D, Nous pour¡ons d'ailleurs raisonner de
proche en proche, en décomposant le domaine D en domaines
partiels convenables. Les conclusions sont parfaitement justifiées
à cause cle la propriété cle prolo'gement dont jouisse't les pse*clo-
polynomes (Nr. 20).

t(!

(T')ß')r, * (rpy-søõ)hli,tifi1 n,l, * (r-s)æphl: (r¡rr 
ln -r-s1

nn'n'

l-0 ¡:0 o:0



Soíurrbrus honxnøs Êr sorur¡oruS ;i¿¡isun¡ÍiLns 1Ciá

cliiection il faut et. il suffit que
On peut voir facilement que si les deux directions ne sont

pas complètement distinctes la propriété n'est plus vraie.

Q 84. - Déterminons maintenant la forme générale iles poly-
nomes qui son't des pseudo-polynomes d'ordre donné (rn, n') dans

Ia direciion initiale Ts et d'ordre donné (m',n') dans la direction T.
Un tel polynome est éviclemment une somme de polynomes ho-
mogènes jouissant de la même propriété, donc

f (ø, Y) : Ô,'(n', Y) I ö r@, I) * " "'

où S¡@ry):conL*cfir-ty*...1"¡yk est un polynome homogène de

degré k.

On trouve facilement que si k(min(tn!nl2rm')-n'*2) le

polynome þt(øry) est complètement arbitraire. Dans le cas con-

traire il y a

2k-m-rt-tît' -n' -4+ I k-m-n-2 þ-7nt 
-n'-

2

c<rnditions pour déterminer les coefficients cs , c1 , .., : ch' Ces con-

ditions sont 
i;,1,r*,::";:;"= .:..=::*,::r::oo

oí ,þ¡(an'1'þy'ryø'lõy'):c'sn'n ¡ ct¡ n''ß-trr * ',.ic'¡y'1.
On peut d'ailleurs écrire les hypothèses faites sw f(r, y)

sous la forme

(ò6) a%a**,a(#:o,(**,*r&l'**"(r9* * a 
fi)þ'+\ r@,y):o.

De ces lelations on iléiluit facilement que
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i:0, I t .'. ,t flL I rt ¡ nt't * nt ¡ 3

donc,
La condition nécessaire et

bontée, olr, pour c1u'nne fonction
nome d'orclre (nt,n) clans tottte
soit un polynome quelconque de

suffisante pour qu'une Jonction
mesurable, soit un pseudo-poly-
direction est que cette fonction

d,egré rn + n+7.

3õ. - Il peuvent exister des polynomes de degré )mtntL
qui sont des pseudo-polynomes d'ordre (nz, n) dans une infinité de
directions différentes. Nous dirons que la clirection 'I est rectan-
gulaire si la transformation (63) est orthogonale, donc si les axes
O*'y' sont rectangulaires (les axes primitifs O,ry Ie sont par hy-
pothèse).

Pour que f(rry) soit un pseudo-polynome d'ordre (mrn) dans
toute direction rectangulaire, iI faut et il suffit que l'on ait

n+rä_ry(r\":j:)ffi-or:0

i O,7, ..., minf2, (t;l:, si p<q.

On en déduit immédiatement que

{),- o, i:o,1,...¡ m*n*3,

donc que .f(rry) est au plus de degré mIntZ. Ce pol¡rnome est
donc de la forme P(rry)*#^+,+z(rt!), oìr P(ø,,y) est un polynome
arbitraire de clegré m, !- tt. I L Pour déterminer le polynome
þmpnrz¡ il est avantageux de l'écrire sous la forme ö^¡,¡z(ny):

mtnj2: >
j:0

nombre imaginaire conjugué de ø. On a bierr entendu, ci:c,p*n*z:j,
Ce polynoute iloit vérifier l'écluation

(!- + tL1(z*t) 12 -*e_1t"+'t\oz ãl lu-'A) Ónln¡z= t)

clonc,
T'ou,t polynome qui est un pseüclo-polynorn'e dlord're (*, n)

cløns lø cliieclion T¡ et un pseudo-polynome d'ordre (m',rt'') dans

la d,irection T, est am, pltts d'e d'egrë nn+ntm'*n'+2'
Supposons mt:l?r¡ 2':2. De (66) on déduit facilement que

poor. qll" ¡(rry) soit un pseudo-polynome cl'oldre (nt, n) dans toute

q
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quel qtLe soit /', On trouve qtLe

coeJificients A, B sont d'rLue f'orrne Lm pett plus générale cltLe (64),

(65), mais sont, en tor-rl cas, cle la forrne (28) (pl"r,s exactement de

la l'orme (29 ). NotLs pott\¡ons clono énoncer 1a propdété suivanle:
La Jonction linëc¿irent'ertt ntesu'rable la pht's générale, dont

u,ne cliffirence cle seconcle espèce clatzs une direction T1 et un'e

diJference de prentièr'e eqtèce clans u,ne clù'ectiott,'12 , cottt'plètetnettt

d,istincte de'I 1, sont nulles iclen'tic¡uent,ent, est un polyn'ome'
La forme de ce polynorne est d'ailleurs, évidemment, celle

trouvée plus haut.
On peut supposer Ia fonction mesurable (superficiellement) et

le résulta[ subsiste encore. En ef1.et, on clémontre fäcilement que

la fonction est linéairernent mesurable' Soit B, I'ensemble (de me-
sure ó¡-ø,) des o poulr lesquelles .f(n, y) est une fonclion rnesu-

rable cle y. Soit rs une valeur de n ef tenons compte clu fait que

Jì(r', jr') tterifíe l'éqr-ration Li," "'ft(u'r.y'): o. Faisons varier tr'

eL y' de nranièle qLre l'on ait constammertL ço-ar'*ßy'. Por;r:r

t<-rn:t couple cle Lelles valeurs de n', y'r Ies nornbres r¡! (ai * []j)1,,
i + j> 0 appar:tiennent ¿ E"r poul presqtLe toules les valeurs de

h. En particulier, il en est ainsi pouLr des valeurrs aussi petites que

I'on veut de h,, ce c¡ri stLffil" portr conclure clue f'('t, yl est mesu-
rable cle y pottL- torLl- .r. On démontre cle la même manièr:e clue

.f("', y) est une foncl-ion mesurable de ø por"rr toute valeur d. y,
RemarqrLons ![tte, en r-éalilé, la fonction f @, ,y) vérifie un système

cle derLx équations de la l-orme (51). La seconde de ces équations
est juslement de la forme indíc1ué à la lin du Nr" 31, qui assure

la linéaire mesurabilité.
On pourr:ait encore généraliser le résultal précéclent, en sup-

posant clue dans la premiere direction seulemenl une clifférence
cle première espèce est. nulle identicluement. Bien enlendu, on

slrppose que la fbnction vérifie encore certaines condibions, sous

lesquelles on perLt af.firmer qr-L'elle est un pseudo-polynome'
I)ésignons par /¡NI1 la valeur de la fbnc[ion au point M(ø,y) :

M. N. CronÄrnscu [3f a dénonLré clrLe si la fonction vérifie I'éqLLa-

lion fonctionnelle

(68) l'.M¡ ¡/çlvl'¡ = l'ilM2) * "f(Ms)
pour tout cluadruple cle points N{, Mt , Mz, i\{3 l'ormant urì rec-
[angle (M, M, sommets oposés', elle se réduit à

C (rz¡y ) I Cp *q I l0s'
M, N. CronÄ¡lsscu suppose l'existence des d.érivées de deux pre-

t.,''

nlt
(62) "i)err ("1"t)1";IÐ 0, i:o', t, "' , 'zrt'!nt2'

r: o

pour quelques valeurs d'e nt eL r¿

rL n1, ó "*2

0 pair C(ez ¡ 2

nr+ t 0I carre

1 m+3: pz (t"2 * ç2n ! czrf

Srnl 10 clif-
2 t d.'un carre 0

+ m!4

Cçøz¡yz¡ 22 'un carré
parfait

2 impair, 3m*7O:P2 (rz * 2 (czo ¡ czo

2 pair, 3nt' { IO =Pz C(øz ¡ (nz * +c
n

C¡ n"-i y"-i Inzi+z * (.- t¡i ,zi+ztnl/ - rL
\st
Zrj:o

Ici C, C, , ' . . sont des constantes réelles et c une constante

complexe arbitraires.

36. - Faisons quelques remârqúes sur les résullats précédents'

Le pseudo-polyno-J ffi, y) du Nr' 33 a été soumis en réalité à

la seule condition cle vérifier les éqrratioIl' L[i,'"'"h 'ft(*" y'): O'

oi^:lr^.fr(r'¡ y'): o' si., plus généralement' rlotls $üpposons que

f:(;r"y; vérifie une certaine équations de première espèce¡
'4" 

"'fr(r'rq)= 0, nous oblenons' en parLie arL moins' les mêmes

résultats, La seule clifférence er que res équations vérifiées par les
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niers orclres cle f(.rrl). On voit clue le résultat. cle M. N' Crontr-

NEscu subsiste sous cles hypoLllèses bearLcorLp lllus générales' Par

exenrple, sotLs les hypoLhèses slLivantes :

:In. 
f@., y) est tLne fonction uresural¡le'

20. i'équotiott (68) suLbsiste si M, M, , ll2 
' 

N43 lorment rtn

rectangle à cotés parallèles atLx axes Or¡z'

3"0. l,équation (68) s[bsiste aussi si M, n{r , 1\42, M, f'or-nrent

tttt ccu.rë o 
"ôt¿r 

parallèles arx axes cl'rrne clilccLio11 r'ec[alrgr-rlaii:e

'I", conplèternenl- cli,sLincl-e cle 'lle '
lln effet , f (ur,y)cloiL êLre cÌe la folrre Cnz+ OtJ/z ¡ Crn * C2v 't 03

et la condiLion 30 donne encore C:O''
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