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GENERALISATION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE
RENCONTREE PAR G. DARBOUX
PAR
D. V. IONESCO

Professeur a la Faculté des Sciences de Cluj (Roumanie)

1. G. Darsoux ') a montré que si dans la formule

h
2 3
f (fl+bx+cx2)dx:a/1—_|—c—2hf_|r% ,
0

on remplace dans le second membre les constantes a, b, ¢ @ l'aide

des valeurs % (0), ¢ (3), w (h) que prend le polynome du second degré

9(x) =a+bx+ cx?
pour x = 0, x = g, X = h, on obtient U'identité

i 1

(1) J cp(x)dx—g[qs(o)m(g) ) |

qui est vérifiée aussi par le polynome du troisiéme degré.

On peut former des identités analogues a lidentité (1), en suivant
la méthode precédente, mais en partant d’un polyndéme de degré quel-
conque.

Par exemple, en partant des polynémes de degré 3, 4,5 et 6, on a
les identités :

h

@ [ swax=tles5(f) 1 33(2) 50

=0

1) (3. DARBOUX. Sur le centre de gravité de certains volumes. Note publice
dans le cours de Mécanique de DESPEYROUS, pag. 383.
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I

h h\ - h 3h
“ = =17 <+ 320 (= ol [ 3201 — 1T
(S)L o(x)dx 90[7(0) -3 ,(4)+]2’?(2)+329(4)+ ,(/'1)]
h
h h 2h
e & 750 [ £ 50w
(4) 1@(x)dx 288[19r(0)+ 5,(5)+ 9(5)
3h h
500 [— o |— 7]
+ 0.(5)+75p(5)+19,(h)]

h
ﬁ_i[ : o2 o (1) 4 o7, (1
(5) f p(x)dx—840 419(0)+216P(6)+27‘(3) {272],(9)

0 -

4279 (233) + 216@(-56”) + 4l (/1)] .

On vérifie aisément que les formules (3) et (5) sont satisfaites, la
premiere par un polyndme quelconque du 5° degré et la seconde par un
polynome quelconque du 7¢ degré 2).

Dans ce travail nons allons généraliser le théoréme de G. Dareoux
et démontrer que I'identité analogue a (1), formée en partant d’un po-
lynome quelconque de degré 2p, est satisfaite egalement par un poly-
nome quelconque de degré 2p 4 1.

- 2. Considérons la formule

x
© | (Ag+Ax +A, X+ ...+ A, x") dx
)
Ax® A X U

=Agx+—+22 4 4
s 2 3 n+1

et dans le polynéme
?(X)=Ay+Ax+ AL 4 A X

n

remplagons successivement x par

0, % 2% (1-Dx
3 n’ n!"') II ]

%) On rencontre les seconds membres des formules (2), (3), (4), (5), ........
aussi dans le caleul approché d’une intégrale définie en suivant la méthode dinter-
polation de LAGRANGE et en divisant Uintervalle d’intégration en parties égales.
(E. GOURSAT, cours d’analyse mathématique, Tome I, 1933, p. 266).
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Nous aurons les équations

"F(O):AD'
X 1 1 2

2x 2 2° 2"
"F()) :Aﬂ+ ;;Al x+?A2x2+...+—ﬂ' A"x”

n

2 n
n n 2 n
() =A,+— A x + S5 A x4 ...+ A
n n
que nons allons résoudre par rapport a A, A X; Ay o sk, x" et porter
ensuite ces valeurs dans le second membre de la formule (6). Nous
aurons une identité de la forme

X
x
(7 {fp(x) dx—x[a'.o'.p((})qL'f.]’p(n) 4. . e r5(\)]
v

Off. Bgy By « o By sont des constantes.

Pour calculer les constantes o, 2. .., 2,1l est préférable d’écrire
que Uéquation (7) est satisfaite lorsqu’on remplace 7 (x) succes-
sivement par

1, x, x2,...,x".

Nons aurons ainsi les équations

rj'(] L{” 7‘1+ az—i_- . -+ dfl = 1

1

DLI+2012+...<|*HO$”:R ?

(8) o+ 2%, + ... +nla, =n? L
/i by T e n 3

1
7‘;+2ﬂ R A o n'ap= ﬂnm

On peut donner les valeurs des constantes o, al'aide des intégrales
définies. En posant

HUZOJ 0:—) 02: Ty e ey 8”311
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e e —ee————

on a

o=
L

J (E=8). (=0, (-0, ... s,

— e v TV D)
" (Hfﬁao) i (ﬁf%ﬁi— 1) (ei"_ﬂi+1) 13 (ﬂr‘"’“u)

mais nons n’aurons pas besoin de ces expressions,
Remarquons que les coefficients “pr Apa- - oy o, Clant déterminés par

les équations (8), nous avons I'identité,

y

L — A

(9) f “(x) dx= (- —)x)[ﬂﬂ @ ()\)—{—011’9 ( bl =i ) A=

Ji B 2

L— A i

+ a9 (A 4 Iﬂ;—.) ey nud o, 9 ((L)J

valable pour un polyndme quelconque de degré 1, et quelles que soient
les constantes ) et p.

tionnelle (9), doit étre satisfaite quelles que soient leg constantes X et .
3. Considérons une équation fonctionnelle de 1a forme 9),

I
-— > > .—’)\ o 7]
(10) {’P (x) dox=(—2) [Fn ¥ (M489 (H”;*) FoHp (;L)J

I3

ou j3, s .., B, sont des constantes données et donnons la méthode

d’intégration, la fonction inconnue v (x) étant supossée continue et ayant
des dérivées de tout ordre et I'équation fonctionnelle devant étre satis-
faite quelles que soient les valeurs de A et p.
Posons
h=h—k , p=h4 &
I'équation fonctionnelle (10) devient
htk

[ 2i—n

(11) Fl ©(x)dx=2k [30 e (h—k)+. .. +8, go(/z + —= fc)+ =
n
h—k !

48,9 (1 -Hr)].

En développant en série les deux membres de cette formule, suivant
les puissances de , nous avons I’équation

p K _, / TS / R B L
¢ (h) + ETR (h) +5Tf (7) T =To%( l)+flT:P (1) + 1, Tk )3 M

o A Vg .. sont des fonctions linéaires de Bor Bips « 2 B,
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L’équation précédente devant étre satisfaite quelle que soit la va-
leur de k, nous avons les équations

=19 =0
1 () =0

- (3= F® =0

en nombre infini.
Supposons que les constantes Bg» Bpo- -5 B, soient telles que dans

ces formules, les coefficients de ¢ (), 2 (h),. .., 9@ (h) soient nuls, tandis
que le coefficient de «/@*+1 (/) ne soit pas nul. On satisfait & toutes les

équations (12) en prenant pour ¢ (/) un polyndme quelconque de degré
g. Donc dans ce cas l'intégrale de I'équation fonctionnelle (10) est un
polynome quelconque de degré q.

Lorsque 1,71, cette intégrale est nulle.

Nons allons maintenant déterminer les constantes Bis Byyssss By de
facon que le degré ¢ du polyndme, qui représente 'intégrale de I'équa-
tion fonctionnelle (10) soit le plus grand possible. Comme nous avons
n + 1 indéterminées nous pouvons annuler dans les formules (12) les

coefficients de ¢ (), ©'(h),. .., ¥™(h), d’oit résulte que ¢ = n. Nous dé-
montrerons que dans ce cas, I'équation fonctionnelle (10) coincide avec

I’équation fonctionnelle (9).
4. Nous allons distinguer deux cas suivant la parité de n. Suppo-

sons d’abord n = 2p.
On peut écrire I'équation (11) de la fagon suivante

h+k
sk sk
o (x) dx = 2k Epp (h—~)+ 8, o(h) + Zﬁw . (h+ )
v h—k
En développant les deux membres suivant les puissances de k
nous avons

2(2 +])] rr( )(]1) ZPP L E ( ) '.F(-")(h) +- ﬁ ".D(h)

= r=

(=1

sk\™ (") (f1)

P o)
. N ([Sk\" ¢
+ Z Povs (TJ) 2
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ou encore
o@D (h) o . o (k) k'
; '(2’,_{7 1 )! k ,»Z ( ( E S rap S) pr r (h)
SHLal 9“ () K"
+ ; (SZ::I § 'jp+.v) D Fl°

En identifiant les coefficients de k' (/=0,1,...,2p), nous avons
le systéme d’équations linéaires en Bes By ey ﬁgp

2p
B 7] J—
g, -

e

(13) E'zj :—2182] lop S+ZSZJ lﬁp{vﬁo (j-;l 2 p)
p pg_f
Y s, 4 Y e, s U=L2...p)
§=1 s=1
oit nous avons noté par E, E, ..., E,, les premiers membres de ces
équations.

Supposons maintenant n = 2p + 1.
On peut écrire I'équation (11) de la fagon suivante.

h+k
£ 2541 28 41
f,a(x)dx—2_k E o S‘(h— )+E p+s+1f( +m—il{)

fi—k =0

En développant les deux membres suivant les puissances de £,
nous avons

27 p ® r ()
E (h; 2r n 3 Z ( 2‘&[() D(i
r= (](2f+])' 5=0 p_‘gr: 2p+] f'l
‘D 2 (2541 rpm
5 AR
+§"’“”§)(2¢7+1 ) rl
o0 P (r) r
Py K
— —1 2s+1) @ ) {
Bevr(Zess, Jgh L

A

© /P
1’0 ]’
;(Z_] (2s+1) ,JWH)(Z :n]) =
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En identifiant les coefficients de &’ (j=0, 1,. . ., 2p+1) nous avons
le systeme d’équations linéaires en §,5,,. . ., Bapy 1

; L ; 2 2f
E'y=Y@s+1)%g,_ +2(2s+ 1y, ,,,,= CotD"
§=0 2j+1
(14) (/=0,1,...,p)

D .
21+1 2(23‘!‘ 1)2J+Ir2 —S+ 2(23+1)2J'+1 ﬁp+s+1 -0
s=0

(j=0,1,.::;p)
oll nous avons noté par E E . 2p+] les premiers membres de ces
équations.

5. Nous allons démontrer maintenant que le systeme d’équations
linéaires (13) ou (14) est équivalent au systéme d’équations linéaires
(8), suivant que n=2p oun=2p+-1.

Considérons d’abord le systeme d’¢quations (13).

La premiére équation (13) est identique a la premiére équation (8).
Faisons la combinaison linéaire

(15) Fp=E,;+CpEy, 1 +Co P°Eyy_ o+ .. .+ Coip™E,
2 4 2]
e T sz)
=P+
(2j+1 2j—1 2j—3 1
(j=],2,,p)

olt nous avons noté par F le premier membre de cette combinaison
et par C.zj le symbole des combmalsons.

Dans le premier membre de la formule (15) le coefficient de

Pp_s sera
—C;I.ps +C2 Bgfi—2__ ..+C§jp2j—(p~s)2j
et celui de 8, sera
2’+C2J g5 —&—Csz i e T +Cijp2"f (p + 8)*.
D’autre part, nous avons
c c c2, 22

2j 2] 2]
e R T
S 9l @ 2 i @ji

1
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de sorte que la formule (15) devient

P o P - 2j
L0 =78, + Y (prs¥s,,,_C0)"
=1 §=1 2.]+ 1
ou
2p 27
S ¢ :

Ces équations sont justement les équations de r
systeme (8).
Faisons aussi la combinaison linéaire

ang impair dans le

-

(16) Fy (=Ey_ l""C;j— 1P By +ng—ll‘nz EZfﬁS—F"”"Cg: ![pzjﬁlEU
I 3 2j 1
__pz_f_1(cz‘j~1+c_'{j;l+ L +Ci_l.)
31 ' Bia i
G=1,2...,p)

ou nous avons noté par szﬂ le premiér membre de cette combinaison.
Dans le premier membre de cette combinaison le coefficient

de 3, _, est
pa_f - [‘*Céj_l sz_f—2+cij—1 .g2p2j73 — e C;j:isz,f‘ ]:(p i S)Zj*-[
et celui pe B,y s est
PTGy e TG e Gl g
D’autre part, on a
| 3 2j—1 2j—1
S| Gy G 2
2j—1 2j-3 1 2
de sorte que la formule (16) devient
2p 2j—1 )
321'13.\_:@&‘*. V=12..,p
s=1 2_]

Ces équations sont justement les &
systeme (8).

Nous avons donc prouvé que le systeme d’équations linéaires (13)
est équivalent au systéme d’équations (8).

quations de rang pair dans le
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Passons maintenant au systéme d’équations (14).
La combinaison linéaire

7 1 ’ ]7 ‘ o o i 7
FEJ:F[EH 0 R H A D B e + R 1)‘”El,]
2 "B 2
@ o M+C_”J’
94 2741 " 271 1

G=01...,p)

se reduit comme plus haut a

2p 4+ 2f
210 (2[)-!—1)7_ i — 0.1
Sen-Cpits v-otp

ces équations coincident avec les equations de rang impair du sys-
teme (8).
De méme la combinaison linéaire
. 1

3 p 1 ’ 2 1 2j+Hg,
Fy i =W[Ezj+l+t2j+l(2p+l)E21 JrCEjL(z‘UjL I EU]
2j+1 3 Bl
C@pr i e Czj-.;w_,_ﬁiil]
289t L2417 2/-1 1
- K G=01..p)
se réduit a
2p+1 2j+1
gty _Cp+ 10T (F = 0, 155.00,.0)

= T aiug

et ces équations sont justement les équations de rang pair du systeme (8).
Nous avons donc démontré que le systéme d’équations linéaires

(14) est équivalent au systéme (8).
6. Remarquons sur les équations (13) et (14) que les coefficients 7
sont égaux, deux a deux. D’une facon précise on a

e fSers (821,2,...“0)

§

p—s
pour le syeteme (13), et
B s =8 (8= 0; 15z .s.0)

pour le systéme (14).
En effet, on peut écrire les équations de rang impair dans le sys-
téme (13) de la fagon suivante:

P

ZSE‘HPPH*"EP—J = 0 (/=12 ...,p)

5=1
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Dans ce systéme d’équations homogénes ot les inconnues sont

Bors—B,_s(s=12...,p), le détérminant du systéme est différent

de zéro, d’ot résulte que

IJP-{-S == fjpis_

En considérant aussi les équations de rang impair dans le systéme
(14), on démontre de la méme fagon que

ﬁ,D-FSJrl = ISpfss"

7. Il résulte des propriétés établies plus haut que lorsqu’on part
d’un polyndome ¢ (x) de degré pair n = 2 p, lidentité (9) qui généralise
I'identité de Darsoux, est

! P

ott les coefficients o, =, .. ., @, sont donnés par le systéme d’equations

linéaires

1
Bt oy tagt ... ta, b, =5

2 A2 2
Poy+t@—D'q +(0—=2a+ ... to, =5

18)  plag+(p—1D'e + (=Dt + ...+, =L
2p __132p 2P -
g+ (p—1)% o+ (p—2) a2+...+ap_l_%2(2p+l)

De méme lorsque le degré du polynome ¢ (x) est impair n—2p-+1,
I'indentité (9) est:

00 [[vaen Sfofosst) o)
A

‘t:l

AR = s, ’
ott les coefficients o, 2

1+« +» %, sont donnés par le systéme d’équations

Ii-néaixes
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1

oy L o=
’ ) ’ £ i 2 ] 12
Cp+1) a+Cp—1) e +@2p—3f o+ ...+ = Lpz_fif)
- , ; / Gpe)
20) @p+1) '+ Rp—1D'+Rp—3) o+ ... +o—= (‘pz.s )
v @pti)E

o " zﬂr’ o2 /] — ¥l
@p+1)"ay @0 — 1) 2+ 2P =3 + ..+ = gEry

8. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme
énoncé au début de ce travail, c’est a dire: I’équation fonctionnelle (17)
a pour intégrale un polynome quelconque de degré 2p -+ 1.

En effet, si nons intégrons I’équation fonctionnelle (17) suivant la

méthode donnée au No. 3, les premieres 2p+1 équations (12) sont satis-
faites quelle que soit la fonction ¢ (x), a cause des équations (13). L’équa-
tion de rang 2p + 2 est également satisfaite a cause de la symeétrie des
coefficients «_ démontrée au No. 6. D’autre part le coefficient de ',5(2’(’,;2)

ne peut pas otre nul, car s’il était nul, on aurait aussi
5 o p2p+2
2 12
pP+ qﬂ+-(P—])p D‘.1+...—|—'Zpﬁ1:2(2T3—j
ce qui est impossible, puisque le determinant

1 1 I ::s 1 i3

1 22P 33.0 ”‘pzp

2p+3

est different de zéro
Donc l'intégrale de I'équation fonctionnelle (17) est un polyndome
quelconque de degré 2p + 1.

conque-de degré 2p+ 1.
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-
Applications.

9. @) Nous allons donner d’abord une interprétation géomeétrique
de la formule (17).

On a vu que si o (x) est un polynéme de degré
g=2p+1,
nous avons

(17) ﬁ e (x) dx= (p— }\))Sﬁ o, [fp (;\ 1 f,J-;p)\) +o (P- 7811.2—;}\)]

ott les coefficients o «, sont donnés par les équations linéaires (18).
Sur la courbe

y=9(x)
prenons les points M, ayant pour abscisses i -+ i i (: . g )

La somme des coefficients o etant égalea 1, I’ expressmu

e (v+) e (nmstsd)]

s=0
représente I'ordonnée Ty AU barycentre K,y 1des masses proporti-
onnelles @ o, placées aux points M, et M (z‘ =0, 1,005 p).

Nous avons donc

f ¢ () dx=@—3)n, , .

v

et cette formule montre que [aire limitée par un arc M, M de la
courbe y = 9 (x) par l'axe o x et par les ordonnées des pomts M, et
M,,, est egale a laire du parallélogramme construit sur les vecteurs
—_— —

My M, et K, Kypi1» Kopey €tant la projection du barycentre Kog i1
sur I’ axe 0%

Cet énoncé étant vrai quelle que soit la position de I'axe o x par
rapport a la courbe, il généralise la formule bien connue d’Archimede
pour l'aire d’un segment de parabole, qu’on obtient en prenant p = 1 et
en passant I'axe o x par les points M, et M, 3.

Remarquons encore que e point Ky, .1 est le milieu du segment

Mg M3, ot My et M, sont les projections de M, et M, o Sur l'axe o x.

a9 E, GOURSAT Cours d’analyse mathématique Tome I, 1933, p. 163,




GENERALISATION D’UNE E:Q_UATION FONCT. RENCONTREE PAR G. DARBOUX 89

b) Pour calculer I'aire limitée par un arc quelconque de la courbe
y = o (x), ot le degré du polynome o (x) est au plus 2p + 1, l'axe ox
et les ordonnées des extrémités de I’arc, nous pouvons également appli-
quer la formule (19)

T T ) H e = A

Ve

o1 les coefficients o sont donnés par le systéme d’équations linéaires (20).
En premnt sur la courbe les points M} dont les abscisses sont

X l—- (i=0,1,..., 2p+1), nous déduisons que /'aire limitée par

larc de courbe My, M, ., l'axe ox et les ordonnées des points Mg ,
M3, y1 , est égale a Uaire du parallélogramme construit sur les vecteurs
> >
My My €8 Koo Kopyo oit Koy est le barycentre des masses o pla-
cées aux points M; et M;p+141‘ ({=01,. ; o, P) &t Kop 12 est la projection
de Kopo sur Uaxe o x.

Nous remarquons que le point Kap42 est le milieu du segment

My Mape(, oii My et Mayy; sont les projections de My et My, sur
I'axe o x.

¢) En comparant les deux énoncés précédents il résulte que si nous
considérons une courbe y=2(x), ott ¢ (x) est un polynome de degre
q=2p-+1, sur laquelle nous prenons les points M, d’abscisses
Yo-fit % (i=0,1,...,2p) et les points M; d’abscisses A+i - —l)\l
(i=0,1,...,2)+4 1), le barycentre des masses o, placées aux points
M; et Ma,; (i=0,1,. .., p), coincide avec le barycentre des masses o
placées aux points M; et Mapy1-;(i=0, 1,..., p).

Par exemple, si le polynome  (x) est de degré au plus égal & 5,
le barycentre des masses 7, 32, 12, 32, 7 placées aux points M, d’abs-

cisses A+ i & Z % (i=0,1,2,3,4) coincide avec le barycentre des mas-

ses 19, 75, 50, 50, 75, 19 plaCées aux points M; d’abscisses A - IU‘ ; A

(i=0,1,2,3,4,5).
10. Voici une autre application géométrique de la formule (17).
Considérons sur la courbe

y =1 (x),

ot 7 (x) est un polynome de degre 2p | 1, les points M, ayant pour
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-—i__.__________k—7¥\_i
o= A

abscisses A/ (i=0,1,...,2p), et la courbe, représentée par
I'équation
Y=, (x)=C, x*" 4 Coa et . + 5
qui passe par les points My M, ..., M,,. On détermine les coefficients
C, par les équations
@1) N R ) NP PO et A (i=0,1,...,2p)
2p 2p

¢ (x) et o, (x) satisfont & I'équation (17), et tenant compte des équations

(21), nous avons
M 1
f '-?(x)dx:f Qi(x) dx.
2 i

Cette formule montre que si nous désignons par S, Iaire limitée
par les deux arcs de courbe M,_ M@i=12..., 2p), nous avons

SI+SS+...+821H:SZ+S4+ o+ 8y,

c’est & dire, la somme des aires de rang impair est égale a la somme
des aires de rang pair.

11. Faisons maintenant quelques applications relatives au centre
de gravité de I'aire limitée par un arc de la courbe representée par
I'équation
(22) y=p()=A X"+ A X" A,
un arc de la courbe
(23) y=%(x)=Byx"+B x""1 .. 1B,

et deux paralléles a I'axe 0y.
a) Supposons d’abord que net n'=2p. Prenons sur les courbes
(22) et (23) les points M, et N, ayant pour abscisses
mo— A
2p

x:)\.—f“[- !':0,1,...,2
i P

et désignons par

Y, =N;M;=2(x) — ?y (X,

Nons allons démontrer que /e centre de gravité de laire limitée
par les ares de courbe M, M, et N, N,, ainsi que par les segments de
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droites Ny My, N,, M, a la méme. abscisse que le barycentre des
masses o, Y, et o, ‘(p+iplacées aux points M, et MPH. (1=0; L;: 7Y
les coefficients =, étant donnés par les équations linéaires (18).

En efiet I'abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

’[f
f[xdxdy f x[2(x) =7 (x)]dx
&: v 1 .

(fa’xdy [ [2(x)— 9, (x)] dx

4y

Les polynomes 9 (x)— %; (x) et x[¢(x) — 9, (x) étant de degre
moindre ou égal a 2 p + 1, satisfont a I'equation (17) et par suite nous
pouvons écrire.

p
Z{;(q’ X Yot oy Xpps Vo)
1=

3 5 —
;)(qi Yok, Youe)

ce qui démontre le théoréme eénoncé plus haut.
Le théoréme précédent est encore valable si
n=n"=2p+4q;
pourvu qu’'on ait
A, =B, (i=01,...,g—1)

Par exemple, considérons le trapeze N, My M, N, dont les bases
paralléles & oy sont Ng My, N, M, et désignons par N, et M, les points
ot la paralléle & oy equidistante de N, M, et de N, M, rencontre les
droites N, N, et My M. Le centre de gravité du trapéze a la méme
abscisse que le barycentre des masses Ny My, 4 N; M, N, M, placées
aux points My, M, M,.

La méme régle s’applique si 'on remplace un des segments de
droite My M,, Ny N, ou les deux, par des segments de parabole ayant
les axes paralléles aux axes Ny M, et N, M,.

b) Les polynomes ¢ (x) — ;(x), x [2(x) %, (x)] etantdedegréau
plus égal 4 2p 1, satisfont aussi a I'équation (19). Prenons donc sur
les courbes représentées par les équations (22) et (23) les points M; et N;

ayant pour abscisses
/ . — K
X; = A1 JJ_.__

e (i=0,1,...,2p+1)

et désignons par
Y, =N; M, = (x) — 4, (x).
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En reprenant la démonstration précédente nous arrivons a la con-
clusion suivante:
3 r 3 . ’ ’ ’ ’ A
Le centre de gravité de I'aire Ny My M, N, .. @ la méme

abscisse que le barycentre des masses oY, et “p—sz+f+1 placées

’

aux points M | et M, 6=0,1,..., p), oit les coefficients o, sont
donnés par les équations linéaires (20).

¢) En comparant les résultats précédents nous arrivons au théo-
réme suivant ;

Si nous prenons sur la courbe representée par I'équation (22), les

points M, ayant pour abscisses

xf.:k+i”‘2;)—‘ (i=0,1,...,2p)

et les points M, ayant pour abscisses

8, = il A
2p+1

et si nous désignons par ¥y ef Y;. les valeurs du polyndme

Y(x) =2(x) — %, (x),

(i=0,1,...,2p+1)

pour x =x, (i=0,1,...,2p)et x — 2, 0=0; 1. .. 25 1), le degreé
de Y (x) étant au plus egal a 2p, le barycentre des masses o, Y, et
ap_; Y, Placées aux points M, ef M il =10,1,. . p) a la méme
abscisse que le barycentre des masses o Y, et % Y‘HJFH_1 placées
aux points M; et M, . @G=01,..., p).

Dans cet enoncé les coefficients %, sont donnés par les équations
lineaires (18) et les coefficients %, sont donnés par les equations li-
néaires (20).

Par exemple si nous prenons sur [a parabole

¥y =Ax%+ Bx + C,

Atp.
les points M,, M,, M, ayant pour abscisses A,—;ri voet les points

’ ’ ’ ’ - A1 )u. i A
M, M|, M,, M, ayant pour abscisses A, z%ﬁ, 22‘1, pet sinous no-

tons par y,, y,, y, et y,, 1, v., v% leurs ordonnées Uo= Yo ¥, =) le
barycentre des masses Yo 41, ¥, placées aux points My, M, M,, a la
méme abscisse que le barycentre des masses y;, 3y;, Sy;. y;p[acées
aux points My, M, M, M,

12. a) Nous allons considérer maintenant I"aire limitée par un arc
de la combe (22), I'axe Ox et deux paralleles & I'axe Oy,



GENERALISATION D'UNE EQUATION FONCT. RENCONTREE PAR G. DARBOUX 93

Supposons que
Zpn<2p+1

et sur la courbe prenons les points M, ayant pour abscisses

x,=h+1i A (i=0,1,,..,2p)
2p

et désignons par y, leurs ordonnées.

Désignons par K le barycentre des masses z, J; et o, ; Vpys placées
aux points M, et M, (i=0,1,...,p)etpar K" sa projection sur I'axe
0 x. Nous allons démontrer que le centre de gravité G de laire limitée
par laxe de courbe M, sz, Paxe O x et les ordonnées des points M
et M, , est au milieu du segment K'K.

En efiet les coordonnées £, 7 du centre de gravité G sont

I
{fxdxdy {xydx

- v
£ = ]

’rfdxdy {ydx

L

(24) . '
’ryfydxdy {yzdx
SN St W—

5
f’{dxdy {ydx

Dans ces formules y est le polynomie (22). Les degres des poly-
nomes y, xy, y2 étant plus petits que 2p + 1, nous pouvons appliquer la
formule (17) et nous aurons

p
PINCTED TR MRS PR
E., = i =0

P
Yyt % V)
=0

p

E (% et Hp—i yfwr‘)

i =0

P
Y@yt % Y00
i =0

~q~1
2

ce qui démontre notre theoreme.
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—

Par exemple sur la parabole

y=Ax*+Bx+C,

prenons les points MU,'MI, M,, My, M, ayant pour abscisses A, 3;‘4@
A+ p A4 3p

2 4 7
Le centre de gravité de I'aire limitée par l'arc de courbe M, M,,
'axe O x et les ordonnées des points My et M, est au milieq du segment
K"K, oit K est le barycentre des masses 7Y0, 321,12y, 32y, 7y, placées
aux points My, M,, M,, M,, M, et K" est Ia projection de K sur O x.
b) Nous pouvons appliquer aux intégrales qui figurent dans les
formules (24), la formule (19). Nous aurons alors Ie théoreme suivant.

Si nous prenons sur la courbe representée par I'équation (22) les
points M; ayant pour abscisses

i et désignons par Y, leurs ordonnées (i = 0, e L

—A

2p+1

x;:.)\—J—i (t':O,I,...,2p+1)

r . 4 ’ . r -
et nous désignons par y; leurs ordonnées, fe centre de gravité de laire

limitée par l'arc de courbe M; Mzm-v laxe Ox et les ordonndes des
- L4 / »'Ey " / 3 ’
points M, et M, .. est au milieu du segment K™ K, ot K est [e bary-

T ) s ” . ; ’
centre des masses o AL S IR p!ace.f_js aux points M; et Mp+r-+1
. Les . .
(=01, .. D) et K est la projection de K sur l'axe O x.
¢) En comparant les théorémes précedents nous arrivons au résultat
suivant :

Si nous prenons sur la combe
y=Ax" A X" A
oll
2n<2p41,

les points M, ayant pour abscisses

. p— A .
xi:A+zP—2? (i=0,1,...,2p)
et les points M, ayant pour abscisses
X; =A+7 zppjll (i=0,1,...,2p+1)

et nons désignons par Y, et y, leurs ordonnées, /e barycentre des masses

* Y eta, .y, placées aux points M, et Mp-u E=4,1. . . P), coin-
. / 7 ’ =

cide avec le barycentre des masses %y efa, , Vpiiy1 Placées aux
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points M;. et M, (i=0,1,...,p), les coefficients o, étant donnes par
les équations linéaires (18) et les coefficients m; ¢tant donnés par les

équations linéaires (20).
Par exemple, prenons sur la parabole

y=Ax24+Bx+C,

les points Mg, M;, M,, M3, M, ayant pour abscisses A, 3 }\;— B , A ; o )

S ot Tes points M, M,, M,, M;, M;, M; ayant pour abs-
1 t or My, My, Mg, My, Mg ay

, . et désignons par y;

cisses A, e 2 5 = .

et y; leurs ordonnées.

Le barycentre des masses 7Yy, 32y, 12y, 32Y3, 7Y, placées aux
points My, M;, M,, Mg, M, coincide avec le barycenire des masses
19y,, 75Y,, 50y, , 50y;, 75y, , 16y, placées aux points M,, M,
M, My, M,, M.

13. Les résultats précédents peuvent étre généralisés en consideé-

rant des aires non homogenes.
Considérons comme plus haut 'aire comprise entre les droites x=4,

x = p et les courbes représentées par les équations

y=Ax"+A X"+ ... +A,

4N +p 3hH42p 2K+ 3p A+4p
5

(25)
y,=B,x" +Bx" '+ ... +B,

et supposons que la densité soit en chaque point (x, y) de la forme
p=Q)R(Y)

ott Q (x) est un polynome de degré g et R (y) est un polynome de degreé r.
L’abscisse du centre de gravité est donnée par la formule

[xQ(X)R(J’) dxdy f x Q(x)S(x)dx
/o i

ff@ (X)R(y) dxdy f Q(x)S(x)dx
3

[

oll nous avons posé

(27) S(x) —f R(y)dy.

»
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Dans cette formule y et y, doivent étre remplacés par les for-

mules (25).
Supposons que n° < 11; on voit immédiatement que S(x) est un

polyndme en x de degré i (r + 1). Les produits Q (X)S(x), Q%) [x)
sont des polynomes de dégrés g+ n (r + 1), ¢ +1+4n (r+1). Nous
pouvons prendre alors un nombre p tel que

g+n(r+1)=<=2p

et appliquer aux intégrales de la formule (26), la formule (17), ou bien
la formule (19).

Nous arrivons aux résultats suivants:

Prenons sur les courbes (25) les points M, et N, ayant pour abs-
cisses

TR |

=01, ...,2
2 (i p)

x[-:}\.+i

et les points M, et N} ayant pour abscisses

IJ. = )\

i=0,1,...,2p+ 1).
T ( p+ 1)

X;=h+i

L’abscisse du centre de gravité de 'aire non homogéne comprise
entre les arcs de courbe My M, , N N,, et les segments M N,, M,, N,

la densité en chaque point (x, y) étant
pP=Q(x)R()

coincide avec I'abscisse du barycentre des masses @ Q (x)5 (x,) et
%, ; Q (x,,)S (xp_H.) placées aux points M, et M, (i=0,1,...,p)
ou avec l'abscisse du barycentre des masses cxI Q (x:.) S (x[f) ef
%, QX100 S (X, ,.,) placées aux points M;et M) .. (i=0,1,...,p),
S (x) etant le polynome donné par le formule (27).

14. Considérons maintenant I'aire non homogéne comprise entre
les droites x=X, x=p, I'axe O x et la courbe

(28) y=A, x"+A X" 4A
et supposons que la densité en chaque point (x, y) soit de la forme
p=Q(x) )y

ol Q (x) et un polynome de degré g.
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Les coordonnées du centre de gravité G de cette aire sont

: #
f {x Q(x)y" dxdy [ xQ(x)yt dx
o v

{IQ (x) " dxdy {Q(x) ytdx

o art

fny(x)y' dxdy fQ(X) Y dx
A

" _r4+1
4= rt2

fo(x) y" dxdy [Q(x) 1 dx
i ]

Dans ces formules y doit étre remplacé par le polyénme (28). Les
polynomes Q(x) y*, xQ(x) ¥, Q(x) y""?sontdedeprés g+ (r+1)n,
g+1+(r+1Dn g+ (r+2)n

Nous pouvons prendre alors un nombre p tel que

g+ +2)n=2p+1

(29)

et appliquer aux intégrales des formules (29), la formule (17) ou la

formule (19)
Nous aurons alors les résultats suivants:
Prenons sur la courbe représentee par I’équation (28) les points

M, ayant pour abscisses

: A ;
=k =
X; -+ f 35 (T=0;1;...5 2p)

et les points M, ayant pour abscisses

3

v ) .
xt.f).+12—p+ , (i=0,1,...,2p+1)
et designons par y, et y; leurs ordonnées.

Le barycentre K des masses o, Q (x))y;"" et o,_; Q (po)y;ﬂ
placées aux points My et M, (i =0, 1,..., p) coincide avec le bary-
centre K des masses o, Q (x)) y;ﬁ;i et o, Q (X,,.,,) Y, 51y placées
aux points M:. et M;+i—|-1 (l=0;1;.::;p)

Le centre de gravité G de l'aire non homogéne limitée par l'arc
de courbe My M, I'axe O x et les ordonnées des points M, et M,, se

7
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trouve sur la droite K" K, oa K" est la projection de K sur axe Ox, et
l'on a

T I—i—l,,— -
K G:r—|—2K K.

15. Nous allons finir ces applications en considérant les moments
d’inertie d’une aire homogene limitée par les droites x =), x = p, l'axe
Ox et la courbe représentée par I'équation

Ve L e K

y :A(] xﬂ + Al xli’* y

a) Considérons d’abord le rayon de gyration de I'aire par rapport
a ’axe Oy ; il est donné par la formule

M
{ x2ydx

5!
= —

#
f ydx
1

Les polynomes y et x?y sont de degreés n et n+2; en prenant un
nombre p tel que

n+1=2p

nous pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).
Prenons sur la courbe les points M, ayant pour abscisses

¥ od e B0 (i=0,1,...,2p)

et désignons par y, leurs ordonnées.

Nous avons le théoréme suivant:

Le rayon de gyration de l'aire comprise entre I'arc de courbe
M,M,,, l'axe ox et les ordonnées des points M, et M, , par rapport
a@ laxe o0y, est égal au rayon de gyration d’'un systéme matériel
fictif formé par les masses o, y, ete, ,y,  placées aux points M,
et M, ; (i=0,1,.. , ), par rapport @ Uaxe O y.

On a un énoncé analogue en appliquant Ia formule (19).

Par exemple, le rayon de gyration d'untrapéze Ny My My N, par
rapport & un axe A paralléle aux bases NyM, et N, M, est égal au
rayon de gyration des masses NyM,, 4N M;, NoM, placées aux
points My, My, M, par rapport a l'axe A, My et N, étant les milieux
des segments MyM, et NyN,.



GENERALISATION D'UNE EQUATION FONCT. RENCONTREE PAR G. DARBOUX 99

b) Calculons maintenant le rayon de gyration de I'aire précédente
par rapport a I'axe Ox; il est donné par la formule

H
fdex
. M

En prenant un nombre p tel que
3n=2p+1,

nous pouvons appliquer aux intégrales précédentes la formule (17) ou la

formule (19).
Prenons sur la courbe précédente les points M, ayant pour abs-

cisses

xf:>\+f"'*;‘ (i=0,1,...,2p)
2p

et designons par y, leurs ordonnées.
Le rayon de gyration de l'aire comprise entre arc de courbe
M, M,,, laxe O x et les ordonnées des points M, et sz, par rapport

a l'axe O x, est égal & l71_3 b,» 0l g, est le rayon de gyration d'un

systéme matériel fictif formé par les masses %Y, eta, ; y,., placées
aux points My et M, (i = 0,1, ..., p) par rapport i l'axe O x.

On a un énoncé analogue si nous appliquons la formule (19).

Par exemple, le rayon de gyration d’un trapéze Ng My M, N, dont
les bases sont NyM, et N,M, par rapport a NyN, est égal a

\/LS g, » 0l p,, est le rayon de gyration des masses NoM,, 4N;M;, N, M,

placées aux points Mg, My, M, par rapport & NyN,, Ny et M, étant les
milieux de NyN, et MyM,
¢) On peut considérer aussi 'expression

" E mxy
dim

égale, au produit d'inertie de I'aire précédente, Z mxy, divisé par la
masse de cette aire.
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u
f xy°dx
Ay <

2 I
f ydx
A

Si nons prenons donc un nombre p tel que

Nous avons

n=p,

nons pouvons appliquer la formule (17) ou la formule (19).
I résulte alors que si nous prenons sur la courbe les points M!

ayant pour abscisses

X, =h+tit—2 (i=0,1,...,2p)

le produit d’inertie Z mxy del'aire limitée par larc de combe MM,
l'axe ox et les ordonnées des points M, et M,,, divisé par la masse

decette aire, est égal a % a’ ot a’ est le produit d’inertie E mxy du

systeme matériel fictif formé par les masses %y eto, ,y, ., placées
aux points M, et M, (i=0,1,...,p)divisé par la massede ce systéme.
On a un théoréme analogue en appliquant la formule (19).
Par exemple, le produit d’t’nerfiez mxy d’un trapéze NyMyM,N,
divisé par la masse du trapéze, les axes étant paralléles a NyN, et
Ny M,, est égal a »% a’, ot a’ est le produit d’inertie du systéme formé

par les masses NyM,, 4N, M, N, M, placées aux points My, M, M, et
divisé par la masse de ce systéme,



